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Es iſt faſt unglaublich, was für verfehrte Vorflelungen fih viele Mathema- 
er und Philoſophen noch heutiges Tages von dem Wefen und dem Zwede 
7 höhern mathematifchen Analyfis machen, welcher finn- und bebeutungslofe 
ormalismus bei der Begründung ber Principien der höhern Analyfis in den 
witen Lehrbüchen angewandt wird, auf was für grund- und bodenloſe Beweife, 
af welche leere Zautologien und Iogifche Zirkel, überhunpt auf welche bevauer- 
ihe Berfehrtheiten man hier flößt und endlich, was für wunderliche Einwürfe 
sn gegen die Newton’fhe und Leibnig’fhe Begründungsart der höhern 
balyſis gemacht hat. So fest man z. B. fehr oft bei ver Debuction ber 
ſrincipien der Differenzialrechnung die Entwickelung der Zunctionen in Reihen 
% befannt voraus, und wendet umgekehrt Die Taylor’ihe und Maclan- 
tin ſche Formel auf die Entwickelung der Functionen in Reihen an und brehet 
ich fo im Kreiſe herum. 

Die Principien der Differenzialrechnung laſſen fi) aber nicht blos auf die 
fachfte und elegantefte Weife ohne die Einmifhung der Reihenentwickelungen, 
relche nur falſche Borftellungen in dem Lernenden erwecken, und außerdem, 
Beim man wicht ganz finn- und gedankenlos operiren will, die Lehre von ber 
Uonvergenz ber Reihen als befannt vorausſetzen, ableiten, fondern fie müſſen 
Kae dieſes Hülfsmittel, welches Hier ganz überflüflig iſt, direct aus dem Be⸗ 
Piffe ver fletig veränderlihen Größe und der Function berfelben 
kdurirt werben; denn bie Differenzialrechnung gibt ſelbſt erſt die birecteften 
ud allgemeinften Formeln zur Entwickelung der Functionen in Reihen an 
ie Hand, und außerdem find bie Mittel, durch welche man in der Algebra 
ker niedern Analyfis 3. B. die Functionen a*, log. (1 +x), sin. x ⁊c. in 
keihen entwickelt, bei Lichte befehen, nichts als eine verſteckte und entftellte An- 
wendung ber Mittel, welche die Differenzialcechnung zu vemfelben Zwede bar- 
jetet; 2c. 26. ꝛc. 

Ueberhaupt find die Operationen der höhern Analyfis einfache Grundope⸗ 
ationen, welche man unmittelbar und namentlich ohne bie Anwenbung eines fo 
Slüpfrigen und weitfchichtigen Hülfsmittels, wie bie Theorie der Reihen, 

Cournot, Theorie der Functionen x. 


Ay 


begründen muß. Denn felbft tann, wenn die Reihen convergent find, kam 
man auf unrichtige Refultate geführt werben, wie Cauchy gezeigt hat. Ja⸗ 
deffen bat Cauchy und auch Cournot dennoch bei der Differenzirung ber 
Function a“ oder log. x NReihenentwidelungen angewandt, was Letzterer gar 
nicht nöthig gehabt hätte, da er vorher ($. 29) allgemein bewiefen hat⸗ 
daß lim. HI ICH) 2 


cieller Werth gefegt wird, exiſtirt; alfo auch in dem befondern Falle 
f(x) — a“ oder f(x) = log. x. 

Namentlich iſt e8 aber die gehörige, richtige und naturgemäße Entwidelung 
der Grunvbegriffe und des Gegenſtandes der höhern Analyſis, welde * 
in den meiſten Lehrbüchern vergebens ſucht. Man definirt wohl, 
unter der höhern Analyſis, unter Differenzial, Ableitung ꝛc. zu verſtehen ſeij 
allein man zeigt nicht näher, worin das Weſen ver definirten Gegenſtändé 
befteht, worauf die ganze Unterfuchung hinausläuft, wie der menfchliche Sell 
dei der fortfchreitenden Entwicelung der mathematifchen Wiffenfchaft mit Noth 
wendigkeit auf die Begriffe und Methoden der höhern Analyfis geführt iſt. Daf 
der Begriff des unendlich Kleinen oder der Grenze bei ber analytifchen 
Behandlung fletig veränderliher Größen unentbehrlich ift, wenn man fid 
nicht mit leeren Redensarten begnügen will. Ya, man bat bis auf bie neueſn 
Zeit nicht einmal daran gedacht, die Exiſtenz des Objectes derſelben, naͤm 
sid der Ableitung oder des Differenzialquotienten, allgemein um 
fireng zu beweifen, ehe man zur Beſtimmung deflelben in fpeciellen Yalleı 
ſchreiten kann, daß man die Principien der höhern Analyfid nur auf ftetigi 
Tunctionen anwenden darf, ꝛc. ꝛc. ꝛc. 

Wie weit der gevanfenlofe Formalismus in dieſer Beziehung geht, fichi 
man unter andern ans den Schriften des befannten Mathematifers M. Ohn 
in Berlin, der uns fogar in der neueften Zeit in feiner Schrift: „Geiſt dei 
mathemathiſchen Analyfis”, Berlin 1842, hat weiß machen wollen, bi 
Buchſtaben in den allgemeinen algebraifchen ober analytifchen Formeln dürfte 
weber Größen, noch Zahlen bezeichnen, fie feien blos Träger (2?) der Ope 
rationen — und er meint damit das Wefen der mathematifchen Analyfis zuglesd 
abftracter und natırgemäßer aufzufaflen. — Wennn .aber ver Mathematiker Üı 
der höhern Analyfis auch von der Größe und Zahl abftrahirt, »fo bleibt ihn 
offenbar nichts mehr zu betrachten übrig, und feine Analyfis iſt nichts, als ei 
inbaltleeres und gedankenloſes Zeichenfpiel. — 


Eine Folge von diefer abfurden Vorflellung Ohm's ift es nun, dag e 
in Beziehung auf Neihenentwidelungen und deren Zuläffigleit und Anwendbar 
keit in der Analyfis micht minder ungereimte Behauptungen aufſtellt. Er fag 
3. B.: Dan hat daher die allgemein richtigen Gleichungen: 


im Allgemeinen, d. h. fo lange für x fein ſpe⸗ 


vo 


(1) a, mit on +x’ — io inf., 


1-+x 


41 3 
= —-_- 445 - Sri, 


3) 1—-x+r —xr’ + xt — in inf. = — rin inf. 
id dieſe letzte Gleichung fol nah Ohm's Behauptung ebenfalls allgemein, 
‚$. fo fange richtig fein, als man ſich unter x weder eine reelle, noch eine 
ginäre Zahl denkt. — Was fol man fich aber unter x denfen? Woran 
ders, als an Zahlen kann man aber arithmetifche Operationen vornehmen? — 
6 ganze Gerede des Herrn Ohm if offenbar eine radicale Abfurbität. — 

Nach der unter allen Diathematifern der Erde üblichen Sprache haben bie 
teiben (1) und (2) Feine allgemeine Gültigkeit, weil die erfte für jeden 
Beri$ von x > 1 und die zweite für jeven Wertb von x <1 divergent 
ird. Folglich kann die Gleichung (3) für gar feinen Werth von x flattfin- 
m, d. h. fie if ein analytifhes Abfurdum; denn eine Formel, worin man 
4 unter ‚ven darin vorkommenden Buchftaben weder reelle, noch imaginäre 
ehlen ober Größen denken darf, ift ein völlig ſinn⸗ und bebeutungslofes Ding. 
ine analytifche Kormel ift nur dann allgemein gültig, wenn fie für jeden 
reflen oder imaginären Werth der darin vorkommenden Buchflaben ftattfindet, 
id wenn dieſes nicht der Fall ift, fo hat man zu unterfuchen, innerhalb wel- 
we Grenzen dieſe Beringung erfüllt wird, damit man der Formel feine grö« 
ere Allgemeinheit beilegt, als fie wirklich darbietet. — Sp etwas nennt nun 
er Ohm „Geiſt der mathematifhen Analyfis“!l — 

Gegen folhen begriffsiofen Sormalismus und Mechanismus in der Mathe- 
at, welchen wir Bier nicht weiter verfolgen fünnen, haben nun die reinen 
hiloſophen geeifert, weldhe das Wefen und die Tendenz der höhern Analyfis 
egreiflich zu entwickeln geſucht haben, aber wegen Mangel an ver erforberli- 
jen Sachkenntniß ihrerfeits in die gröbften Irrthümer verfallen find, und flatt 
er firengen mathematifchen Entwidelung, bei welcher weder die Form, noch 
a Begriff vernachlaͤſſigt werben darf, weitfchweifige, nichtsſagende und verfehrte 
Ifonnements geben. Zum Beweife diefer Behauptung wird es genügen, 
sige Stellen aus Hegels „Wiſſenſchaft der Logik“, Berlin 1833, und 
= €. Franutz „PHilofophie der Mathematil”, Leipzig 1842, wörtlich 
Auführen. 

Hegel fagt S. 286 feiner Logik Theil I.: 

„Die gewöhnliche Beftimmung des mathematifchen Unendlichen ift, daß es 
me Größe fei, über welde es, — wenn fie als das Unendlichgroße — 
tine größere oder, — wenn fie als das Unendlichkleine beftimmt iſt — 
feinere mehr gebe, over die, in jenem Falle, größer, ober in dieſem Falle 


vm 


Heiner fei, als jede beliebige Größe. — In dieſer Definition iſt freilich W 
wahre Begriff nicht ausgedrückt, vielmehr nur, wie ſchon bemerkt, verfeil 
Widerſpruch, der im unendlichen Progreffe iftz aber fehen wir, was an 
darin enthalten if. Eine Größe wird in der Mathematik definirt, dag’ 
etwas fei, das vermehrt und vermindert werben könne; überhaupt alfo ei 
gleichgültige Grenze. Indem nun das Unendlichgroße oder Kleine ein ſolcht 
ift, das nicht mehr vermehrt oder vermindert werben fünne, fo iſt es im u 
That Fein Quantum als folches mehr. Diefe Confequenz ift nothwendig « 
unmittelbar.” ..... 

Solche Ungereimtheiten find noch feinem Mathematifer eingefallen; 3 





mehr verftcht verfelbe unter unendlich Fleinen und großen Größen folche, 
nach der Borausfegung, oder ihrer Natur nach reſp. Fleiner ober größer 
dacht werden können, als jede gegebene noch fo Heine oder große Gräfe 

Seite 298 fagt Hegel: „In dem Sinne, dag auch an die Stelle u 
x und y einer Function eine unendliche, d. h. unerfchöpfliche Menge von Zaplg 
gefegt werden Eönne, find a und b fo fehr veränderliche Größen als jene, : 
und y. Der Ausdrud: „veränderlihe Größen”, iſt darum fehr vag 
und unglücklich gewählt für Größebeflimmungen, vie ihr Intereffe und ihre We 
Handlungsart in etwas ganz Anderm Tiegen haben, als in ihrer bloßen Berda 
derlichkeit.“ 

Sp etwas kann nur ein völliger Nichtkenner des Gegenſtandes, wie Ha 
gel, fagen; denn es ift ein wejentlicher Unterfchied zwifchen einer bloß allge 
meinen und einer ftetig veränderlichen Größe. So z. B. kann in U 
Gleichung des Kreiſes z? — x? — r2 der Halbmeffer r zwar einen belichigg 
Werth haben, aber wird nicht wie x und yals fletig veränderlich gedacht. 4 

S. 299 fagt Hegel ferner: „Das Verhältni einer Größe zur Potenz 1 
nicht ein Duantum, fondern wefentlich qualitative Verhaͤltniß; das Potenzos 
haͤltniß ift der Umftand, der als Grundbeſtimmung anzufehen if. — Zul 


Function der geraden Linie y==ax aber ifl za ein gewöhnlicher Dun 
und Duotient; biefe Function iſt daher nur formell eine Function vom ve 
änberlihen Größen, oder x und y find hier was a und b in — fie m 


sicht in derjenigen Beftimmung, in welder die Differential- und Integrafred 
nung fie betrachtet. — Wegen der befonvern Natur der veränberlihen Größi 
in dieſer Betrachtungsweife wäre es zweckmäßig gewefen, für fie ſowohl ein 
befondern Namen, als andere Bezeichnungen einzuführen, als die gewöhnliche 
der unbefannten Größen in jeder endlichen, beftimmten oder unbeſtimmten Gle 
hung; um ihrer wefentlichen Verſchiedenheit willen von ſolchen bloß unbekam 
ten Größen, die an fi vollfommen beflimmte Quanta, ober ein beftinemh 
Umfang von beftinmten Duantis find. — Es iſt auch nur der Mangel de 


IX 


Bewußtfeins, über bie Eigenthümlichkeit deſſen, was das Intereſſe der höhern 
Nastyfis ausmacht, und das Bebürfnig und die Erfindung des Differential- 
Milals herbeigeführt hat, daß Functionen bes erfien Grades wie bie 
Bleihung der geraden Linie in die Behandlung diefes Kalkuls 
hir ſich mit Hereingenommen werben; feinen Antheil an ſolchem For« 
melisnas Hat ferner der Mißverſtand, ber bie an fich richtige Forderung ber 
Berallgemeinerung einer Methode dadurch zu erfüllen meint, daß bie fpecififche - 
Bekisimtheit, auf die ſich das Bebürfniß gründet, weggelaflen wird, fo daß es 
bafür gilt, als ob es fi in vielem Felde nur um veränberliche Größen über- 
baupt Handle. Es wäre wohl viel Kormalismus in ben Betrachtungen biefer 
Gegesflände, wie in ber Behandlung erfpart worben, wenn man eingejehen 
Säite, daß berfelbe nicht veränverlihe Größen als folde, fondern Poten- 
jenbeſtimmungen beireffe.” ..... 

Sole Reven Tann uur ein ber Sache völlig Unkundiger führen. Denn 


gerade um für 27 einen beffimmten Werth zu erhalten, wenn ber Werth 


22 Ay 
x firirt wird, muß man lim. —- = 7, ftatt Er 


K man muß eben ven Fall einer beliebigen Function auf den der Zunction 
_ y Ad _ 4 
=ax des erſten Grades, für welche ohne weiteres =. 7 

S Viſt, zurückführen. Hegel meint nämlich in allem Ernſte, der Zweck und 

Gegenftand ver Differenzialrechnung fei das Depotenziren, das Herabfegen 

wf eine niebrigere Potenz, weil er bei dem Durchblättern mathematifcher 

Berle bemerkt Hat, bag wenn y—x® iſt, u = nxı-1, 7 =n(n—1)x, 


dx? 


4y dy betrachten, d. 








x. iſt. Wie flieht es denn aber mit den Aunctionen a”, o*, log. x, ain. x, 
w.x, 2.29% — — 6. 303 feiner Logik fagt Hegel: „Es find Größen 
vrlanden in ihrem Verſchwinden, d. h. die nicht mehr Duanta find; ferner 
ut Berhältniffe beſtimmter Theile, fondern die Grenzen des Verhältniffes. 
& ſellen alfo ſowohl die Duanta für fih die Seiten bes Ber- 
hiltniffes, als damit auch dag Verhältniß (%), infofern es ein 
daantum wäre, verfhwinden; die Grenze des Größen-Verhältniſſes ift, 
Wein es iſt und nicht iſt; dieß beißt genauer, worin das Quantum ver- 
Wennben, und damit das Verhältnig nur als qualitative Ouantitäts-Verhält- 
5%), und die Seiten deſſelben ebenfo als qualitative Duantitätd- Momente 
thalten find.” ... 

Die Mathematik operiert überall nur mit Duantitäten; denn wo Dua- 
Itäten in Betracht fommen, 3. B. die Krümmung der Linien und Flächen zc., 
da müffen Quantitäten dafür fubflituirt werden. Daß bas in Rebe flehenve 
Serhältzig unter ver Form 9 erfheint, hat bloß in der allgemeinen Bezeichnung 


xni 


„Es kam Hierzu etwa bemerkt werben, daß, indem nur um ber Entwices 
lung willen ein Zuwachs angenommen ift, der ohne Duantum ſei (7), es am 
gefchickteften gewefen wäre, 1 (das Eins) dafür zu nehmen, indem berfelbe dd 
der Entwickelung immer nur als Factor vorlommt, womit eben der Factor Eind 
den Zweck erfüllt, daß Feine quantitative Beftimmtheit und Veränderung ber 
den Zuwachs gefeht werden folle; dagegen dx mit der falfchen Borftellung von 
einer quantitativen Differenz, und andere Zeichen, wie i, mit dem hier unnüßen 
Scheine von Allgemeinheit behaftet, immer das Ausfehen und die Prätenfigu 
von einem Duantum und beffen Potenzen haben; welche Prätenfion ba 
bie Mühe Herbeibringt, fie deſſenungeachtet wegzubringen und wegzu.« 
gaffen.” .... CH 

„Weber die Anwendbarkeit aber ergibt fi zunähft aus der Natur ber 
Sade, ohne noch aus den Fällen der Anwendung felbft zu ſchließen, vermöge 
ber aufgezeigten Gcftalt der Potenzenmomente, von felbft Folgendes, Die 
Entwickelung der Potenzengrößen, wodurch fich die Functionen ihrer Potenzirung 
ergeben, enthält, von näherer Beftimmung abſtrahirt, zunächft überhaupt bie 
Herabfegung der Größe auf die nächft niedrigere Potenz. Die Anwend⸗ 
barkeit dieſer Operation findet alfo bei ſolchen Gegenſtänden flatt, bei 
welchen gleichfalls ein folcher Unterfchied von Potenzenbeftimmungen vorhanden iſt.“ 

„Es bietet fi Hierbei aber die Bemerkung an, daß es ſich Feineswegt 
von felbft verfteht, daß ſolche abgeleitete Gleichung auch richtig iſt (naͤmlich 
dag aus x — ax — b— 0 folge 2x — a0) Bei einer Gleihung mil 
zwei veränberlihen Größen, die darum, daß fie veränderlie find, den Cha⸗ 

er unbefannte Größen zu fein nicht verlieren, kommt, wie oben betrachtel 
wurde, nur ein Verhältniß heraus ans dem angegebenen einfachen Grunde, 
weil durch das Subflitniren der Functionen der Potenzirung an die Stelle der 
Potenzen ſelbſt der Werth der beiven Gliever der Gleichung verändert wirb, 
und es für ſich felbft noch unbefannt ıft, ob auch zwilchen ihnen bei fo veräm- 


berten Werthen noch eine Gleichung ftattfinde. Die Gleichung * —P vrüdt 


gar nichts weiter aus, als daß P ein Verhaltniß ifk, und es if dem Sr 


fonft Fein reeller Sinn zuzuſchreiben. Bon diefem Verhaͤltniß = P iſt es aber 
ebenfo noch unbefannt, weldem andern Berhältniffe es gleich ſeie; foldhe 
@leihung, die Proportionalität, gibt demſelben erft einen Werth unb 
Bedeutung.” ..... 

„Mit dem Weglaffen der Eonftanten hängt eine ähnliche Bemerkung zuſam⸗ 
men, bie über bie Namen von Differentiation und Integration gemacht werben 
ann, als früher über ven envlichen und nnendlichen Ausdruck gemacht wurde, 
daß nämlich in ihrer Beftimmung vielmehr das Gegentheil von dem liegt, was 
ber Ausdruck befagt. Differentiiren bezeichnet das Sehen von Differenzen; 


} 


| 
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uh das Differentiiven aber wird eine Gleichung vielmehr auf weniger Dimen- 
ſeren Herabgebracht, durch das Weglaflen der Eonflante wird ein Moment ber 
Befimmibeit Hinweggenommen; wie bemerkt, werben bie Wurzeln ber veränber- 


| ihen Größe (7?) auf eine Gleichheit gefeht, die Differenz alfo derſelben 


' 


aufgehoben. In der Integration hingegen foll die Eonflante wieder Hinzu- 
geht werben; die Oleihung wird dadurch allerdings, aber in dem Sinne 
istegrirt, daß die vorher aufgehobene Differenz der Wurzeln CT? köſtlich!) 
wieder hergeſtellt, das Bleichgefettte wieder differenzüirt wird. — Der 
gewöhnliche Austrud trägt dazu bei, bie wejentliche Natur der Sache in Schat- 
ia zu ſetzen und Alles auf den untergeorbneten, ja ber Hauptfache fremdartigen 
Geſichts punkt Theils der unendlich Fleinen Differenz, des Inkrements und ber- 
deihen, Theils ver bloßen Differenz überhaupt zwifchen der gegebenen und 
ver abgeleiteten Function, ohne deren fpecififchen, d. i. ben qualitativen Unter⸗ 
ſchied zu bezeichnen, zu flellen.”.... 

„Ebenſo der Differential» und Integralfalful; für das dieſem Kalkul Ange- 
herige möchte der Name des Berhältniffes einer Potenzenfunkltion und 
ber Funktion ihrer Entwidelung oder Potenzirung der paffendfte 
fein, weil ee der Einficht ver Natur der Sache am nächften Liegt.” ... (FE —) 

Sole ſchiefe und verkehrte Anfichten, ſolche durch und durch ungereimte 
Geſchwaͤtze Fönuen nur von einem völligen Ignoranten in der höhern Analyfis 
fgıtellt werben, und es wird wohl nicht nöthig fein, auch nur noch, ein Wort 
zu Biverlegung derfelben Hier zu verlieren. Hegel fagt zwar in feiner Natur- 
Wiofophie: „Die philofophifche Weife der Darftellung ift nicht eine Willfür, 
eh einmal zur Beränderung auf dem Kopf zu gehen, nachdem man eine lange 
Beile auf den Beinen gegangen ift, oder fein Alltagsgeficht auch einmal bemalt 
ia ſehen.“ Allein nach dem, was er als Philofophie ver Mathematik und Natur⸗ 
niſenſchaften zu Tage geförbert hat, follte man faft glauben, er hätte dieſes 
Kincip bei feinen Arbeiten auf diefem Felde wirklich zum Grunde gelegt; 
an es gehört wirflih eine unbefchreibliche Ignoranz, oder Verwegenheit dazu, 
er Belt ſolche Albernbeiten weiß zumachen, wie fie Hegel in feinen Werfen 
nittheilt. Nach feiner alles übertreffenden Dialektik iſt die Sntenfität der 
Ehmere unter dem Aequator größer, als unter den Polen, wird ein Eifen- 
ner Stahlſtab durch Magnetifiren fihwerer, ꝛc. — ? 

Herr Frang gibt uns folgende begriffliche Devuction des Differential- 
wotienten:: 

„Im Berhältniffe find zwei Größen durch einander und durch eine britte 
leſtimmt. Durch und für einander beflimmt zu fein, iſt als ihre Qualität 
giegt. Damit diefe Dualität in reiner Beftimmung für fich felbft fei, müſſen 
ke Seiten nur fein, was fie für einander find. Darum ift ihre Großheit, 
nonach fie unmittelbar jede einzeln für fih etwas wären, aufzuheben; fie 
ſellen nur im Verhältniſſe gelten, außerhalb deſſelben gelten fie als Größen 
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— und fie find nichts anders — mit, d. 1. find null. In ber Gleiche 
y=zx-+bißyuodx für fih als Null zu ſetzen, damit das reine Ge 


haͤltniß erfcheine T=-ı- der Differentialguotient, der au 


abfolute Verhaͤltniß genannt werben kann.“ .... Li 

Das find aber nichts als unverfländliche, unbeſtimmte allgemeine Redens 
arten, wodurch das Weſen der Differenzialrechnung und die Bedeutung be 
Differenzialguotienten bei weitem nicht mit der Präcifion und Klarheit heran 
riſirt wird, wie e8 bie gebiegene mathematifche Darftellung erfordert. Indeſſer 
geigt die weitere Entwicelung doch, daß Herr Frantz das Wefen ver Die 
venzialrechnung weit beffer aufgefaßt hat wie Hegel, weil er den Begriff WW 
Function und ihrer fletigen Veränderlichfeit in Betracht zieht, und nicht mh 
Hegel die Differenzialrechuung für eine Potenzenrechnung erflärt; obgleif 
wir auch Herm Frang feine neuen Auffchlüffe über den Sinn und Zwed Yes 
böhern Analyfis verbanfen, und feine Erdrterungen viel zu einfeitig und bürflig 
find, ald daß dadurch Mathematiker, die den heutigen Zuftand ihrer Wiſſens 
ſchaft Yennen, belehrt werden koͤnnten. 

Wir werden fpäter in einer befondern Schrift die mathematiiche und Re 
turphilofophie der Hegel’fchen Schule einer ausführlichen Kritik unterwerfen, 
wobei auch die Philofophie ver Mathematit von Herrn rang ihre nähere Bo— 
urtheilung finden wird. 

Als letztes Beifpiel der herrſchenden verkehrten Anfichten über das Bela 
der Differenzialrechnung mag hier noch das fowohl hiſtoriſch als factiſch grund» 
falihe Urtheil des Recenfenten von Frank „Philofophie der Mathe: 
matik“ in den Deutſchen Jahrbäüchern von 1842 Nr. 289 — 20 
Platz finden. 

„Die Grenzmethode ift in Folge verftändiger Neflerion aus der Methobe 
bes UinenblichFleinen hervorgegangen und kann ſich daher gegen eine verftänbige 
Reflexion nicht wehren, vor welcher fie allerdings nicht Stand zu halten vermag, 
Darin zwar iſt Referent mit dem Berfaffer volllommen einverfanden, daß bie 
Refultate der Methode des Unendlichkleinen zwar genau richtig, aber mit bem 
Scheine der Ungenauigfeit behaftig find, und daß darum jene Methode willen 
ſchaftlich nicht anzuerfennen, aber für die Praxis vollfommen ausreichend umk 
bequem iſt. Aber fofern die Grenzmethode zu ihrem Vortheil von biefer Me— 
thode fich unterfcheivet, tft fie mit der Functionenrechnung Lagrange's, für 
welche fih auch Hegel entfcheivet, iventifch; fofern fie aber von diefer abweicht, 
teeffen fie alle Vorwürfe, die der Methode des Unendlichkleinen gemacht wer- 
ben koöͤnnen.“ — J. 3. (9 

Im Gegenſatze zu den vorhin erwähnten Mängeln und Verirrungen hal 
der Berfaffer des vorliegenden Lehrbuches die höhere Analyfis ſowohl in for. 
meller, als in philofophifcher und didaktiſcher Hinficht auf eine ausgezeichnete, 
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m hentigen Zuflande ber Wiſſenſchaft vollfommen entfprechende, und babei 
& ganz Hare elementare Weife darzuftellen gewußt, und namentlich hat er es 
h angelegen fein laſſen, bei jeder paſſenden Gelegenheit auf Anwenbungen 
r böhern Analyfis in den Naturwiffenfchaften hinzudeuten, fo daß fih fein 
erk in dieſer Beziehung vor allen bereits vorhandenen ähnlichen Werfen durch 
ı für die Gegenwart fo wichtiges Moment höchſt vortheilhaft auszeichnet und 
wiſſermaßen als eine Einleitung in das Studium ber mathematiſchen Phyſik 
tsachtet werben Tann. 

Die wahre Philoſophie der Mathematif verdanken wir allein den Schöpfern 
fer Wiffenſchaft, wie die Gefchichte derſelben Iehrt, und in ber That ift für 
h Har, daß die Männer, welche neue Begriffe und Methoden in bie 
kienfchaft einführen, im Allgemeinen auch richtigere und geviegenere Borftel- 
ngen und Anfichten von dem wahren Weſen ihrer Wiflenfchaft haben müffen, 
d Sremblinge in derjelben, wie Hegel und Conforten. — Um nur ein Beifpiel 
8 der neueflen Zeit anzuführen, wem verbanfen wir bie wahre Metaphyſik 
rt fo lauge und fo viel befprochenen imaginären Größen? Cinem 
Rathematiter‘ ver freilich ebenfo ſehr Philoſoph als Geometer if, wenn 
h fein Degelianer ober gar Schellingianer. — Wenn man über Ma- 
ematik philofophiren will, fo follte man doch wenigſtens dieſe Wiffenfchaft in 
ren Srundlehren nad) dem gegenwärtigen Zuftande kennen und nicht die alten 
erkehrtheiten wieder herausphilofophiren, wie 3. B. Frantz bei Befprechung 
r imaginären Größen thut. — Aber bei Hegel trifft man faſt feinen einzigen 
funden, ihm eigenthümlichen Gedanken an, — 


Vorrede des Verfaffers. 


Da wir ung ſchon feit Ianger Zeit mit der Philofophie der Wiſſenſche 
als unferm Lieblingsſtudium befchäftigt haben, fo hielten wir uns zur 2 
beitung eines Gegenftandes, wobei philofophifche Betrachtungen unvermei 
find, für hinreichend vorbereitet. Der Weg, welchen wir bei der Bearbei 
des vorliegenden Werkes eingefchlagen haben, ift in feinen Hauptzügen folgen 

Zuerft Haben wir zu zeigen gefucht, wie man durch den Fortfchritt 
matbhematifhen Abftraction zu der Theorie gelangt ift, welche fich mit den 
gemeinen Eigenfhaften der fletigen Funectionen beſchäftigt, fie 
gen fich durch algebraifche oder andere Symbole von einem mathematifch 
fimmten Werthe ausbrüden laſſen, oder nicht, Es gewährt mehr als e 
Bortheil, biefe Theorie der Functionen von der Anwendung zu unterfche: 
welche man davon auf die Functionen der Algebra und der Trigonometrie 
macht Hat, und aus dieſem Grunde haben wir das vorliegende Werk „( 
mentarlehrbuh der Theorie der Functionen“ betitelt. 

Dei dem gegenwärtigen Zuflande der Analyfis befteht die Theorie 
Functionen faft ganz in der Theorie der Verhältniffe, welche zwifchen den 
Lagrange fogenannten urfprünglichen und abgeleiteten Functio 
ftattfinden, und aus dem analytifchen Ausprude dieſer Verhältnifie entfpı 
die feit Leibnig fogenannte Differenzial- und Integralrehnung, 
wegen des von Leibnitz eingeführten Begriffes des unenplich Kleinen, 
Infinitefimalrehnung. Jeder, welder nur einige Senntniffe von 
Geſchichte der mathematifchen Wiffenfchaft hat, weiß, daß Newton unter 
Namen der Methode ver Flurionen eine Rechnung erfunden und bef 
gemacht Kat, welche fih mit demſelben Gegenflande, wie die Leibnitz 
befäftigt, und daß durch einen ziemlich Iebhaften Streit zwifchen den ‘ 
theien diefer beiden großen Männer, jedem ein gleiches Recht an diefer t 
wärbigen Erfindung gefichert ift. 

Die gleihfam paraflel Yaufende Entwidelung der Newton’fchen 
Leibnitz'ſchen Ideen ift nicht bloß ein hiſtoriſches Factum, fondern Tieg: 
ber Natur des Gegenftandes und Fann in einer didaltiſchen Darftellung ı 
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chae Nachtheil vernachlaͤſſigt werden. Beide Theorieen ergänzen einander ge⸗ 
gerſeitig, ohne daß man eine dritte Theorie angeben koͤnnte, welche im Grunde 
mist auf Die eine ober bie andere binansliefe, und wir haben baher ven Grund 
tiefer doppelten Behandlungsweiſe deſſelben Gegenſtandes in fo weit anzugeben 
aefucht, als dieſes in einem elementaren und bis zu einem gewiſſen Punkte 
praktiſchen Lebrbuche geſchehen konnte. 

Die Lagrange'ſche Methode, mit den Modificationen, welche damit 
vorgenommen find, ſeitdem man eingeſehen hat, daß es unmöglich iſt, die ganze 
Differenzialrechnung auf bloße algebraifche pentitäten zu bafiren, wie dieſer 
große Geometer e8 wollte, ift im Grunde nur eine Rückkehr zu der Newton’ 
fen Methode. Die Lagrange'ſche Bezeichnungsart, welche fih in vielen 
Fallen in Berbindung mit der Leibnitz'ſchen mit Bortheil anwenden läßt, un- 
wrfcheivet fich nicht wefentlih von der Newt on'ſchen Bezeichnungsart und die 
sogen Ausdrücke „urfpränglie und abgeleitete Functionen‘ find 
nicht fo zweckmaͤßig gewählt, als die Ausprüde „Fluenten“ und „Fluxio— 
zen“, welchen Newton einen fo präcifen Sinn beigelegt Hatte. Aber in 
einem für Anfänger beftimmten Lehrbuche darf man nicht vergeflen, bie allge- 
mein eingeführte und angenommene Sprache zu reden. Wir haben baher in 
einem befonderen Kapitel zuerſt die Theorie der abgeleiteten Yunctionen unter 
ver jeßt üblichen Form aus einander geſetzt und alsdann uns angelegen fein Laffen, 
Ne Theorie der unendlich Heinen Größen begreiflih zu machen, fowie die 
sertität der durch die Infiniteſimalmethode und der durch die Betrachtung der 
Grenzen und der abgeleiteten Functionen erhaltenen Refultate näher nachzu⸗ 
werfen. Dat der Lefer dieſe Ipentität einmal genau aufgefaßt, fo kann er bie 
Beweiſe dur das unendlich Kleine ohne Bedenken als zuläffig annehmen und 
die Bereinfachungen benuben, welche dieſe Beweisart darbietet. 

Auf dieſe Weiſe gelangt der Lefer zwar langfam, aber ohne Umwege zur 
Differenzirung der Elementarfunctionen, womit man gewöhnlich den Anfang zu 
nahen pflegt. Hoffentlich wird man biefen etwas längern Aufenthalt nicht 
tsbefn, und wenn wir uns Har ausgedrückt haben, fo werben uns Anfänger 
wenigftens bei einer zweiten Lectüre verfiehen und es wird ihnen für die Folge 
rer Studien gewiß nicht ohne Nuten fein, wenn fie fi bei biefen Allge- 
neinheiten anfangs etwas länger aufgehalten haben, 

Zur Darftellung der Functionen, welche ganz beliebig fein und einen 
nathematiſchen Ausdruck haben können, oder nicht, haben wir und befländig 
ver Eurven bedient. Durch dieſes unnatürliche und bequeme Mittel wird eine 
Denge von Refultaten gleichſam augenfällig gemacht, währen ber rein analye 
bfche Beweis einen gewiflen KRraftaufwand erfordert, wenn man nicht graphifche 
Eonftructionen zu Hälfe nimmt. Allein man barf biefe Anwendung der Curven 
jur leichten Auffafiung der Theorie der Functionen nicht mit ber Anwendung 
ber Differenzialrechnung auf die Geometrie verwechfeln, welche ben Gegenfland 
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eines befondern Buches bildet. Die geometrifchen Anwendungen ber Imtegual’ 
rechnung find weniger ausgebehnt und man wird fie hinter den rein 


Theorieen auseinandergefegt finden, an welche fie fih am unmittelbaren & 
fließen. AT 

Früher konnte man bie geometriihen Anwenbungen als den m: 
ber Analyfis betrachten; allein feitvem die mathematifche Phyſik fo raſche 
ſchritte gemacht hat, würde biefes nicht füglich mehr angehen. Die Unterfi 
der befondern Aufgaben der Phyſik, auf welde die Geometer bie 
angewanbt haben, gehört ohne Zweifel nicht in ein Lehrbuch der reinen 
thematik; allein die allgemeinen Eigenfchaften der Functionen, infofern fie I 
Raume und in ver Zeit veränberlihe phyſiſche Größen ausdrücken, gehörig: 
ben allgemeinen und abftracten Speculationen, wobei nichts aus der Erfah 
entlehnt wird, und welche folglich ebenfowohl, als die Unterfuhung der Eigen 
fhaften ver Ausdehnung ver reinen Mathematif anheim fallen. Wir kabsik 
bie Aufmerkfamfeit des Lefers auf diefe allgemeinen Eigenfchaften der phyſiſches 
Functionen und der Zeitfunctionen Hingeleitet, fo oft fi Gelegenheit wugah 
darbot, und in dieſer Beziehung Fönnte das gegenwärtige Werk als eine allge 
meine Einleitung in bie mathematiſche Phyſik betrachtet werben. X 

Da wir die Form eines Lehrbuches gewählt haben, fo haben wir einsi 
möglihft natürliche Ordnung und Eintheilung der Gegenflände zu erfircheui 
fuchen müffen, obgleich dabei willführliche Verknüpfungen und nachtheilige Treu 
nungen nicht ganz vermieden werben können. Gleich zu Anfang haben wir fie 
in der Differenzialrechnung in einem befonderen Buche unter der Ueberſchrid 
„Principien‘ auch zugleih die erften Begriffe von der Integral- mu: 
endlihen Differenzenrehnung mitgetheilt, weil ung biefes zur Errche 
hung einer größern Klarheit und Vollſtändigkeit nothwendig fchien und die ſuhj 
an die Differenzialrechnung anfchließenden Theorieen an den gehörigen Ort m; 
leben kommen. a: 

Dadurch, daß wir die Variationsrehnung in dem fünften Due: 
welches fih mit ven Quadraturen befchäftigt, vor der Theorie der Integratien 
der Differenzialgleichungen abgehandelt haben, find wir von dem gewöhnlichen 
Gange abgewichen; allein dieſe Neuerung fcheint fowohl durch die Schwierige 
keiten, wie durch den Zufammenhang der Gegenftände motivirt zu fein. Demi 
wenn man bie Bariationsrechnung von der Theorie der Duabraturen, au weldge: 
fie ſich ganz natürlich anfchließt, trennt, und fie erfi nach der Integration ber. 
partiellen Differenzialgleichungen abbandelt, fo wird der Lernende hinfichtlich 
der wahren Ratur biefer fhönen Methode von Lagrange irre geführt, wir 
wenn fie, um uns bes Ausdruckes eines verbienten Schriftfiellers zu beviemem; 
eine neue bypertranscendente Rechnung bildete, während fie nur eime 
elegante Anwendung der Principien der Differenzialrechnung auf Gunetionen 
unter dem Jutegralzeichen iſt. 
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Obgleich der gegenwärtige fo raſche Hortfchritt der mathematifchen Wiſſen⸗ 
eften wicht wie der einiger Zweige der Phyſik eine fortwährende neue Be⸗ 
pönvung ver Elemente der Wiffenfchaft nothwendig macht; fo müſſen doch auch 
is ber Mathematik gewiffe Xheorieen, wenn fie fich bei ihrer weitern Entwi⸗ 
klang vereinfachen und auf wichtige Gegenftände angewandt werben, aud in 
ke Eiementarlehrbücher übergehen und darin die Stelle anderer Theorieen, welche 
MM wicht fo fruchtbar gezeigt Haben, einnehmen. Es hat uns daher nothwendig 
ud zweckmäßig gefchienen, daß die Theorie der elliptiihen und Euler'ſchen 
Imctiouen in den Elementen der Integralrehnung vorkommen und daß bie 
Beifpiele der Beſtimmung beftimmter Integrale möglichft vervielfacht werben 
miſſen, und dag man envlich die neuen Verfahrungsarten zur Integration der 
Isearen partiellen Differenzialgleihungen vollfländiger erörtern muß, um fo 
vum Leſer Tas Berfländnig der fperiellen Unterfuchungen der mathematifchen 
Sol zu erleichtern. 

In einer didaktiſchen Darftellung muß man nicht den logiſchen Zufam- 
merfang der Säge mit dem natürlichen Zufammenhange der phyſiſchen ober 
abraten Wahrheiten, welche dargeftellt werden follen, verwechfen. Man 
kr allen Bedingungen eines logischen Zufammenhanges genügen, ohne über 
Ve weientlichen Berhältniffe der Ideen und der ‚Zheorieen, anf welche man 
fe anwendet die gehörige Klarheit zu erlangen. Gute Köpfe faſſen diefe Vers 
Yälniffe immer auf, und wenn ed auch nur auf eine unklare Weife geſchaͤhe, 
wi für fie hinreichend iſt, um ihnen bei der Auffuchung neuer Wahrheiten 
u Richtſchnur zu dienen; allein gewöhnlichen Köpfen muß man biefe Arbeit 
m erleichtern fuchen. Es wirb daher bei diefer unferer Anficht nicht auffallend 
nibenen , daß es nicht unfere alleinige Abficht gewefen ift, blos eine Reihe 
we Deweifen zu reprobucixen, und wir geftehen fogar, daß und weniger baran 
piegen bat, den Beweis eines Lehrſatzes in der äußerfien Strenge zu füh- 
m, wonadh einige Mathematifer gegenwärtig fo entſchieden ftreben, als ben 
Grund dieſes Lehrſatzes und feinen Zufammenhang mit den übrigen ma⸗ 
Kematiichen Wahrheiten zu zeigen. Wir Haben und daher der Leichtigkeit der 
derſtelung wegen, und um ben Lefer nicht gleich von vorn herein zu entmu⸗ 
bern, Deweisführungen erlaubt, welche felbft ven größten Geometern fo lange 
Fit hindurch genügt haben. Beſonders Hinfichtlich der etwa möglichen Rech— 
unge- und Drudfehler haben wir aber die Nachficht des Leſers in Anſpruch 
a nehmen, weil eine vollfommene Eorrectheit bei Werfen, wie das vorliegende 
RR micht zus erreichen iſt, und wir werben jede uns in biefer Beziehung mit- 
riheilte Bemerkung mit dem verbindlichſten Danke zur Vervollkommnung unfe- 
nd Werkes bei einer etwa nöthigen neuen Auflage zu benuben ſuchen. 

Obgleich man es fih in einem Elementarbuche nicht zum Gefehe machen 
aan, die Erfinder alle zu citiren, fo iſt biefes doch jedesmal gefchehen in 
Beziehung auf die erfien Begriffe ver Gefhichte der Wiffenfchaft, weil dieſe 
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auch der Anfänger wiſſen muß, um ihm vor denen, deren Arbeiten ben Fo 
fpritt der Wiſſenſchaft bewirkt Haben, den gehörigen Reſpect einzuflöß 
Diejenigen Lefer, welche in ver höhern Analyfis ſchon bewandert find, w 
deren Urtheile wir unfere eigenen Ideen unterwerfen, werben leicht erfeuna 
aus welchen Duellen wir gefchöpft haben, ohne daß wir fie hier fpeciell a 
führen. Wenn wir aber insbefondere das große Werk unferes verefrungswit 
digen Lehrers Lacroix hier nennen, fo gefihieht dieſes aus einer befonverd 
perfönfichen Dankbarkeit gegen dieſen Gelchrten, welcher durch feine Schrifie 
und Lehren jo außerorbentlich viel zur Befoͤrderung eines gründlichen Unter 
richtes in der Mathematik beigetragen hat. 

Wir haben es forgfältig vermieden, Ausbrüde anzuwenden, welde nid 
fchon im Gebrauche waren und man finbet in dieſem Lehrbuche Hinfichtli We 
Terminologie nur eine einzige Neuerung von einiger Wichtigkeit, welche dark 
befteht, daß wir die verfchiebenen Stetigfeitsunterbrechungen einer Yunckie 
nah Ordnungen unterfcheiven. So fagen wir 3. B., daß eine Fun 
eine Stetigfeitsunterbrechung der erftien Ordnung erfährt, wenn fie € 
unendlichen Werth annimmt, oder plößlich von einem endlichen Werthe zu 
andern envlichen Werthe übergeht. Wenn es dagegen die abgeleitete Functit 
der erſten Ordnung iſt, welche eine ſolche Stetigfeitsunterbrechung erfährt, | 
fagen wir, daß die urfprünglihe Function eine Stetigfeitsunterbrechung di 
zweiten Ordnung erfährt, m. ſ. f. Diefe Definition fol nicht blos zu 
Abkürzung des Vortrages dienen, ſondern auch gewiffen Grunbbegriffen ei 
größere Präcifion geben, und es ift uns auffallend gewefen, daß fie nicht ſche 
früher in die Lehrbücher eingeführt if. 

Wir haben Fein Bedenken getragen, an einigen Stellen Ausdrücke zu gı 
brauchen, deren philofophiiche Bedeutung zwar befannt iſt, welche aber d 
mathematifchen Sprache nicht anzugehören fiheinen, und diejenigen Leſer 
welchen fie vielleicht anſtößig find, Eönnen fie ohne allen Nachteil überge 
den. Wir haben diefe Ausprüde beibehalten, weil fie andern Lefern vie 
leicht zweckmäßig ericheinen, und wir finden vielleicht eine andere Gelegenhei 
wo wir bie hier blos angeveuteten Ideen mit Nuben weiter entwideln fünnes 
Das im vierten Kapitel des vierten Buches über den Zufammenhang zwiſche 
ber Geometrie und Algebra Gefagte, Tieße fih noch viel weiter entwidel 
worauf wir aber, um uns nicht zu fehr von unferm Hauptzwede zu entfernen 
nicht eingehen konnten. 
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1. Sn der bildlichen Sprache der alten Algebraiften wurden die Producte 
gleihen Factoren Potenzen, Dignitäten oder Functionen genannnt. 
genwärtig verbinden wir mit dem Ausdrucke Potenz noch denfelben Begriff 
der Ausdruck Dignität (dignitas) iſt noch in dem technifchen Latein 
mincblih, aber der Ausdruck Function hat feit Ianger Zeit dvieſe parti- 
Bedeutung verloren und eine weit allgemeinere Bedeutung angenontmen, 
de einen ber merkwürbigften Fortfchritte der mathematifchen Abftraction 
Johann Bernoulli ſcheint der erfle gewefen zu fein, welcher unter 
achon einer Größe x nicht blos die Potenzen diefer Größe, wie x", fon- 
m alle Größen y, deren Beziehungen zu der Größe x burch algebraiſche 
en ausgedrüdt werben können, ho dag der Werth von y beflimmt iſt, 
a der von x befannt it, und umgelehrt, verftanden hat. Es find aljo 
dieſem Sirne die Ausdrücke: 

_ x?— mıH+n 1 

Sa+ (b— x), „- — y - los. (I 2) etc. 


“hl Zunctionen von x, wie die Potenz x3. Diefe Erweiterung des DBe- 
Mes der Function datirt ſich vom Jahre 1690; allein fie würde von geringer - 
htigfeit gewefen fein, wenn fie ſich nicht an die ein halbes: Jahrhundert 
fir von Descartes eingeführten Begriffe angefchloffen hätte. Denn aus 
m Begriffen von Descartes folgt, daß eine algebraifche Gleichung nicht 
" dazu geeignet iſt, die Nechnungsoperationen anzubeuten, dur welche 
kt ten Zahlenwerth einer beftimmten Größe erhalten Fann, fondern daß fie 
sh das Geſetz ausdrückt, nach welchem fi zwei Größen gleichzeitig ändern, 
Kon die eine von der andern abhängig ift, und welde beide von einem 

be zu einem andern fletig übergehen, indem fie alle zwifchenliegenden 

e durchlaufen. Diefe gegenfeitige Abhängigfeit zwilchen zwei veränder- 

Größen mußte auf eine allgemeine Weiſe ausgebrüdt werden, was da⸗ 
heh ſehr bequem gefchehen Kann, daß man nach Bernoulli fagt: die eine 
kt veränderlichen Größen fei eine Function der andern. 
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Descartes’ Abſicht hierbei war, wie jeder weiß, die Algebra auf d 
Geometrie anzuwenden und zu dem Zwede vie Curven vermittelt ei 
Gleichung —8* den Coordinaten jedes ihrer Punkte algebraiſch zu define 
ober zu beflimmen. Umgefehrt, dicke Idee führte auch dahın, die Gen 
auf die Algebra anzuwenden, indem man die beiden veränderlichen 
jeder unbeftimmten Gleichung als die Coorbinaten einer Linie betrachtet, 
man vermittelft biefer Gleichung felbft beliebig viele Punkte mit Gena 
beftimmen fann. Die Eurve iſt alsdann blos das graphifche und conventi 
Bild des algebraifchen Geſetzes, nach welchem die veränderlichen Größen 
einander abhängen; dieſe bildliche Darftellung entfpricht aber der Natur‘ 
dargeftellten Sache auf vie bewundernswürbigfte Weife, und führt die 
faffung von Berhältniffen, welche in ihrer abfiracten Form bei Anwenbei 
anderer Zeichen mit beträchtlichen Schwierigkeiten verbunden fein würde, 
Thatfachen der reinen Anfchauung zurüd. Denn die Stetigfeit (Eon: 
nuität) der Function wird durd die GStetigfeit der Linie verfinnlicht, 
die Biegungen einer Curve, fo wie ihr ganzer Lauf zeigen oft mit et 
einzigen Blicke das, was fich durch die algebraifche Unterfuhung der Glei 
der Curve nur mit Schwierigfeit deutlich nachweifen würde laſſen. e 
$. 2. Der eigenthümliche Character einer ftetigen Yunction be 

darin, daß man ber einen veränberlihen Größe immer Werthe beilegen 
welche einander fo nahe Tiegen, daß der Unterfchied zwifchen den correſſ 
renden Werthen der davon abhängigen Function Fleiner wird, als jede gegebg 
Größe; denn fonft Tieße ſich dieſe Function nicht durch die Ordinate ai 
Linie ausbrüden, wovon die andere veränterliche Größe die Abſeiſſe if, 
umgefehrt iſt einleuchtend, daß dieſe Eigenſchaft der Stetigfeit jeder 
ufommt, welche durch die veränderlihe Ordinate einer gewiffen Linie 
fer wird. Wenn eine durch eine algebraiihe Formel ausgedrückte sun 
ür einen gewiffen Werth der veränderliden Größe, wovon fie 
unendlich wird, fo fagt man: dieſe Function erfahre für diefen Werth H 
Unterbredung der Stetigkeit, Diefes findet 3. B. bei der fehe 
fachen Function: 

1 e 
x — 4 


für den Werth x = a ſtatt. Wenn man der veränderlihen Größe x J 
einander fehr nahe kommende Werthe beilegt, wovon aber der eine el 
feiner und der andere etwas größer ıft, als a; fo findet zwifchen den & 
refpondirenden Werthen der Function y ein fehr großer Unterfchied ftatt, ind 
der eine Werth eine fehr große negative und der andere eine fehr ai 
pofitive Zahl ift, und in dieſem Falle wird die algebraifche Differenz 3 
den entiprechenden Werthen der Function x fogar deſto größer, je Meiner. 
Differenz zwifchen den entfprechenden Werthen der veränderlichen Größe x w 
Die Hyperbel, deren Ordinate durch die Function y ausgedruͤckt wird, hat ð 
zwei Zweige, welche durch die der Abſciſſe a entiprechende aſymptotiſche & 
dinate von einander getrennt werben. ” 
Im Allgemeinen haben die Functionen, welche ſich durch die in ver Algef 
und in der Trigonometrie gebräuchlichen Zeichen ausdrüden Iaffen, wie I 
vorhergehende Function, die Eigenfchaft, daß fie in ihrem ganzen Me 
e 
A 
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ſtetig bleiben, abgefeben von den Unterbrechungen ver Stetigkeit, wel 
gewiffe befondere Werthe der veränderlihen Größe x, wovon 
hängen, ftattfinden Tönnen. Es gibt jedoch einige Ausnahmen von diefer 
auf welche man durch Anwendung der Regeln geführt wird, wonach alge 
Zeichen mit einander verbunden werben. Wenn man z.B. y=(—a) fi 


—” 


> 
a eine pofitive Zahl bezeichnet, fo wirb y jedesmal ımaginär, wenn x 
b Bra von einem ungeraben Zähler und von einem geraden Nenner 
) und da man zwilchen zwei einander beliebig nahen Werthen von x fi 
whlich viele Brüche mit einem umgeraden Zähler und einem geraden Nenner 
Ben Tann; fo folgt, daß man zwei Punkte nicht durch einen fletigen Zug 
aden kann, welche zwei Syſtemen reeller Werthe der Coorbinaten x und 
wifprechen, wie nabe fie einander auch liegen mögen. Allein ſolche anomale 
üonen, wie bie eben angeführte, laſſen fih auf Naturerfcheinungen nicht 
ren, und fpielen felbft bis jebt in der reinen Analyfis nur eine fehr be- 
alte Rolle, und erſt weit fpäter wird in dem vorliegenden Werfe wieder 
die Rede fein. 
"63. Andererſeits fiebt man leicht ein, und dieſe Betrachtung iſt bei 
Wen wichtiger, daß eine Größe von einer andern abhängen Tann, ohne daß 
Jdeſe Abhängigkeit durch eine Verbindung algebraifher Zeichen ausprüden 
Sp weiß man 3. B. aus der Trigonometrie, daß man zur Andeutung 
B Einus, Eofinus und der Tangente eined Bogens, welches geometrifch be- 
te Größen find, fobald die Größe des Bogens gegeben ift, fpeciefle Zei- 
a anwendet; allein dieſe trigonometrifchen Größen laſſen ſich dennoch nicht 
kelſt rein algebraifcher Zeichen al Kunctionen des Bogens austrü- 
Venn man ferner ein Pendel Sm (Fig. 1) um einen Winfel m SV 
der Berticale entfernt und baffelbe im leeren Raume der Wirkung ber 
Meere überläßt, fo fieht man leicht ein, daß zwifchen der feit dem Beginnen 
g verfloffenen Zeit und dem Winkel, welchen die Pendelftange 
PR Uingenblicd mit der Berticale bilvet, eine nothwendige Relation ſtatt fin- 
reden diefe Relation Täßt fich nicht vermittelft der algebraifchen und trigo- 
riſchen Zeichen allein ausprüden. Dennoch nehmen wir zwiſchen bieten 
ki Größen eine gegenfeitige Abhängigkeit an, indem wir tagen, daß der 
Bimeswinfel eine Kuncion der Zeit fer, woburd aber vie Bedeutung bes 
Function beträchtlich erweitert wird. 
" Diejenigen Leſer, welche die Dynamik ſtudirt haben, wiffen, daß man 
Zahlenwerth des Ablenkungs⸗ oder Elongationswinkels des Pendels für 
2 Augenblick, fo wie für jeden Werth der Länge des Pendels und feines 
iezlichen Ablenkungswinfels mit jedem beliebigen Grade von Annäherung 
een Tann, indem man nur eine einzige Größe, nämlich den Raum, wel- 
em im leeren Raume frei fallender Körper während der erften Secunde 
Falles durchläuft, der Beobachtung entlehnt. Aber das Studium ande- 
4 heinungen, und befonvers der des focialen Lebens, bietet und eine 
we von Hallen dar, wo zwei veränderlibe Größen offenbar von einander 
Big find, ohne daß man die eine vermittelfi der andern a priori berech⸗ 
en, weil fich der zwifchen ihnen flatt findende Zufammenhang entweder 
iſch beflimmen laͤßt, oder weil diefe Beflimmung, wenn fie mög- 
R, uns noch nnbelannt ifl. 
. En iſt z. D. die größte Spannfraft des Wafferdampfes eine Function der 
Mperatur dieſes Dampfes, die mittlere Temperatur der verſchiedenen Schich- 
ner Luftſäule eine Function der Höhe der Schicht über den Niveau des 
were, die verlangte Duantität eines Lebensmittels eine Function des übli- 
PB Yriles, das Verhältniß der Anzahl der Individuen jedes Alters bei einer 
Bevölkerung zu der ganzen Bevölkerung eine Function dieſes Alters, 
f. Wenn man dem Ausorude Function, wie es jetzt gefchehen muß, 
herz allgemeine Bedeutung gibt, jo wird derfelbe gewiffermaßen aus ber 
Mehichen Sprache in die weniger fpecielle Sprache aller derer verfest, 
Ude Wiſſenſchaften, worin man meßbare Größen unter einander ver- 
‚ tflinicen. 
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Die Functionen der bier in Rede ſtehenden Art, konnen nur durch d 
Beobachtung gegeben werden, und ſie werden als bekannt angeſehen, wenn 
eine Tafel angefertigt hat, worin ſich einerſeits ſehr viele und einander 
nahe liegende Werthe der veränderlichen Größe und andererfeits bie co 
diren Werthe der davon abhängigen Function befinden, wie fie fehr genaue 
zahlreiche Beobachtungen geben, fo daß die möglichen Beobachtungsfehler : 
aus den mittleren Rejultaten verſchwinden. Die auf diefe Weife befti 
Functionen muß man empirifhe Functionen nennen, im ©egenfape 
den mathematisch beftimmbaren Functionen, welche man genau, ober 
einem beliebigen Grade von Annäherung berechnen kann, indem man fid 
auf ihre mathematifche Definition flübt. . 

Die von Descartes angegebene graphifche Darftellungsart der Furch 
nen ift fowohl auf die empirifchen Funchionen, wie auf die anwenbbar, 
fih durch eine algebraifche Formel ausprüden laſſen, weil man auch für 
im Allgemeinen die Formel in eine Tafel verwandeln muß, um einzelne P 
zu beftimmen, welche man alsdann durch einen ftetigen Zug verbindet, J 
die Curve mit einer deſto größern Genauigkeit gezeichnet wird, je näher. 
genau beflimmten Punkte einander liegen, und je größer ihre Anzahl if. 

Diejenigen, welde ſich mit den phyſikaliſchen und focialen Wiſſenſchef 
beſchäftigen, wiffen alle, welche Vortheile die graphiiche Sarflellung der 
riichen Functionen gewährt, um vie fi) darauf beziehenden Aufgaben p 
zu löfen und endlich die Nefultate kennen zu lernen, welde die bloße Betra 
tung der Tafeln nicht in das gehörige Licht ſetzen würde; denn die begriff 
Vorftellung der Continuität wird bier durch ein Inductionsverfahren erfel 
welhem der menſchliche Geift die meiften feiner Entdeckungen verdankt. 

$. 4. Eine meßbare phyſiſche Größe muß immer endlich bleiben, d 
kann folglich nicht, wie gewifle algebraiihe Functionen, Unterbrechungen A 
Stetigfeit erfahren, welche von dem Durcdgange der Function durch einen-g 
endlich großen Werth herrüfren. So oft man findet, daß eine phyfifche af 
durch eine mathematiihe Function ausgedrüdt wird, bei welcher ſolche Un 
brechungen der Etetigfeit ftatt finden, muß man fchließen, daß vie mathen 
tifche Function ın der Nähe der Werthe, für welche vie Unterbrechung Y 
Stetigfeit ftattfindet, das wahre Maß der phyfifhen Größe nicht mehr ausveil 

Sp wird z. B. die gegenfeitige Attractionsfraft zwifchen zwei ponderail 
Moleculen befanntlih durch die Function: 

a 


y-z - (1) 


x? 













ausgedrückt, wo a eine Conftante und x die gegenfeitige Entfernung ver beid 
als mathematifche Punkte betrachteten Molecule bezeichnet. Diefe Functt 
wird unendlich, wenn x verfehmwindet; allein man kann phyfifch weber anne 
men, daß ſich die Molecule auf mathematifche Punkte reduciren, noch daß di 
Punkte zufanmenfallen. Wenn die Molecule einander fehr nahe kommen, 
muß man für die Gleihung (1), welche nahezu genau war, fo lange die Di 
menfionen der Molecule gegen ihre gegefeitige Entfernung fehr klein bliebe 
eine andere fubflituiren, welde von der Figur der Molecule abhängig if. 
Wenn eine phyſiſche Größe fih mit der Zeit ändert, oder blos 
der Veränderung der Entfernungen zwilchen den Moleculen oder den 
len Syſtemen, oder in Folge des Berlaufes der Zeit in Verbindung fmit 
Beränderung der Entfernungen; fo wäre e8 den Gefegen unferer Vorftellungt 
zuwider, wenn man annehmen wollte, daß fie von einem endlichen Wertfez 
einem andern endlichen Werthe übergehen konnte, ohne während dieſes 
ganges alle zwifchenliegenden Werthe anzunehmen, was ſchon das bei 
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wort der alten Bhilofophen ausdrückt: Natura non faoit saltus. Aber 
ern unvollfommenen Kenntniffen hinfichtlih ver Eonftitution ver materiel- 
ttel find wir für gemiffe phyfifche Größen, fo wie wir fie vefiniren und 
Eonnen, zu der Annahme berechtigt, daß fie Unterbredungen der Ste- 
barbieten, welche aus dem plöglihen Uebergange von einem endlichen 
zu einem anderen entipringen. Wenn 3. DB. zwei heterogene Ylüflig- 
wie Wafler und Duedfilber, über einander liegen, fo betrachten wir 
ÖStigfeit wie eine Größe, welche ſich an der Berührungsfläche beider 
eiten plötzlich ändert, obgleih wir in phtlofophifcher Hinficht aller 
yernlichfeit nach annehmen können, daß die Unterbrechung der Stetigfeit 
inden würbe, wenn wir bie Conftitution der Flüſſigkeiten und alle in 
” der Berührungsfläche ftatt findenden Erſcheinungen genau und voll- 
ennten. 
5. Aber fhon deßwegen allein, daß die mathematifchen oder empiri- 
unctionen dem Gefege der Stetigfeit genügen, befigen fie gewiffe allge- 
Eigenſchaften, welche von Hoher Wichtigkeit find, nicht blos für bie 
e Theorie des Calculs, fondern noch vielmehr für die Interpretation 
tnrerfcheinungen. Wir befehränfen uns bier auf die Anführung zweier 
Eigenfchaften,, welche fih aus der graphiſchen Darftellung der Functio- 
ich Curven ergeben, und fpäter weiter entwidelt werben follen; aber 
eren gegenwärtigen Zweck hier blos angeführt zu werben brauchen. 
te erſte Eigenſchaft beſteht darin: daß die Veränderungen bes 
ſes einer Kunction von einem beftimmten Werthe aus nahezu 
rrefpondirenden Werthen der Veränderungen der verän- 
ven Größe der Function proportional find, wenn dieſe Ber- 
ungen fehr Flein find. Kine fehr wichtige Anwendung dieſes Prin- 
ab fchon bei dem Gebrauche der Proportionaltheile der Togarithbmentafeln 
Um die Begriffe durch ein anderes Beifpiel zu firiven, wollen wir 
ebraiſche Function : 
__x?— 7x+6 
IT 10 2 
in, welche durch die beiden Curvenzweige ilmn, suv (Fig. 2), die 
ine der Abfciffe x — 10 entſprechende afymptotifche Ordinate von ein- 
jerennt werden, graphiſch dargeftellt wird; fo finden wir: 


1 für x — 1,00,» = 0,00000 Diffexenz. 
x = 1,01, y =+ 0,00555 + 0,00555 
x — 1,02, y =+0,01109 + 000554 
x = 1,03, y =+ 0,01662 + 000553 
2 für x = 6,00, y = 0,00000 
x — 6,01, y =— 0,012356 — ter 
x — 6,02, y =— 0,02523 7 .' ' 


x = 6,03, y =— 0,03801 — 901278 


8 Geſetz der Proportionalität veriftcirt fi mit einer großen Annähe- 
beiven Fällen, obgleich fi die Werthe von y für gleihe Zunahmen 
n zweiten Falle weit fehneller ändern, als im erſten. Wir haben jedoch 
rtd von x immer nur um „t, ändern laffen, was noch Fein fehr Flei- 
ch iſt, und wenn wir für x eine Reihe von Werthen genommen hätten, 
0,001 von einander verfchieden find; fo würde die Proportionalität ber 
yenden Veränderungen von y ſich mit einer weit größeren Annäherung 
eſtellt Haben. ° 


8 


— — — — — 


Dieſes alles läuft übrigens auf die Annahme hinaus, daß ein Curvenbeg 
um fo mehr mit der durch einen feiner Endpunfte gezogenen Tangente zulag 
menfällt, je Heiner dieſer Bogen ifl; denn für eine gerade Linie bie D 
ferenzen der Ordinaten denen der Abfciffen ſtreng proportional, und das cm 
flante Verhaältniß diefer Differenzen iſt gleih der trigonometrifchen 
bes Winkels, welchen die gerade Linie mit der Are der Abfciffen bildet. 

Die Fruchtbarkeit diefes_fo einfachen Principes, fo wie feine Anwendbe 
feit überhaupt ift Yeicht einzufehen. So oft 3. B. gewiſſe veränderliche Groͤß 
um mittlere Werthe ſchwanken, wovon fie fih nur fehr wenig entfernen, m 
diefes bei der Größe <— x, + x’ der Fall iſt, wenn x’ eine veränber 
und gegen die conflante Zahl x, immer fehr Feine Zahl ift, werden alle 
kannte, oder unbefannte mathematifche oder empirifche Zunctionen von x Fu 
tionen von x’, welde man ohne merflihen Fehler auf die Joma + b 
zurüdführen fann, wo a und b conftante Zahlen bezeichnen, d. h. anf 1 
einfachfte algebraifche Function. Diefes iſt in ver That das allgemeine | 
prorimationsverfahren, deſſen ſich die Analyften bedienen, wenn fie Unterfude 
gen dem Calcul unterwerfen wollen, welche ſich in ihrer ganzen Allgemeinf 
jeder mathematifchen Behandlungsweife entziehen. 

Mehrere durch das Experiment entdeckte Principien der Phyfit, weiche ı 
als Beobachtungsfacta erfcheinen, find nichts als Folgerungen aus dem dl 
erwähnten mathematischen Principe. 

$. 6. Die zweite allgemeine Eigenfchaft der ftetigen Functionen, wei 
wir hier anführen wollen, befteht darın: daß der Werth einer Functi 
in ber Nähe ihrer größten over Heinften Werthe nahezu confla 
bleibt. Diefes erhellet ebenfall$ aus der Betrachtung der die Junction & 
ftellenden Curve; denn wenn die Ordinate dieſer Curve, nachdem fie zugem 
men bat, abnimmt, was bei dem Marimum der Kal ift, ober ım Gegend 
nachdem fie abgenommen hat, zunimmt, in welchem Falle fie durch ei 
nimum gebt; fo wird bie Tangente der Eure zu der NAbfciffenare paral 
wie in den Punkten m und u (fig. 2). Die Ordinate diefer Tangente w 
eonftant und die des Fleinen Curvenbogens, welcher nahezu mit der Zange 
zufammenfällt, bat eben deßwegen auch einen faft conftanten Werth ($.. 
Es können zwar Fälle vorkommen, wo diefe Regel nicht anwendbar iſt, 
bei der Curve e hk (fig. 3), welche im Punkte h einen fogenannten Rä 
febrpunft oder eine Spitze barbietet. Die Ordinate bed Punftes h iſt 
Maximum, obgleich die gemeinſchaftliche Tangente der beiden ſich im Punkt 
berübrenden Curvenbogen g h, h k auf ber Abfeiffenare ſenkrecht und nicht 
ihr parallel ift. Alleın diefe Ausnahme rührt von einer befonderen zufall, 
Zeichnung ber Curve g hk und von einer beftimmten Lage der Abfcifien 

egen dieſe Curve her, wogegen die allgemeine Regel, wovon die Figur 2 e 
nwenbung barbietet, feine befondere Zeichnung der Curve vorausfegt und 
jede andere Richtung der Abfeiffenare flattfinden würde, oder was auf daſſe 
binausläuft, nach einer beliebigen Berrüdung diefer Curve gegen dieſe 9 
Nur würden, wenn eine folhe Verrückung ſtattfände, die größten und Heimf 
—— nicht mehr den Punkten m und u, ſondern andern Punkten ver Em 
entiprechen. 

Durch die fpäter anzugebenden Methoden findet man unmittelbar, daß 
größten und Fleinften Bertbe der Function (2) den Werthen x = 4, x= 
entſprechen, und die numerifche Rechnung gibt: 

FREE — Differenz. 
1 für x = 3,99, „== 0,999983 0.000017 
x = 4,00, y= 1.000000 F°orooodır 
x — 4,01, v= 0,999983 5 v 


‘ v + 





2 für x — 15,99, y = 25.000017 — 
x = 16,00, y = 25,000000 338883 
x = 16,01, y = 25,000017 + 9 


Eine \Beränderung des Werthes von x von 0,01, wenn x — 4 ober 
x 16 ift, bewirkt alfo in dem Werthe von y eine Veränderung — 0,000017, 
während nach den weiter oben angeführten Rechnungen die einer gleichen Ber- 
äsderung von y für x = 1, 326 mal und für x — 6,739 mal größer iſt. 
: Die eben betrachtete Eigenſchaft ver größten und Heinften Werthe einer 
Fenction wird in der Praris beftändig angewandt, und namentlich in der tech- 
niſchen Mechanik, wo es auf die Beflimmung des Werthes einer gewiflen 
Größe anfommt, welcher einem Darimum des Nubeffectes für denſelben Geld⸗ 
‚ ser Rraftaufwand oder einem Minimum des Geld- oder Kraftaufwandes zur 
Hervorbringung deſſelben Nuteffectes entſpricht. Diefe Eigenſchaft kommt der 
Insoflfommenheit umferer Renntniffe und unferer Meßinftrumente fehr zu Hülfe, 
üdem fie die Gränzen erweitert, zwiſchen welche unfere Schäßung fallen Fann, 
ehre daß daraus merkliche Veränderungen des Geld⸗ nnd Rraftaufwandes, ober 
greifen 


er 


des orgebrachten Nutzeffectes entſpringen. Wie wichtig und leicht zu be- 
dieſes Princip auch iſt, ſo hat Kepler, wie Montucla ”) ſagt, das⸗ 
ſelbe doch zuerſt in feiner Stereometria doliorum vom Jahre 1615 ausgeſprochen. 
| $. 7. Run ift aber Leicht einzufchen, daß es außer diefen beiden faft für 
ſch Haren, allen fletigen Functionen gemeinfamen Eigenichaften noch andere, 
sicht fo Leicht in die Augen fallende Eigenfchaften geben kann, welche ebenfalls 
. Aen Aunctionen, oder gewiſſen Klaffen von Functionen, die durch allgemeine 
" Bertmale beftimmt werben, zufommen, wie 3. B. die Eigenfchaft der Func⸗ 
tienen, beftänbig mit der veränberlichen Größe, wovon fie abhängen, zuzuneh- 
" men, oder periodiſch diefelben Werthe für äquidiftante Werthe diefer veränder- 
' iihen Größe anzunehmen. Man kann ſich alfo eine Theorie venfen, deren 
: Object in der Unterfuchung der allgemeinen Eigenfchaften der Functionen befteht, 
md dieſe Theorie bildet einen für fich beſtehenden beſonderen Zweig der Ma- 
tzematik, welcher, genau genommen, eine Wiffenfchaft für ſich hätte bilden 
‘ Iimmen, felbft wenn die Algebra nicht vorher bearbeitet wäre, und man biefe 
* Theorie daher nicht auf algebraifche Functionen hätte anwenden fünnen ; obgleich 
ter Hauptnugen biefer Theorie der Functionen ohne Zweifel in dieſer Anwen- 
uns befteht, befonders wenn es fih um bie numerifche Beflimmung der Grö- 
handelt. 
Bir nehmen diefe Definition der Theorie der Kunctionen an, weil’ fic 
auf einer Idee beruht, welche im ganzen Berlaufe dieſes Lehrbuches immer 
wiederkehrt. Sie fcheint uns die philofophifche Grundlage des Theiles des 
morbematifchen Unterrichtes zu fein, womit wir uns jebt befihäftigen, und zwar 
bie einzige, welche dem gegenwärtigen Zuflande ber mathematifchen Analyfis 
en entfpridt. Man wird darauf durch die fich immer weiter = 
denden Anwendungen der Analyfis auf die phyfifalifchen Wiſſenſchaften geführt; 
aber nnabhängig von jeder Anwendung findet man in der fo aufgefaßten Theorie 
der Aunctionen die unmittelbare Löfung der zu verfchievenen Zeiten von den 
Geometern in Beziehung auf die Grundprincipien der mathematifhen Analyfis 
erhobenen Schwierigkeiten. *%) 


V 


— 


ym 


Y) Hist. des Muth. Part. IV., liv. ı.n. + 
*) So würde 5. B. Lagran ge kein beſonderes Werk geſchrieben haben, um die 
Differenzialrechnung auf die algebraiſche Analyfis zurüdzuführen, wenn er in 
der Differenzialrechnung einen Theil der Theorie der ſtetigen Functionen er- 
fannt Hätte, diefe mögen ſich übrigens durch algebraiihe Zeichen ausdrücke⸗ 
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$. 8. Im Allgememen bezeichnet man eine befannte, oder unbelannte 
mathematifche, oder empirische Function y von x auf folgende Weiſe: 
 ‚=fod, s =FV, D. c. . 
wo die Buchſtaben f, F, ꝙç, .... nicht Größen, ſondern Functionszeichen 
find, ungefähr wie die Abfürzungen log. und sin. Wenn in den Klammern 
nur ein Buchftabe fleht, fo läͤßt man fie zuweilen weg und fegt hinter das 
Sunctiongzeihen einen Punkt. Diefe Bezeichnung wird fon in den gewöhne 
lichen Lehrbüchern der Algebra angewandt, jedoch nur für algebraifche Func 
tionen; aber wir werben fie in Zufunft bei jeber beliebigen Art von Yunctio« 
nen anwenden. A 

Bei der Beſtimmung einer Function y = f(x) fommen gewöhnlich and 
Größen vor, welche ald conftant betrachtet werben müffen, während x ul" 
folglich auch y ſich ändern. Wenn y und x die veränderfihen Coordinaten 
eines Kreifes bezeichnen, fo iſt der Halbmeſſer veffelben eine folde conflante 
Größe. Eben fo iſt der anfängliche Ablenktungswinfel eines Pendels ($. 37° 
und der von einem frei fallenden Körper während der erften Secunde feines 
Falles befchriebene Raum eine conflante Größe, von deren Werthe die Func- 
tion abhängt, welche den Werth des Elongationswinfeld für jeden Werth der 
feit dem Anfange der Bewegung verfloffenen Zeit ausdrückt. Man nennt dieſe 
eonftanten Größen zuweilen au Parameter, eine aus der Theorie der Ke⸗ 
gelfhnitte entlcehnte Benennung, und bei den Anwendungen auf die phyſikaliſchen 
Wiffenfchaften nennt man fie auch wohl conftante Eoefficienten, deren 
Zahlenwerthe durch die Beobachtung beflimmt werden müffen. 

Oft iſt es nöthig, auszudrüden, dag eine Function nicht bloß von der 
veränderlichen Größe x, fondern auch von den gewiffen Parametern a, b, c,.... 
beigelegten conftanten Werthen abhängt, und alsdann ſchreibt man: 

y=f(x,a,b,c....) (3) 

Wenn diefe Parameter a, b, c, .... feine conflanten und für jeden befon- 
dern Fall beftimmten Werthe mehr hätten, fondern ſich wie x ftetig änderten, 
fo würden fie nicht mehr Parameter genannt werden fünnen, und die Größe v 
würde eine Function von mehreren veränderliden Größen fein, womit 
wir ung erft befchäftigen werden, nachdem wir die Fundamente der Theorie 
der Functionen von einer einzigen veränderlihen Größe auseinander- 
geſetzt haben. 

$. 9. Die Buhflaben a, b, c, 2... X, Jr .... können concrete Gr 
Ben bezeichnen, wie Längen, Flächen, Volumina, deren Zahlenausdruck eine 
wilführlih gewählte Einheit vorausfegt, oder abftracte Zahlen. Aber in allen 
Fällen muß die Form der Function f fo befchaffen fein, daß die Gleihung (3) 
unabhängig von den gewählten Maßeinheiten ftattfindet, oder, was auf dDas« 
felbe Hinausläuft, man darf aus der Gleichung (3) Feine Bedingung der Gleich 
heit zwifchen heterogenen Größen ableiten können. Diefe unter dem Namen 
des Principes der Homogenertät der Functionen befannte Regel, welche 
in ihren Anwenbungen feine Schwierigkeit darbietet, führt oft unmittelbar zu 
wichtigen Folgerungen in Beziehung auf die Form der Functionen. Man be= 
dient fich diefer Regel over diefes Principes auch zu einer fehr einfachen Be» 
weisart gewiſſer Fundamentalfäge der Geometrie und Mechanif, und wir halten 
biefe Beweisart für die birectefte von allen, welche man einfchlagen fann. *) 

Um von dem Principe der Homogeneität der Functionen hier eine Anwen- 
dung zu zeigen, wollen wir die Aufgaben im $. 3 wieder betrachten und zu 


laffen oder nicht, und welche Theorie unabhängig von den Anwendungen ſtati⸗ 
findet, welde man davon auf die Functionen und auf die Algebra machen kann. 

*) Man fehe die pen Note in Legendre's Geometrie und $. 26 in Poiſ⸗ 
ſon's Mechanik, 2te Auflage. 


11 
em Zwede den Ablenkungswintel eines Pendels aus der Verticale nah Ber- 
auf einer von dem Beginnen der Bewegung an gezählten Zeit « mit 6 be- 
eichnen, den anfänglichen Ablenfungswinfel des Pendels mit 9,, die Länge 
es [eßteren mit I und mit ! g, wie gewöhnliche die Länge, welche ein frei 
sender Körper in der erſten Zeiteinheit feines Falles vermöge der Wirkung 
er Schwere, wodurd auch das Pendel bewegt wird, durchläuft; ſo haben wir: 
o= ft, 60 8,). 

Wer it 0 die Function, t die veränderliche Größe, wovon fie abhängt und 
I 5, 1 find Conftanten oder Parameter, beren es nicht noch andere geben 
kun, weil alle Bedingungen der Erfcheinung beftimmt find, ſobald man die 
Berthe diefer Eonftanten beflimmt hat. Nun find aber g und I die einzigen 
Iköfen, deren Zahlenwerth von der gewählten Yängeneinheit abhängig ift, und 
we Werth von A, ald Kunction von t, kann fi nicht mit diefer willführlichen 
Ungeneinheit ändern. Die Zunction f ift alfo blos von dem Verhältniffe 
we Linien 5, 1, abhängig, und man kann daher fegen: 


o=tl(t 9 4): 


Ferner wollen wir annehmen, man wüßte aus den erften Verſuchen über 
on Fall fchwerer Körper, daß fih die Duadratwurzel aus dem Parameter g 
wr Zeiteinheit proportional oder für dieſelbe verfloffene Zeit im umgefehrten 
Berfältniffe des Zahlenwerthes von + ändert; fo folgt, da der Werth von 6 
ir einen gegebenen Augenblick nicht von der willkührlich gewählten Zeiteinheit 


Mängen Tann, daß die Zeit t nur mit N multiplicirt in der Function f 
miommen kann, und man folglich bat: 


o=t(.V &, 9,)- 
Ran aber fünnen wir die Form der Function f nicht näher beflimmen, ohne 
a die auf dieſe Aufgabe fpeciell anwendbaren bynamifchen Principien näher 
wisgehen, was bier unfer Zwed nicht iſt. 
$. 10. Wenn man zu gleicher Zeit 
 y=zf@Q),x=g9(W (4) 
a, fo daß der Werth von y unmittelbar von dem von x und ber Werth von 
‚mmittelbar vou dem von 4 abhängt, fo ift der Werth von y mittelbar von 
m Berthe von t abhängig und t it, wie man zu fagen pflegt, eine $unc- 
ion von einer Zunction, oder einfacher, eine mittelbare Function der 
— — Größe 1. Die Beiſpiele dieſer mittelbaren und indirecten Ab⸗ 
eit zweier Größen von einander, kommen in ber reinen Mathematik und 
‚der Phyſik fo Häufig vor, daß wir diefen Fall etwas näher betrachten müſſen. 
ve in Rede ſtehende Abhängigkeit würde fich durch die Bezeichnung: 
‚=! O), oder =f(lpO 


Weraden Iaflen. 

Man konnte auch haben: 

y=f(, z),, x=zyM), x: U (), (5) 
glich: 


 y=f(ypt, vd) = FO), 
ich Die Function y Kheinbar von zwei veränverlihen Größen x, = in 
* Falle abzuhängen ſcheint; fo iſt fie in der That doch nur von ber ein- 
zen veränderlichen Größe t abhängig, deren Werth nur beflimmt zu werben 
wacht, um den von x, = und folglih auch den von y zu beſtimmen. 
Ungelehrt, wenn ie Gleichung: 
7T(0) 5CEt, M ) 
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gegeben ift, fo kann es zuweilen vortheifhaft fein, für biefelbe das gleichbe- 
deutende Eyftem ber drei Gleichungen (5) zu feden, indem man zwei veräne 
verlihe Hülfsgrößen x, = einführt. J 
6. 11. Der Ausdruck Function implicirt den Begriff einer gegenfeikis. 

en abhängigen Veränderlichfeit, und in den obigen Beifpielen find y, x, %. 

—2* abhängige veränderliche Größen, wogegen t als die nnab⸗ 
hängige veränderliche Größe betrachtet werden kann. Aus einem reg: 
abſtracten Geſichtspunkte betrachtet, würde es auch geſtattet fein, y als dR 
wnabhängige veränderliche Größe und x, z, t, als Functionen zu betrachten, 
welche von y mittelbar oder unmittelbar abhängig find, weil, wenn man er | 
zuerft einen willführlihen Werth annimmt, die Werthe von x, z, t bur . 
Gleichungen (4) oder (5) beſtimmt werben. Wenn alfo eine Gleihung 3 
ſchen x und y gegeben ift, fo fann man fie fowohl in Beziehung auf x, 
in Beziehung auf y auflöüfen. Dan kann daher in diefem Sinne fagen, 
die Wahl der unabhängigen veränderlichen Größe willführlich ift, was aber i 
den meiften Fällen nicht mehr zuläffig fl, wenn man eine Aufgabe nad) ihrem. 
befonvderen Daten betrachtet. Durch die Natur der ſich gleichzeitig ändernden. 
Größen werden zwilchen denſelben folhe Relationen aufgeftelt, daß die Ber“, 
änderungen der einen als den Veränverungen der andern untergeorbnet betradie 
tet werden müſſen, und nur biejenigen biefer veränderlichen Größen, d 
Beränderungen den Veränderungen feiner anderen Größe fuborbinirt find, muſ⸗ 
fen als wirkliche unabhängige veränderlihe Größen betrachtet werben. - X 

Sp muß z. B. bei der mehrfach erwähnten mechanifchen Aufgabe der An; 
Ienfungswinfel eines Pendels als eine Function der feit dem Beginnen 
Bewegung verfloffenen Zeit t, und t felbft als die unabhängige veränderliche 
Größe betrachtet werden, wogegen es unnatürlich fein würde, die Zeit t alß: 
eine Junction des zur unabhängigen veränderlichen Größe genommenen Wine. 
fel8 9 zu betrachten, weil die Zeit t fich offenbar unabhängig von der Dewes: 
gung des Pendels ändert oder verfließt und die Veränderungen des Winfels Gi 
ım Gegentheil von ber verfloffenen Zeit abhängig, oder den Veränderungen, 
von t Hubordinirt find. 

Im Allgemeinen erfüllt die Zeit für alle Größen, welde ſich mit ıhr aͤn⸗ 
bern und weil fie von einem beftimmten Augenblide an von felbit verflicht, 
nach der Natur der Sache felbft alle Bedingungen einer nothwendig unabhängig. 
veränderlihen Größe, weil ihre Veränderungen den Veränderungen feiner an⸗ 
deren Größe fuborbinirt find. Wir werden ın der Folge Gelegenheit haben, 
auf die Folgerungen aus biefem Principe zurüdzufommen und die allgemeinen 
Eigenfchaften der Größen, in fo fern fie  unctonen der Zeit find, näher zu 
unterfuchen, welche Unterfuchung der reinen Mathematif mit demfelben Rechte 
anzugehören ſcheint, wie die Unterfuhung der Eigenfchaften der Ausdehnung 
und der geometrifchen Formen. 

Die eben gemachte Bemerkung gilt auch für die von einem willführlichen 
Anfangspunfte aus gezählte veränderlihe Größe * und bient zur Beſtimmung 
ber Epoche eined Phanomenes, oder genauer, des Augenblides, worin eine, 
gewiffe Größe einen beftimmten Werth erreicht. Wenn dagegen die veränder⸗ 
lihe Größe t die abfolute Dauer eines Phanomenes ausprüdte, fo könnte 
fie die Rolle einer abhängigen veränderlihen Größe fpielen. So ift 3.3. vie 
Dauer der Schwingung eines Penbeld eine Function des anfänglihen Elonga⸗ 
tionswinkels, welchen wir weiter oben mit 9, bezeichnet haben. Die Größe 
diefes Winfels iſt es, welde die Schwingungstauer, ald eine Folge von der 
Beränderung des anfänglichen Ablenfungswinfels 0, und nicht die Veränderung 
viefes Winfels als der Veränderung der Schwingungspauer ſubordinirt. 
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Aehnliche Betrachtungen laſſen ſich auf die veränderlihen Coordinaten an- 
enden, vermittelſt welcher die Lage eines Punktes auf einer gegebenen Linie, 
uf einer gegebenen Fläche oder im Raume beftimmt wird. Die Größe, welde 
sn als veränderlich betrachtet, aber nicht mehr von einem Augenblide zum 
wwern, fondern von einen Orte zum andern, iſt eine Function ber verän- 
erlihen Coorbinaten des Punktes, worin fie ald gemeffen angeſehen wird. 
der mmabhängigen veränderlihen Koordinaten gibt es hier offenbar brei, wenn 
4 ver Punkt auf eine beliebige Weife im Raume bewegen kann; aber 
ur zwei, wenn diefer Punft auf einer gegebenen Fläche bleiben muß, und 
idlich nur eine, wenn bieler Punkt auf einer gegebenen Linie bleiben muß. 
keoch iſt zu bemerken, daß die Wahl eines Coordinatenſyſtemes willkührlich 
R, fo daß nichts hindert, die Coorbinaten x, y, x, welche die Lage eines 

im Raume beflimmen, ald Kunctionen der Coordinaten u, v, w eines 
werten Syſtemes zu betrachten. Die Unabhängigfeit der veränderlihen Grö- 
x, v, = bat aljo nicht in der Natur diefer Größen, fondern in der 
rillkührlichen Wahl als Koordinaten, ihren Grund, während die Unab- 
Wagigfeit der veränberlichen Größe t, welche die feit einem zum Anfangspumfte 
erommenen Angenblide verfloffene Zeit ausbrücdt, ihren Grund in dem We- 
en oder der Natur diefer Größe hat. Diefe Analogieen und diefe Unter- 
eve find unmittelbare Folgerungen aus den Analogieen und Unterſchieden, 
wide die Zundamentalbegriffe der Zeit und des Raumes barbieten. 

Durch das Vorhergehende fol nicht gefagt fein, daß bei gewiflen phyſika⸗ 
hen Unterſuchungen durch die Natur derſelben cin Coordinatenſyſtem nicht ale 
w allen übrigen den Vorzug verbienend angeveutet würde, und bie Aufmerf- 
wiet der Analyften muß ſich befonvers auf ſolche Indicationen richten; denn 
u Algemeinen hat die Auflöfung einer Aufgabe ihre Vollendung erreicht, wenn 
w veränderlichen Größen nach ihrer natürlichen gegenfeitigen Abhängigkeit 
meiytifch mit einander verbunden find. So geht z. B. in der reinen Geometrie 
ms der Erzengungsart einer Linie oder einer Fläche hervor, welche Eoorvina- 
en für die unabhängigen veränderlihen Größen genommen werben müſſen, 
unit die Unterfuhung der Eigenſchaften der Linie oder Fläche möglichft er- 

ert wird. 


Bweites Kapitel. 


Ueber die Klaflifikation der Kunetionen und ihre Eutwicdelung 
in Neihen. 


— — — 


F. 12. Die mathematiſchen Functionen werden in entwickelte (expli— 
te) und in unentwickelte (implicite) unterſchieden. Unter unentwickelten 
Imetionen verſteht man ſolche, welche durch eine noch nicht aufgelößte Glei— 
bung zwijchen der Function und der unabhängig veränderlichen Größe beitimmt 
wen. So ift 3. B. die Function y, welche durch eine ter Gleichungen: 

v„—bxy=a,by-+ cZlog x, taug. yy sin. x, !. 
eſimnu wird, eine unentwicelte Sunction von x; aber wenn biefe Gleichungen 
a Beyiehung auf y aufgelößt und auf die Form y — f + x gebracht würben, 
h würde y eine entwidelte Function derſelben veränderlichen Größe. 

Ran kann die entwickelten und unentwidelten Functionen durch biefelbe 
Bezeictnung andeuten, indem man den zwilchen der unabhängigen veränderli- 
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metrifchen Sinne muß man unter den Unterbrechungen der Stetigfeit nur bie 
verftehen, weldhe unabhängig find von der willführlichen Richtung der ren, 
worauf man die Curve bezieht. 

Hieraus folgt alfo, dag man, um den vollfändigen Ausbrud einer Eurve 
durch eine algebraifhe Gleichung zwifchen ihren Coordinaten zu haben, vdiefe 
Gleichung von den Wurzelgrößen befreien, oder alle doppelten Zeichen ver 
Wurzelgrößen von geradem Indexr beibehalten muß. Diefes iſt die Grundlage 
der Correfpondenz zwifchen der Algebra und der Geometrie, worauf wir wieder 
zurüdfommen werben, wenn von den Anwendungen ber Analyfis auf die Theorit 
der Eurven fpecieller die Rede fein wird. 

Dagegen können die transcenventen Curven, oder diejenigen, deren Ordi⸗ 
nate eine transcendente Function der Abfciffe iſt, plötlich in —* Laufe unter⸗ 
brochen werden, ohne daß ſich ihre Zweige wieder vereinigen, ſo daß der ur 
welcher durch feine Bewegung einen der Curvenzweige befchriebe, plöglich fiel 
ftehen müßte. So befteht 3. B. die Curve, deren Gleichung: 

| 
 yri=a * | 
ift, wo a eine pofitive Zahl > 1 bezeichnet, aus den beiven Zweigen Bis 
MN ($ig. 6), wovon der erfle in der Richtung ber ypofitiven Abfcifien vis 
Are der x zur Afymptote hat, und fi in dem Punkte B, deſſen Coorbinatml 
x=0,y=— 1 find, plöglich fohließt, währenn der zweite Zweig im DE 
Sinne der pofitiven y die Are der y und in dem Sinne ber negativen x WM 
Are der x zur Afymptote bat. Denn fo lange x pofitiv iſt, nimmt die Functiew 
-—- 1 
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für immer Eleiner wervende Werthe von x fortwährend ab, und verfehwindel 
zulegt mit x, während fie fi) für immer größer werdende Werthe von x ber 
Einheit ohne Ende nähert. Wenn dagegen x negative Werthe durchlauft, fe 
nimmt diefelbe Function für immer Heiner werdende Werthe von x über alle 
Grenzen hinaus zu, während fie fih für zunehmende Werthe von x wieber dei 
Einheit ohne Ende nähert. 

Die Punkte, worin ſich ein Zweig einer transcendenten oder empirifchen 
Curve plöglich fchließt, werden Stillſtands- oder Schlußpunfte genanst. 
Wenn zwei getrennte Eurvenzweige NM, MIN! (Fig. eine gemeinſchaftlich 
Ordinate PM N! Hätten, fo daß die durch die Ordinate der Curve dargeflefltı 
Function plöglih von dem Werthe PM zu dem Werthe PM’ überginge, fa 
wären bie Punfte M, M Zerreißungspunftte. Die algebraifchen Functio⸗ 
nen können weder Schlußpuntte, noch Zerreißungspimfte haben, und folglid 
feine anderen Unterbrechungen der Stetigfeit darbieten, als bie, welde von 
dem Durchgange durch das Unendliche herrühren, wogegen die transcendenten 
Sunctionen Unterbrechungen der Stetigfeit darbieten konnen, welche von vem 
plöglichen Uebergange von einem endlichen Werthe zu einem andern herrüßren. 

$. 17. Wenn die Theorie der Functionen eine größere Allgemeinheit hat, 
ale die Algebra, infofern darin von den gemeinfamen Eigenſchaften ver af 
gebraifihen und transcendenten, und felbft der Functionen gehandelt wird, welche 

ine mathematiihe Definition geftatten; fo erhält dieſe Theorie andererfeitd 
eine Ausdehnung, welche urſprünglich nur in der reinen Algebra und für Wk 
Zunctionen einen Sinn hat, welde ſich algebraifch ausdrücken Iaffen. a 
Erweiterung befteht darin, die imaginären Werthe in Betracht zu ziehen, wel 
eine algebraiſch ausgedrückte Function annimmt, wenn die veränderliche Größe; 
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non fie abhängt, durch reelle Werthe geht, welche dieſſeits ober jenfeits ge- 
ker Grenzen liegen, wie 3. B., wenn in ber Function: 
y=ıtYy1—x 

veränderliche Größe x > 1 wird. Diefe Erweiterung befteht ferner in ber 
mabıme, daß die unabhängig veränverlihe Größe, felbft eine Reihe imagi- 
er Werthe durchlaufen kann. Um ſich aber von einem ſolchen Durchlaufen 
en Begriff bilden zu können, muß man dieſe zweite veraͤnderliche Größe, 
esa die erfte eine Aunction iſt, als ihrerfeits von einer dritten veränderli- 
2 Größe, welche eine Reihe veeller Werthe durchläuft, abhängig betrachten. 
ſeint dieſe legte veränverlihe Größe, x die unmittelbar davon abhängige 
minderlihe und y eine Kunction von x. Ferner bezeichnen t,, Xu, Yo; 
x, y, zwei Syfteme correfpondirender Werthe diefer drei Veränderlichen, 
1t,, t, reelle Größen find, während x,, Yar X, , Y, reelle oder imagi- 
ne Größen fein fonnen; fo iſt Har, ve während 4 von dem Werthe t, zu 
mBerthe *, übergeht, indem es alle zwilchenliegende reellen Werthe —* 
e Leraänderliche x eine Reihe imaginärer Werthe durchlaufen kann, welche durch 
a zwiſchenet und x ſtattfindenden algebraiſchen Zuſammenhang beſtimmt wird, 
u welcher eine Reihe ebenfalls beſtimmter reeller oder imaginärer Werthe von 
ifpriht. Dagegen wird die Reihe der imaginären Werthe, welche x 
shlanfen fann, indem es von dem Werthe x, zu dem Werthe x, übergeht, 
u nichts beitimmt, wenn man nicht eine beftimmte directe oder indirecte 
Wisgigfeit zwilchen x und einer andern Veränderlichen feftfet, welche von 
Bam reellen Werthe zu einem andern reellen Werthe übergeht, indem fie alle 
wihenliegenben reellen Werthe durchläuft, weil zwifchen den imaginären Grö- 
u teine natürliche und beftimmte Größenorbnung flattfindet. *) 





9 Gauß Hat die reelle und anſchauliche Bedeutung der imaginären Ausdrücke 
direct nachgemwiefen und dadurch ihre Zuläſſigkeit in der Reonung vollſtaͤndig 
erechtfertigt, worüber er fi in den Götting. Gel. Anz. Stück 64 v. J. 1831 
—— ausdrüdt: 

„&o wie die abfoluten ganzen Zahlen dur eine in einer geraden Linie 
unter gleihen Entfernungen geordnete Reihe von Punkten dargeftellt werden, 
in ber der Anfangspunlt die Zahl O, der nächfte die Zahl 1 u. f. w. vertritt, 
und fo wie dann zur Darftellung der negativen Zahlen nur eine unbegrenzte 
Berlängerung diejer Reihe auf der entgegengefeßten Seite des Anfangspunktes 
erforderiich if: fo bedarf es zur Darftellung der compleren ganzen Zahlen, 
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i= V — , fo wie der nächſte Punkt bei O in der erſten Nebenreihe auf 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 2 
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In der Folge werben wir fehen, daß nicht bios die algebraifchen Fun 
tionen, fondern auch vie erponentiellen,. logarithbmifchen und trigonometriſch 


der andern Seite auf — i = BEN 9 —1u.f.f. Bei diefer Darftellung wi 
die Ausführung der arithmetifchen Operationen in Beziehung auf die complerı 
Größen einer Berfinntihung fähig, die nichts zu wünfden übrig läßt. 

Bon der andern Seite wird hierdurch die wahre Metaphyfit der imagim 
ren Größen in ein neues Licht geftellt. 

Unfere allgemeine Aritpmetit, von deren Umfang die Geometrie der All 
fo weit überflügelt wird, if ganz die Schöpfung der neuern Zeit. Urfprä 
lid ausgehend von dem Begriff der abfoluten ganzen Zahlen hat fie idr 
biet ſtufenweiſe erweitert; zu den ganzen Zahlen find die gebrochenen, zu dx 
tationalen die irrationalen, gu den pofitiven die negativen, zu ben reellen U 
imaginären bhinzugelommen. Diefes Borfchreiten if aber immer anfangs u 
furdtfam zögerndem Schritt gefheben. Die erflen Algebraiften nannten me 
die negativen Wurzeln falfche Wurzeln, und fie find es auch, wo die Aufgad 
auf welche fie ſich beziehen, fo eingelleidet vorgetragen if, daß die Beide 
fenheit der gefuchten Größe fein Entgegengefeßtes zuläßt. Allein fo 
man in der allgemeinen Arithmetit Bedenken hat, die gebrochen 
Zahlen mit aufzunehmen, obgleih es fo viele zählbare Dinge gibt, wob 
eine Bruchzahl ohne Sinn iſt, ebenfowenig durften im jener den ne 
Zahlen gleihe Rechte mit ten pofltiven deßhalb verſagk werden, weil 
lige Dinge kein Entgegengefeßtes zulaſſen; die Realität der negativen 
iſt Hinreichend gerechtfertigt, da fie in unzähligen andern Fällen ein adäquell 
Subftrat finden. Darüber il man nun freil ch feit fanger Zeit im Klarti— 
allein die den reellen Größen gegenübergeftellten imaginären — ehemals j 











bin und wieder noch jeßt, obwohl unſchicklich un mögliche genannt — 
noch immer weniger eingebürgert, als nur geduldet, und erſcheinen alfo 
wie ein an fich inhaltleeres Zeichenfpiel, dem man ein denkbares S 
unbedingt abfprict, ohne doch den reichen Zribut, welden diefes Zeichenſpi 
aulebt in ben Schatz der Berhältniffe der reellen Größen fleuert, verfuu 
en zu wollen. 

ir haben diefen hochwichtigen Theil Her Mathematik feit vielen Zalıı 
aus einem verſchiedenen Gefichtspuntte betradtet, wobei den imaginären Wei 
Ben ebenfogut ein Gegenſtand untergelegt werden fann, wie den negativen; ı 
bat aber bisher an einer Beranlaffung gefehlt, unfere Anficht öffentlich Ir 
ſtimmt auszufprechen, wenn gleich aufmerkfame Lefer die Spuren davon I 
ber 1799 erfchienenen Schrift über die Gleichungen und in der Preisfiel 
über die Umbildung der Klächen Leicht wiederfinden werden. In unferer U 
bandlung Theoria Residuorum Biquadraticorum, Gottingue 1832, ſind W 
Grundzüge davon kurz angegeben ; fie beſtehen im Folgenden. 

Pofttive und negative Zahlen können nur da eine Anwendung finden, U 
das Gezählte ein Iintgegengefchtes hat, was mit ihm vereinigt gedacht d 
Bernichtung gleich zu fellen iſt. Genau befehen findet diefe Borausfegung ws 
da flatt, wo nicht Subflanzen (für fich dentbare Gegenflände), fondern BU 
lationen zwiſchen je zwei Gegenfländen das Oegäblte find. Poſtulirt wi 
dabei, daB diefe Gegenſtände auf eine beflimmte Art in eine Reife geordm 
find, . 8. A,B,C,D...., und daß die Relation des A zu Bald I 
Relation des B zu C u. ſ. w. nleih betrachtet werden Tann. Hier gehört mm 
zu dem Begriff der Eintgegenfeßung nichts weiter, als der Umtaufg NW 
Slieder der Relation, fo daß, wenn die Relation (oder der Uebergang ve 
A zu B als + 1 gilt, die Relation von B zu A durd — 1 dargelriit we 
der muß. Infofern alfo eine folhe Neihe auf beiden Seiten unbegrenzt Ü| 
repräfentirt_ jede reelle ganze Zahl die Relation eines beliebig als Aufar 
gewählten Gliedes zu einem beflimmten Grade der Reihe. 

Sind aber die Gegenflände von foldher Art, daß fie nicht in eine, wen 
gleich unbegrenzte, Reihe geordnet werden können, fondern ſich nur in Reife 
von Reihen ordnen laſſen, oder, was daſſelbe if, bilden fie eine Mannt 
faltigkeit von wei Dimenfionen; verhält es ih dann mit dem 
lationen einer Reihe zu einer andern oder den Uebernängen aus einer im N 
andere auf eine ähnliche Weife, wie vorhin mit den Uchergängen von eimei 
Gliede einer Reihe zu einem andern Gliede derſelben Reihe, fo bedarf 4 

| 
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muehenen eine beflimmte Bedeutung und einen beftimmten reellen ober imagi- 
ren Werth belommen, wenn man bie veränberlichen Größen diefer Functionen 


offenbar zur Abmeflung des Ueberganges von einem Gliede des Syſtemes zu 
einem audern außer den vorigen Einheiten + 1 und - 1 noch zweier andern 
unter ſich auch entgegengefeßten + i und — I. Offenbar muß aber babei 
noch poflulirt werden, daß die Einheit i allemal den Webergang bon einem 
gegebenen Bliede einer Reipe zu einem beſtimmten Gliede der unmittelbar 
angrenzenden Reihe bezeichne. Auf diefe Weile wird alfo das Syſtem auf 
eine doppelte Art in Heiden von Reiben georpnet werden können. 

Der Mathematiter abfirapirt gänzlich von der Beichaffenpeit der Gegen- 
Bände un» dem Inhalt ihrer Relationen ; er hat es blos mit der Abzählung 
uud Bergleihung der Relationen unter fih zu thun; infofern iſt er ebenfo, 
wie er den duch + 1 und — 1 bezeichneten Relationen, an ſich betrachtet, 
Gleichartigkeit beilegt, ſolche auf alle vier Elemente +1, — 1, f i und 
— i zu erfireden befugt. 

Zur Anſchauung laſſen fih diefe Berhältniffe nur dur eine Darſtellung 
im Raume bringen, und der einfachfte Fall if, wo fein Grund vorhanden 
iR, die Symbole der Gegenflände anders als quadratifch anzuorbnien, indem 
man eine unbegrenzte Ebene durch zwei Syſteme von Yarallellinien, die ein- 
ander rechtwinklig durchkreuzen, in Quadrate zeriheilt, und die Durchſchnitts⸗ 
punkte zu den Symbolen wählt. Jeder folder Puntt A (Big. 7.) hat bier 
vier Nachbarn, und wenn man die Relation des A zu einem benachbarten 
Yunfte dur + 1 bezeichnet, fo ift die durch — 1 zu bezeichnende von ſelbſt 
Sefimmt, während man, welche der beiden andern man will, für + i wäh. 
Im, oder ven fih anf + i beziehenden Punkt nad Gefallen oben und uns 
ten uehmen fann. Diefer Unterfchicd zwifchen oben und unten if, fobald 
man vorwärts und rüdmärts in ber Ebene und rechts und linke in Beziehung 
auf die beiden Seiten der Ebene einmal (nah Gefellen) feſtgeſetzt bat, im 
ſich völlig beftinnmt, wenn wir gleich unfere Anfhauung dieſes Unterſchiedes 
Andern nur durch Nachweiſung an wirklich vorhandenen materiellen Dingen 
mittheilen köunen. Weun man aber auch über Ichteres fih entfchloffen hat, 
Keht men, Daß es doch von unferer Willtühr abbing, welde von den beiden 
in einem Punkte fi durchkreugenden Reihen wir ale Hauptreihe, und welche 
Richtung in ihr wir als auf pofitive Zahlen fih beziehend anfeben wollten ; 
man fiedt ferner, daß, wenn man die vorher als + i behandelte Relation 
für + 1 nehmen will, man nothiwendig bie vorhin durch — 1 bezeichnete 
Relation für + i nehmen muß. Das heißt aber in der Sprache der Mathe- 
matifer: + i if eine mittlere Proportionalgröße zwiſchen + 1 und — 1 oder 


entfpricht Dem Zeichen N 1; wir fagen abfichtlich nicht die mittlere Pro» 
yortionalgröße, denn — I hat offenbar gleichen Anſpruch. Hier iſt alfo die 


Raqhweisbarkeit einer anſchaulichen Bedeutung von HT. vollfommen ges 
rechtfertigt, und mehr bedarf ed nicht, um bdiefe Größe in das Gebiet der 
Gegenflände der Arihmetik zugulaffen. 

ie haben geglaubt, den Freunden der Mathematit durch diefe kurze Dar- 
krllung der Hauptmomente einer neuen Theorie ber fogenannten imaginären 
Größen einen Dienft zu erweifen. Hat man diefen Gegenfland bisher aus 
einem falfchen Geſichtspukt betrachtet und eine gebeimnißvolle Dunkelheit dabei 
gefunden, fo iſt dies größtentpeild den wenig ſchicklichen Benennungen zuzu⸗ 


fGreiben. Hätte man +1, — 1, — 1 nicht pofitive, negative, ima⸗ 
sinäre (oder gar unmöglihe) Einheit, fondern eiwa directe, inverfe, 
laterale Einheit genannt, fo hätte von einer ſolchen Dunkelheit faum die 
Rede fein können. Wir haben ung vorbehalten, den Gegenſtand, welder tn 
der genannten Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berührt ift, künftig voll» 
Ränbiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum bie Relationen 
zwiſchen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimenfionen 
dbarbieten, nicht noch undere in der allgemeinen Aritpmetit zuläffige Arten 
von Größen liefern können, ihre Beantwortung finden wird.“ 

WBegen der geometrifchen Bedeutung der imaginären Buben oregleie 


man weiter unten 6. 76 Anmert. d. Ueberſ. 
2* 
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imaginäre Werthe durchlaufen laͤßt. Folglich find die in dieſem Parage- 
emachten Bemerkungen auf alle ſchon befannten algebraifchen oder transcenveme 
unctionen anwenbbar. 

$. 18. Wir haben eben gezeigt, wie die Analyften die Functionen = 
ihrer mathematifchen Ausdrucksart klaſſificiren; allein die Functionen fünnen 
nad) ihrer Form oder nach der Form der Eurven, welde fie auddrü«m 
Haflificirt werden, und dieſe Klaffififation kann fowohl die empirifchen, wie 
algebraifchen, oder transcendenten Sunctionen umfaflen. Es kommt übri = 
bier nicht darauf an, eine methodiſche und vollftändige Klaflıfifation, wie 
welche fich auf Gegeſtände von unenblicher Anzahl anwenden lafien, wie u 
in der Naturgefchichte, aufzuftellen, fondern blos gewiffe Klafien von Fumc 
nen anzuführen, welche fich durch allgemeine Merkmale auszeichnen. 

Zunähft wollen wir die geraden und ungeraden Kunctionen betracht 
Gerade Functionen werben nämlich die genannt, welche biefelben Wer— 
annehmen, wenn man der unabhängigen Veränderlichen gleiche Werthe mit em 
gegengefeßten Zeichen beilegt, oder diejenigen, welche in einem Syſteme orife 
gonaler Coordinaten durch Eurven bargeftellt werden, welche gegen die I 
der Orbinaten ſymmetriſch find. Unter den algebraifhen Yunctionen find u 
geraden Functionen die, welche nur gerade Potenzen ver unabhängigen Berä 
verlichen enthalten, wie x2, / 1 — x*, woher auch der Name der geram 
Zunctionen fommt, welhen man auf alle Functionen anwenden fann, die bi 
ſelbe Aehnlichkeit der Form darbieten, obgleich fie ſich nicht algebraiſch am 
drüden laffen. Die trigonometrifche Function cos. x ift eine gerade, weil mu 
in ber Zrigonometrie den Coſinus eines negativen Bogens als venfelben Ja 
lenwerth mit demfelben Zeichen, wie der deſſelben - pofitiven Bogens habe 
betrachten muß. 

Ungerade $unctionen dagegen werben biejenigen genannt, weldhe f 
gleiche und entgegengeſetzte Werthe der unabhängig veränderlichen Größe gleic 
und entgegengeießte Zahlenwerthe annehmen, wozu die algebraifchen Functione 


1 — — 
zerYir= 


gehören. Nach vieler Definition find alfo sin. x und tang. x ebenfalls ung 
rade Functionen. ine ungerade Kunction muß für x — 0 verfchwinven, w 
fern fie für diefen Werth von x feine Unterbrechung ver Stetigfeit erfäßı 
was 3. D. bei den ungeraden Functionen: 


2 
* ie cot, x 
x 


der Fall iſt. Eine jede beliebige Function kann als die Summe aus ein 
geraden und und einer_ungeraben Function betrachtet werden. Deun es fei 
das Zeichen einer beliebigen Function, fo fann man feßen: 
f&) +f(- x) 3 29 (&), 

, f&) —f(—- x) =2U (x), 
und alsdann iſt ꝙ (x) offenbar eine gerade und & (x) eine ungerade Funckiı 
von x, welche Form übrigens die Function f(x) auch haben mag. Aus dieſi 
beiden Gleichungen ergibt ſich aber: 

f&) 00 + YO), 

was bewiefen werben follte. 

F. 19. Periodiſche Functionen werden diejenigen genannt, weld 
immer biefelben Werthe wieder annehmen, wenn man für die unabhängig ve 
änderlihe Größe Werthe fubftituirt, die um gleiche Größen von einander ve 
ſchieden ſind. Die Größe dieſes Unterfchieves oder diefer Intervalle befkimm 
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dr wißt die Ausdehnung der Periode. Go betradtet man 3. B. in 
ker Trigenometrie die Kreisbogen ald Größen, welche größer, ald der ganze 
Seitenanfang werden und jowohl in dem pofitiven, als in dem negativen Sinne 
wiegrengt zunehmen fönnen, während bie Sinus, Cofinus und überhaupt bie 
bmmeeiriihen Zunctionen dieſer Bogen periodiſch dieſelben Werthe wieder 
muchuen, fo oft man zu dem urfprünglihen Bogen einen ganzen Kreisumfang 
J rfigt, ober davon abzieht. Es find alfo sin. ax, cos. ax, tang. ax 


SW iibihhe Sunctionen, deren Periode 2 zum Werthe hat. Die Function 


I72 un. 2x z. B. iſt die Ordinate einer Curve NMOMNXF... 
8), welche ſich ſowohl in dem Sinne der negativen, als der poſitiven 
anbeftimmt ausdehnt und ſich vermittelſt der natürlichen over kunſtli⸗ 
| a Tafeln Teicht durch Punkte conftruiren läßt. Die gleichen 
P'O,OP,.... meflen die Auspehnung ber Periode. 
' Die Ratur bietet und eine Menge von Erfcheinungen dar, welde dem 
Gelege ver. Periobicität unterliegen, und folglich verdient die Klaffe der perio⸗ 
bien Function, deren einfachften Typus die Geometrie des Kreiſes an die 
herd gibt, eine beſondere Aufmerkſamkeit. 

$. 20. Unter den nichtperiodiſchen Functionen find Hier blos die anzufüh- 
m, weldhe die Eigenichaft haben, beftändig zu» ober abzunehmen, wenn bie 
mbhängige Beränderlihe zunimmt, denn die nicht periopiichen Yunctionen, 
de abwechjelnd zu⸗ und abnehmen, bieten weiter feine wichtigen Merkmale 
u, in Kolge welcher fie in befonvere Klaſſen eingetheilt werben Fonnten. 

Beſonders bemerfenswerth find die Functionen, welde fi ohne Ende dem 
ierthe Null, oder jedem andern feſten Werthe nähern, wenn die unabhängige 
minberliche zu⸗ ober abnimmt. Bon diefer Beichaffenheit find die Functionen: 


1 u 
— 


ya, m, u pofitive Zahlen bezeichnen und a außerdem größer, als bie Ein- 
it angenommen wirb. 

Die Zunctionen diefer Art müffen häufig in dem Ausbrude phyſikaliſcher 
fheinungen vorfommen; denn es gefchieht oft, bag eine Größe von einem 
wien Zuſtande aus fortwährend abnimmt, fo daß fie zulett faft Null wird, 
e von einem beftimmten Werthe, welchem fie ſich ohne Ende nähert, nit 
fi verſchieden ift. Insbeſondere ift bier die Function y = a- (Fig. 9) 
bemerfen, welche der einfachftle Typus der Yunctionen ift, die zu beiden 
eiten des Anfangspunftes der unabhängig veranderlihen Größe fehr fchnell 
d ſynmmetriſch abnehmen, fo daß ver Zahlenwerth diefer Function für wenig 
wähtlihe Zahlenwerthe der unabhängig veränverlihen Größe ſchon außeror- 
atlich klein ift, wie wenig die conflante Zahl a auch größer fein mag, als 
: Einheit. Bei dem gegenwärtigen Zuflande der Phyſik nimmt man an, daß 
: materiellen Zheilchen der Körper von Kräften follicitirt werben, deren Ab- 
hegeſetz Durch eine Function biefer Art ausgebrüdt wird, und bei den An- 
dungen ver Wahrfiheinlichkeitsrechnung auf große ftatiftifche Zahlen kommt 
m ebenfalls fehr Häufig auf Functionen von diefer Form. 

$. 21. Wir wollen annehmen, daß wir eine empirifche Function fx hät- 
ı, womit arithmetifche ober algebraiihe Rechnungen vorgenommen werden 
Ien, wie wenn man 3. D. den Werth von x finden follte, welder der 


1 
xtra 





fx = 
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genügt; fo befteht das ſich zunächft darbietende Verfahren offenbar darin, 
möglich eine algebraifche Function px zu finden, welche fih wenig von 
ent, wenigftens innerhalb der Örengen, zwifchen welche die geſuchte Wm 
fallen muß, und dann px in die gegebene Gleichung für fx zu ſubſtitu 
Der Zweck einer ſolchen Subftitution ıft im Allgemeinen, die algebraiichen ” 
rmungen, welde auf allgemeine Formeln führen müffen, ober ari 
perationen möglich zu machen, wenn man befonvere Werthe beflimmen = 

Wenn die fubftituirte Function ſich der urfprünglihen ın dem ganzen 
trachteten Theile ihres Verlaufes nähern foll, fo müfen die wejentlichen —* 
der ſubſtituirten Funetion mit denen der zu erſetzenden Function verträglich 

Wenn z.B. die zu erfeßende Function eine periodiſche ift, jo nimmt ® 
wenigftens bis zu einer genauern Unterfuhung, an, daß fie möglicher EB 
durch eine Function von der Form: 

y=Asin (mx +n), 
welche ihrer Natur nach periodiſch ift, erfeht werben kann; aber es wir 
offenbar ganz unmöglich fein, daß ſich bie gegebene Function in der gan 
Ausdehnung ihres. Verlaufes einer Function von der Form: 
y=Ax",y=Aa”, 
welche, je nad dem Zeichen von m, befländig zu⸗ ober abnehmen wir! 
nähern konnte. 

Unter Interpolation verfleht man die Operation, durch welde w 
eine Eure y = 9 x beftimmt, welche eine gewiffe Anzahl von Punkten ı 
der Eure y= fx gemein hat, und fid —8— den aͤußerſten Punkten de 
weniger davon entfernt, je größer die Anzahl der zwilchen Tiegenden geme 
ſchaftlichen Punkte iſt. Wir werben fpäter näher auf die Nerfahrungsarten 
Interpolation eingeben; allein für den Augenblid genügt es, fi vorzuftell 
daß die Curve, beren Ordinate px ift, dur einen gegebenen Punkt (x,, 
geht, wenn man die Gleichung verfeßt: 


Je — Y*oı 

d. h. wenn man die Parameter ober bie Anke Rimmten Eovefficienten, welche 
mathematifche Ausdruck der Function ꝙ enthalten muß, durch eine Bebingun 
gleihung mit einander verbindet, und je mehr willfübrlihe Parameter man 
diefen Ausdrud eingeführt hat, wofern man auf ber gegebenen Eure y = 
eine gleihe Anzahl von Punkten hat, deſto mehr nähern ſich die Curven, de 
Drbinaten durch px und fx ausgedrückt werben, in dem betrachteten Th 
ihres Laufes einander. 

Hiervon rührt, gelegentlich bemerkt, die Schwierigfeit her, den We 
gewiſſer Formeln der mathematiihen Phyſik unter der Eontrole der Beobadhtı 
zu beſtimmen. Denn wenn zur Darftellung des Geſetzes einer Erfcheinung 
Gleichung y = px gegeben wird, worin die Function 9 viele willkührli 
Parameter enthält, und man beftimmt diefe Parameter nah der Bedingu 
den Beobachtungen zu genügen, welche eben fo viele Syſteme zufannnenge 
riger Werte von x und y geben, als man Parameter hat, fo wird es hi 

durch allein ſchon wahrſcheinſich, dag die Syfleme der zwifchenliegenden Wer 
nahezu berfelben Gleichung genügen werben, obgleich das wahre Gefeh ' 
Erſcheinung durch eine von px verfdhiedene Function fx ausgebrädt wi 
Wenn folglich auf ven für die Function ꝙ gewählten analytifchen Ausdruck e 
phyſikaliſche Theorie gebaut werben follte, fo würde die Wahrheit viefer Ther 
noch nicht durch die Uebereinſtimmung zwilchen ver Beobachtung und Rechm 
für die zwifchenliegennen Werthe der Veränderlichen x, y genügend dargeth 

Wenn die Formen der Functionen f und Y mit einander unverträgl 
wären, indem 3. B. die eine Function eine periodiſche und die andere e 
befländig zu= oder abnehmenbe wäre, fo würbe biefes durch die Rechnung fel 
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indem man für die Parameter unendliche, oder imaginäre, ober un⸗ 
* Verthe erhielte. 
2, Man fieht leicht ein, daß es von Nutzen fein kann, auf dieſe 
Bei blos empirifche Aunctionen, welde fi) auf feine andere Art der 
Po wärben unterwerfen laſſen, fondern auch transcendente oder compli- 
he Aunctionen durch andere Functionen von einer einfachern 
oder ſolche, deren Form der Natur der vorzunehmenden analytifchen 
beffer entfprechen, zu erfeben, wie dieſes, um ein ganz elementa⸗ 
* anzuführen, geſchieht, wenn man für einen gewöhnlichen Bruch, 
einen Decimalbrud 0,6666 ſetzt, welder den Werth des gewöhnlichen 
aur naͤherungsweiſe ausprüdt, aber deſſen Ausdruck, obgleich er eigent- 
it, als der des gewöhnlichen Bruches, der Natur unferer 
Iurtihen Grundoperationen beffer entſpricht. 
Ah in diefem Falle fieht man leicht ein, wenn die fubflituirte Function 
’ form hat, welche mit ber Form ber gegebenen Kunction unvertraͤglich iſt, 
man die beiden Functionen einander deſto mehr nähern kann, je mehr 
iprlihe Parameter man einführt, deren Werthe man fchidlich beflimmt; 
andererfeits wird dadurch auch die fubftituirte Function complicirter, fo 
ie Bortheile, welche man durch die Gubftitution erreichen wollte, wieder 
en gehen, je mehr willtührlihe Parameter man einführt. Das Mittel, 
fich die Analyſten zur Befeitigung dieſes Uebelſtandes bedienen, beſteht 
daß fie für die gegebene Function eine Summe analytiſcher Functionen 
erfelben Form fubflituiren, welche fi 19 nur durch die Werte gewifler 
eier unterfcheiven. Statt alfo z. B. für die Function y = fx bie 






j 


y=Ax-, very=Asiu. mx, 
titniren, kann man feben: 
yzA, tA,zx+A,x2 + A,xr? + et. 


yz=zA, sim. x A, sin. 2x + A, sin. 3x etc. 
eſe Togenaunten Reihenausdrücke fönnen als ber gegebenen Kunction 
ich betrachtet werben, wenn der Werth, welchen man erhält, wenn man 
mreichende Anzahl von Gliedern diefer Reihen nimmt, beliebig wenig 
m Werthe der Sunction fx verichieden ift. Hierbei muß man fi bie 
notwendig als ins Unendliche fortlaufend vorftellen ; denn wenn man 
sauen Werth von fx, vermittelft einer endlichen Anzahl von Gliedern 
, * Hätte man nur den analytiſchen Ausdruck von fx entwidelt, aber 
ı einer Reihe in dem eigentlichen Sinne des Wortes. So find 3. B. 
atiſchen Gleichungen: 
(x + bh)? = h? + 3h? x + 3hx2 +t= 
(sin. x)’ — $ sin. x — 5, sin. 3x + „u sin dx, 
igentlichen Reibenentwidefangen, ' fondern bloße ulformangen, 
23. Die einfadhften Reiben find vie, welche nach ben ganzen und 
wu Potenzen der veränderlihen Größe fortichreiten. Mercator und 
hi find auf Reihen von dieſer Form geführt, nämlich der erfle, indem 
gewöhnliche Divifionsregel auf bie gebrochene Function: 


a m bx 
unb die fuccefliven Gliever des Quotienten nach ben abfleigenven 


te 
em von x ordnete, und ber zweite, indem er die Negel für die Auszie⸗ 
er Burzeln auf die irrationale Function: 


Ys+ x + bx, 
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anwandte und die fucceflive erhaltenen Glieder der Wurzel ebenfalls nad 
ſteigenden Potenzen von x ordnete. Bald darauf fanden Newton und Leib 
ähnliche Entwickelungen für die damals bekannten transcendenten Yunctio 
und feit diefer Zeit ıfl die Umformung der Functionen in Reihen eins 
Daupigeipäfte der Analyfi6 geworden. 

tiefe Transformation wird zu zwei verfchievenen Zwecken vorgenom: 
welche ven beiden Seiten entfprechen, von welchem man das ganze Sy 
der mathematifhen Wiffenichaften betrachten fann. Bald will man naı 
gewiffe von den Zahlenwerthen der Größen unabhängige Geſetze und Rei 
nen beweifen und gibt zu dem Zwede ven Zunctionen, die zu dem Be“ 
am meiften geeigneten Reihenformen, wobei es ziemlich gleichgültig ift, 
viele Glieder der Reihe man nehmen muß, um einen hinreichend genahe 
Werth der gegebenen Yunction zu erhalten, und es ift hinreichend, wenn 
einfieht, daß die Reihe in allen Fällen fo weit fortgelebt werben kann, 
die Summe ber unberüdfichtigt gelaffenen Glieder Heiner werden kann, 
jede gegebene Größe. 

In andern Fällen dagegen will man vermittelft der Reihen Zahlenne 
wirklich berechnen, und alsdann ift e8 nothwendig, daß man eine hinreic 
Annäherung erhalten Fann, ohne eine zu große Anzahl von Gliedern der Rei 
rechnen zu müflen, was fehr mühfam und zuweilen ganz unausführbar fein w 

6. 24. Unter convergirenden Reiben verftehbt man folde, = 
ber Beringung genügen, daß die Summe ihrer Glieder um fo mehr g 
einen Pr convergirt, eine je größere Anzahl von Gliedern man nu 
und dieſe Grenze wird die Summe der Reihen genannt. Soll die Tr 
formation einer Function in einer Reihe zuläflig fein, fo muß diefe Reihe 
vergent fein und bie transformirte Function zur genauen Summe haben. 
getehrt, fol eine Reihe von einer unendlichen Anzahl von Gliedern, d 

ejeß gegeben iſt, und worin die Veränderliche x vorfommt, ald eine gei 
Function von x beftimmend, betrachtet werden können; fo ift offenbar erfor 
ih, daß diefe Reihe gegen einen Grenzwerth convergire, oder eine Eu 
habe, diefe Summe mag fi) vermittelt der gebräuchlichen algebraifchen 
transcendenten Zeichen als Function von x ausdrücken laſſen (in welchem ; 
man fagt, die Reihe fei unter endlicher Form ausgedrückt), oder der , 
lenwerth diefer Summe mag fich für jeden Zahlenwertd von x nur nähern 
weife vermittelft der Reihe felbft berechnen laflen, und in viefem Falle & 
bie in einer Reihenform ausgedrückte Function eine neue transcendente Func 
welche ſich nicht auf die bekannten transcenventen Functionen zurüdführen 

Eine Reihe braucht nicht gleich in ihren erften Gliedern converger 
fein, um als eine beftimmte Function, welde die Summe berfelben ıft, 
drückend betrachtet werden zu müffen, und folglich für diefe Function fubfti 
werben zu können; ſondern es genügt, daß fie zuletzt convergent wird, 
weit das Glied, womit die Convergenz anhebt, auch von dem Anfange 
Reihe entfernt fein mag. Aber wenn es fih um numerische Rechnungen 
belt, fo wendet man fat nur Reihen an, welche ſchon in ihren erften Glie 
ſchnell convergiren, wenigftens für die Zahlenwerthe, welche man ben in 
Reihen vorfommenden veränberlihen Größen beilegen will; denn eine Eoı 
genz, welche erſt nach einer beträchtlichen Anzahl von Gliedern oder aud 
den erften Gliedern, aber nur fehr langſam flattfinden würde, wäre für « 
folden Zwed offenbar illuſoriſch. 

Eigentlih müßte man nur die Reihen divergente nennen, für w 
die Summen, welche man erhält, wenn man fucceffive eine immer gri 
Anzahl von Gliedern zuſammen addirt, divergent ſind, ſo daß der Unterſ 
zwiſchen einer Summe und der folgenden, flatt immer kleiner zu werben 
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xt Rull beliebig zu nähern, einen immer größer werdenden Zahlenwerth 
ut. Diefes ift bei ver Reihe: Ä 
1+x+r + x etc. 

dere Zahlenwerthe von x, als die Einheit der Fall. Allein man pflegt 
infachheit wegen jede Reihe, welche nicht convergent ift und Feine Summe 
binergent zu nennen. So fagt man 3. B., daß die vorhergehende 
e iioergent ıfl, wenn man ver Veränderlihen x den Wertb — 1 beilegt, 
7 die auf einander folgenden Summen abwechſelnd die Werthe 
BO haben. 
4.2. Wenn eine Function fx in eine Reihe entwickelt wird, fo wollen 
ven Jahlenwerth der Differenz, welche man erhält, wenn man die Summe 
s erhen Glieder der Reihe von fx abzieht, mit op, x bezeichnen. Wenn 
Reihe connergent ift und fx zur Summe bat, fo convergirt 9, x für 
Garıde Wertbe des Inder n ohne Ende gegen Null, und dieſe Größe 
beliebig Hein gemacht werben, wenn man für n eine hinreichend große Zahl 
B Benn dagegen die Reihe divergent ift, fo nimmt 9, x mit n zu, oder 
ui werigftens für wachſende Werthe von mn nicht ohne Ende ab. Aber es 
och geihehen, und geichieht wirflich häufig, daß cp, x anfangs für einen 
sechenden Werth von n fo weit abnimmt, daß der Werth deiletben unbe- 
“tat bleiben kann und dann für größere Werthe des Inder n wieber 
nat und hierauf immer größer und größer wird. In dieſem Kalle ift alſo 
ehe anfangs convergent und wird zulegt wieder divergent, weßhalb folche 
a von einigen Schriftftelleen audh balbeonvergente Reihen genannt 
». Offenbar iſt die Subflitution einer ſolchen Reihe für die Function, 
$ fie abgeleitet ift, ald Annäberungsmittel jedesmal geftattet, wenn man 
en lann, daß der Reſt p, x für fhicklich gewählte Werthe von n ver- 
figt werben fann und der hieraus entfpringende Fehler auch in ven Re⸗ 
ı der folgenden Rechnungen nur Fehler verurfacdht, welche ihrer Kleinheit 
ebenfalls unberüdfichtigt bleiben können. 
ı den verfchievenen Zweigen der angewandten Mathematik muß man 
wit dieſer Strenge verfahren, wodurch die Anwendbarkeit ver Reihen 
chraͤnkt wird. Selbſt wenn man nur mit Reihen operixt, deren Con- 
erwiefen ift, ift es nicht immer möglich, die Grenzen des Fehlers an- 
‚, welchen man begeht, wenn man die Reihe bei irgend einem liebe 

Diefes find die Unvollfommenheiten in der Auflöfung der Aufgaben, 
ne Geometer wiederholt zu befeitigen geſucht haben, fo weit es möglich 


iſt. 

26. Eine Reihe, deren fämmtlihe Glieder daſſelbe Zeichen haben, 
moergent oder divergent, in welcher Ordnung ihre Glieder auch auf 
folgen mögen, und wenn fie convergent iſt, fo bleibt die Summe 
Grenzwerth, gegen welchen die Summe der Glieder convergirt, auch 
erfelbe. Dagegen kann eine Reihe, deren Glieder ſich wegen der Ent- 
estheit ihrer Zeichen zum Theil gegenfeitig aufheben, je nach der Auf- 
fofge dieſer Glieder convergent veer divergent fein, und wenn fie con- 
bleibt, fo kann fih die Summe mit der Aufeinanderfolge der Glie- 


TR. 
an eine Reihe: 

 y=ytyı, ty» +,ee, 
sl aus pofitiven und zum Theil aus negativen Gliedern befteht und fie 
zgent, wenn alle Glieder mit demfelben Zeichen genommen werben, fo 
ch in ihrer urfprünglichen Geſtalt convergent. Denn wenn ', bie Summe 
iven Glieder der Reihe y von dem Gliede y, an und g, bie Summe 
tiven Glieder bezeichnet, fo bat man: 


+ ee = 
Für die Reihe, 5 , An AR Glieder mit ale Zeigen 3 *8 
dem poſitiven Zeichen enorm far ,baite man: 
„+ Pa — 
und ba dieſe letzte Reihe conyergent F ſo muß die Summe ꝙ. 6 
einen ſchicklichen Werth des Inder n Heiner werden können, als jede gegelipem 
Größe, und folglich um fo mehr die Differenz 9. — 9", woburd bie ikeg 
vergenz der Reihe y dargethan iſt. 
Eine Reihe iſt convergent, wenn ihre Glieder von einem beſtimmten Mauss 
an abwechfelnd pofitiv und negativ find und ber Zahlenwerth verfelben- ai 
Ente gegen Null een Denn e6 fer: 





: # vr — Va +Yy — etc. . 
bie Senne Bee fo ann man — folgenbermaßen ſchreiben: =. 
— (Yntı — Jan) — (ar — Ya) — tee, era 


fo daß ale ywifden den Klammern ſtehenden Binome pofitio find. Es iſt — 
Dr Ya, uud da y, beliebig Hein werben kann, fo gilt dasjelbe wmr.-— 
mehr von Q,. 

Wenn alle Glieder der Reihe y von einem gewiffen Range an dafi 
Zeichen haben, fo ift dieſe Reihe couvergent, oder bivergent, je nachdem Mizme 


Verhaͤltniß —— für zunehmende Werthe von n gegen eine Grenze pe 


girt, welde größer oder Feiner, als die Einheit iſt. 
Denn es bezeichne a eine zwifchen ber Einheit und der in Rebe 
Ne liegende Zahl, fo hat man für = < 1 und für einen ſchicklichen 









* < Ay Yan < Y. MIVAF3 C a Yapı «+: a 
and um fo mehr: — 
V.A,. C at y,, yY.3 Z Q°’ Yır .... 


Es iſt folglich: 
9% C J. (II PAöPor ar p. ...) 
oder: 
Ya , 
9% < 1_a’ ⸗ 


und folglich A— ge m mit ya zngfeich ohne Ende gegen Null. 


für a > 1 pätte 
Pa nn + a a +a° + ....) , 
und da der zweite Ze Diefer Ungfercpeit offenbar größer werben faun, 
jede gegebene Größe, fo gilt daſſelbe auch von @.. 
benfo würde bewiefen, daß die Reihe y, deren fämmtlichen Glieder 
einem gewifien Range an baffelbe Zeichen haben, convergent, ober 
iR, je nachdem die Wurzelgröße: 
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gegen eine größere over Fleinere Srme als die Einheit convergirt für 
mende Werthe des Inder n, wo v. den Zahlenwerth des Gliebes vom 
n bezeichnet. *) 
$. 27. Die Theorie der Reihen bildet einen nicht weniger 
Zweig der allgemeinen Arithmetik oder Algebra wie bie Theorie der 
en, welche man in ben ſpeciell darüber handelnden Werken ſtudiren 
ir betrachten fie hier nur in ihren Berührungspunften mit ber Vemie 
Functionen und ſchließen mit den folgenden Bemerkungen. | 


©) Mehr Hieräber findet man in Cauchy's algebraifger Analyſis Kay. 6. * 


V 
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Es wie man im Berlaufe einer algebraifchen Rechnung oft mit imaginären 
m genit, um kürzer zu ben zwifchen reellen Größen flatt findenden 
u gelangen, nachdem ſich die Zeichen der Jmaginarität gegenfeitig 
a faben ben, ebenfo haben ſich die Analyften lange Zeit hindurch nicht 
3 ** divergirenden Reihen zu operiren, um zuletzt zu convergirenben 
a oder zu Relationen zwiſchen Größen unter enblicher Form zu gelangen 
man bat ſpäter eingejehen, daß dieſes Verfahren, welches ſich blos ip: 
Aulogie und auf einen unbeflimmten Begriff der Allgemeinheit der Algebra 
1, zu Jrerthümern führen Tann, fo daß es jegt nicht mehr als fireng 
# wird. 


1 & je zun F (x, a) eine Function der Beränverlihen x und eines 
| Parameters x, welche vermittelft einer Reihe ausgebrüdt wird, 
| ılgneines Glied B. (x, a) if, und welde wir mit 2 P,(x, a) 

jiheen wollen, wo 3 eine Summe von unendlich vielen Gliedern bezeichnet. 

| wein annehmen, daß dieſe Reihe nur für gewiſſe beſondere Werthe des 

a. aufhört convergent zu fein, z. B. für & = 0, fo erhalten 

. * wir in der Gleichung: 

F(ex,e)=3.7,(x, a), 

BR 0 feßen, die umgenaue Gleichung: 

3 fx) = R EBH, (x), 

he feinen befiimmten Sinn hat, weil nad der Vorausſetzung 2 + P, (x) 

‚Noergente Reihe ift. Es kann jedoch gefchehen, dag man, wenn man 
— Rechnungsoperationen für die Function F (x, a) ihre Rei⸗ 

(z, a) feßt, zu Refultaten gelangt, welche von dem 

e bed Grauens a mebhängig fi find, und zu convergenten Reihen, 

sa verichwunden iſt. Es iſt Har, daß alsdann bie unmittelbare und 

kiiche Anwendung der bivergirenden Reihe Z + F, (x) ftatt der Func⸗ 

I(x) im Laufe verfelben Operationen zu genauen Refultaten führt. 



















Drittes Kapitel. 
Zheorie der abgeleiteten Functionen und der Nnterbrechungen 
ie Etetigleit der verfchiedenen Ordnungen. — Grundbegriffe über die 
Theorie der Fluxionen. 





528. Wenn zwei Aunctionen: 
1 fx,, Y=Fx 
ben find, fo kann man eine dritte Function u betrachten, welche anf irgend 
w Beife von den ah a und Y fo abhängt, daß 








 D= 9 (fx, Fx) 

($. 10), unb wir wollen Gegbefonbere den et unterfuchen, wo: 
(y, D= * 

g: 

__. fx 

— Fx 
bs ſogleich die allgemeinfte Vorausſetzung zu machen, kann man anneh- 
em, Nah Die ober empiriichen Sunctionen f f, F die Ordinaten 


_B_ 


zweier wirklich gezeichneten Curven ausbrüden, vermittelfl welcher man 
Eurve befchreiben fol, deren Orbinate e if. Es fein MN, PQ, i 
(Fig. 10) die Euren deren refp. Orbinaten y, Y und u find. Die Opera 
würde feine Schwierigkeiten haben, fo lange die verfelben Abiciffe x entf 
enden Orbinaten y, Y enblihe, pofitive oder negative und von Rull ı 
ſchiedene Werthe haben. 

Wenn die Ordinate y Null würde, während Y einen endlichen Wi 
behielte, fo würde die Ordinate u auch verfchwinden. Folglich ſchneiden 
Euren MN‘, RS die Are der Abfciffen in demfelben Punkte A. 

Wenn die Ordinate Y verfehwände, ohne daß y Null würde, fo wid 
die Function u eine Unterbrechung der Stetigfeit erfahren, indem fie durch 
Unendlihe ginge. Durch ven Punft B, wo die Curve PQ die Are der ! 
feiffen fchneivet, wollen wir zu den Orbinaten eine gerade Linie G K yanı 
ziehen, fo ift dieſelbe eine gemeinſchaftliche Afymptote der beiden Zw 
RS, R!S! der Curve, deren Ordinate u iſt. 

Wir wollen nun annehmen, daß die beiden Aunctionen fx, Fx zu 
der Zeit verfchwinvden, over daß bie beiven Euren M N, PQ@ (Fig. 11) 
Are der Abſciſſen in demſelben Punkte A fchneiven; fo erfcheint ver Aush 


von u unter ber Form rn welche in der Algebra das Symbol der Un 


flimmtheit ft, und man kann die der Abſciſſe O A entfprechenne Ordi 
AK ver Curve RS nicht direct berechnen, obgleich die Curve RS die durch 
—* A zu den Ordinaten parallel gezogene gerade Linie A K L nothwei 
chneidet, wofern fie diefe gerade Linie nicht zur Afymptote Hat, welchen 
fonderen Fall wir Hier zunächft bei Seite feen fünnen. Die Orbinate 4 
bat folglich einen beftimmten Werth, und wenn man auf der Abfeiffenare 
dem Punfte A immer näher fommenden Punkte a‘, a nimmt, fo kann 
auf der Curve RS Punkte K’, KU beſtimmen, welde fih dem Punkt 
immer mehr nähern und deren Ordinaten a’ K‘, a’! K' immer weniger von . 
verfhhieden find. Man fiebt alfo nicht blos, daß es einen beftimmten W 
von A K gibt, fondern, daß man benfelben auch mit einer beliebigen Annı 
rung beflimmen fann. 

In der Prarid würde diefe Annäherung wegen der Unvollfommenheit 
graphifchen Berfahrungsarten beichränft fein, wenn die Yunctionen f, F 
durch die Zeichnung der Curven MN, P Q gegeben wären, und um fo ı 
wenn fie nur durch Tafeln gegeben wären, worin nur eine begrenzte An 
von Werthen der unabhängigen Veränverlichen und ihrer Functionen vorkomm 
Allein bei mathematifchen Functionen fieht man die Möglichkeit leicht ein, 
Grenze, gegen welche das Verhältniß = 
Glieder deſſelben ohne Ende gegen Null convergiren, a priori zu 
Wir werben in der Folge allgemeine Methoden zur Beſti 





eonvergirt, wenn bie bei 


mmung diefer Gri 
mittheilen, aber für den Augenblid genügt es, ihre Exiſtenz nicht bios 
mathematische, fondern für beliebige fletige Functionen nachgewiefen zu Yal 
Diefe Grenze könnte fowohl Null, als jeden anderen pofitiven, ober 
gativen Zahlenwerth haben, oder mit andern Worten: es iſt nicht unmdgg 
daß die Curve R S die Are der Abfciffen genau im Punkte A fchneivet, wei 
der gemeinfchaftlihe Durdfchnittspunft viefer Are mit den beiden Eurven E 
PQ if. Auch haben wir fchon bemerkt, daß in einem beſonderen Falle 
erade Linie AK L eine Aſymptote ver Curve RS fein fönnte, m we 
Kalle die fraglihe Grenze das pofitive oder negative Unendliche zum W 
hat, woburd Feine De’hränfung bes Gefagten enifiehen kann; dene 
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ber Mathematit Null und das Unendliche als zwei beiondere 
betrachten, welche, eben ſowohl wie jeder andere Werth, den veränber- 
gen und folglich auch ven Grenzen, gegen welche dieſe Größen con- 
‚eigelegt werden können. 
Betradhten wir num insbeſondere den Fall, wo: 
x 


Y-Fı .x,uo= 





z | 
‚ und nehmen an, daß die Curve y = fx durch den Anfangspunft 
naten gebt, fo daß man zu gleicher Zeit x = 0, fx = 0 hat. 
N (ig. 12) diefe Curve, und wir wollen in dem Punkte O vie 
» T an diefelbe ziehen; fo ift die trigonometrifche Tangente des 
yelchen die gerade Linie O T- mit der Halbare O X bilvet, genau 
‚ deren Eriftenz wir vorhin nachgewiefen haben und gegen welche 


, x . ‚ . 
aiß — convergirt, wenn x und fx immer kleiner werdende Zah⸗ 


nnehmen. Denn die Tangente einer beliebigen Curve iſt die gerade 
welcdyer fi die Curve in der unmittelbaren Nähe des Berührungs- 
iger entfernt, als von jeder andern durch denſelben Punkt gezoge- 
ı Linie; d. h. die Tangente iſt diejenige gerade Linie, welder 5 
den Berührungspunkt gezogene Secante bei ihrer Drehung um dieſen 
Ende naͤhert, wobei ſich der zweite Durchſchnittspunkt der Secante 
rve dem erſten ohne Ende nähert, weil man, wie nahe der Punkt 
ft O auch fein mag, doch immer einen zwiſchen m und O liegenden 
ıgeben kann, deflen Entfernung von der dur den Punkt O gehen- 
e O m größer ift, als feine Entfernung von den Secanten, welche 
Dunft O und durch zwifchen m und liegende Punkte gehen. Die 
u Definition ausgefprochene Eigenfchaft kommt alfo feiner ver Se- 
bern ausſchließlich der geraden Linie zu, welcher ſich dieſe Secanten 
nähern, wenn fich bie Sanfte m und O einander ohne Ende nähern. 
R aber in einem Syſteme rechtwinkliger Coordinaten: 
y fx mp 


netrifche Tangente des Winfels, welchen die durch den Punkt, deſſen 
p=x ift, gezogene Secante O m mit der Abfeiffenare bildet. 
if die trigonometrifhe Tangente des Winkels TOX, 
ie geometrifhe Tangente OT mit der Abfciffenare hil- 


Srenze des Berhältniffes = . 


en wir num an, daß die Curve MN (Fig. 13), deren Gleichung 
= fx iſt, in der Ebene der Coorbinaten eine beliebige Lage hat, 
eu m, m, zwei Punkte diefer Curve, deren refp. Abfeiflen Op=x, 
Meng fo ıft nach dem Vorhergehenden die Grenze, gegen welde 


fx, — fx 

x, — X 
t, wenn die beiden Glieder deffelben gleichzeitig gegen Null convergi- 
Berth der trigonometrifchen Tangente des Winfeld m T X, welden 
gate m T im Punfte m der Curve mit der Abfciffenare auf der Seite 
Den x bildet. Diefe Grenze ändert fih im Allgemeinen von 
wfte der Curve AIN zum andern, d. h. fie ift eine Function von x, 
Mix fo abhängt, daß letztere vie erfte ebenfo beſtimmt, wie der Zug 
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einer Curve die Richtung ver Tangente in jevem Punkte berfelben beit 
Da dieſe Art der Abhängigkeit over Ableitung ohne Vergleich wichtiger iſt, 
jede andere, fo nennt Lagrange bie fraglihe Function bie Ableitung 
fx und bezeichnet fie durch: 

y’ oder x, 
woburd die Abhängigkeit der Function z’ von y oder f!x von fx angeben 
werden foll. 

Wir wollen uns die Curve M! N‘ (Kig. 14), deren Gleichung y — 
ift, gezeichnet denken; fo iſt die trigonometrifche Tangente des Winfeld, mm 
chen die geometrifche Tangente in einem Punkte diefer Eurve mit ver Are J 
x bildet, eine andere Function von x, welche ebenfo aus f! x abgeleitet wi 
wie f!x von fx abgeleitet il. Man nennt daher diefe Function die Ab 
tung der zweiten Ordnung oder bie zweite Ableitung von fx 
bezeichnet fie nach der Analogie durch: 

u, füx, 

Ebenſo werben die Ableitungen der dritten, vierten, .... a!" 
gebilbet, deren Relationen zu der urfprünglihen Junction y— fx und 
allen frühern Ableitungen fehr einfach durch vie Bezeichnungen: 

} Aa un a ymı; 
oder fx, fir x, ........ füx. 
ausgebrüdt werben. 

$. 30. Wenn die Ableitung f! x pofitiv it, oder wenn bie Tangente d 
Curve y = fx mit der Are der Abfeiffen x auf ter Seite der pofitivem. 
einen fpiten Winfel bildet, fo nimmt vie urfprünglice Function y offenbar v 
x zu, wogegen die Aunction y für wachfende Werthe von x abnimmt, wei 
biete Werihe von x die Ableitung f! x negativ machen. Wir können dieß 
auch einfacher dadurch ausprüden, daß wir fagen: die Beränderungen % 
Function y haben daflelbe oder das entgegengefegte Zeichen der Veränd | 
der mnabhängig veränderlihen Größe x, je nachdem die Ableitung ſ — 
oder negativ iſt, und alsdann betrachten wir die Zunahme als eine poſit 
und die Abnahme als eine negative Veränderung. Statt der Ausprüde, 31 
nahme und Abnahme, over überhaupt Beränderung, bevimen fih 1 
Analyften auch wohl der Ausprüde Increment und Decrement, oder au 
wohl des Ausvrudes Differenz, wo leßtere pofitiv oder negativ fein kann 

Wenn die Ableitung fx verfchwindet, indem fie vom Pofitiven zum W 

ativen übergeht, fo geht die urfprünglihe Function fx durch ein Maximu 
$. 6), wogegen diere urfprängliche Function durh ein Minimum gef 
wenn die Ableitung Null wird, indem fie vom Negativen zum Pofttiven übe 
eht. Hieraus fieht man fchon, wie die Beflimmung der Werthe der und 
ingig veränderlichen Größe, für welche eine Function durch ein Maximu 
oder Minimum gebt, auf die Beftimmung der Werthe hinausläuft, weldhe if 
Ableitung verfhwinden machen, von welder wichtigen Unterſuchung fpäter um 
fländlih die Rede fein wird. Wenn die abgeleitete Zunction, oder die Able 
tung ſchlechthin, das Zeichen verändern könnte, indem fie nicht mehr dur 
Null, jondern durch das Unendlihe ginge, fo erbielte man die merkwürdige 
Marima und Minima, wovon in dem angeführten Paragraph ebenfalls dı 
Rede geweien ift. | 

Das Zeichen der Ableitung f! x Ichrt uns nicht blos, ob die urfprünglid 
Function fx mit wachfenden Werthen von x zu- oder abnimmt, fondern bi 
abſolute Werth diefer Ableitung f! x iſt auch das Maß der Schnelligkei 
der Zu- oder Abnahme der urfprüngliden Function fx. Obglei 
der Ausdrud Schnelligkeit in feiner eigentlichen Bedeutung nur auf Bew 
gungsericheinungen anwenbbar if, fo wird doch jeder leicht die diefem Ausarud 
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igelegte ansgebehntere Bedeutung begreifen. Denn wenn man 5. D. 
bie Temperatur der Atmofphäre ändere ſich an der Erboberflähe ſchnel⸗ 
s in hohen Regionen, fo würbe jeder den Sinn dieſes Ausprudes veut- 
ſehen, obgleich in dem auszudrückenden Begriffe oder Sinne, weder die 
er Bewegung, noch die der Zeit vorkommt. Uebrigens läßt ſich ver 
‚ welhen man fi von der Schnelligfeit einer Beränderung ber 
a macht, auch mathematifch beflimmen over definiren. Wenn zunächft 
atung Px eine conftante Größe wäre, was offenbar vorausfeht, daß 
Iineare Function von der Form ax + b ift; fo würde fih fx gleid- 
mt x ändern, fo daß gleihen Veränderungen von x auch gleiche Ber- 
jen von fx entſprächen, welche daſſelbe oder das entgegengefeßte Zei⸗ 
Beränderungen von x hätten, je nachdem a pofitiv oder negativ wäre. 
m Falle iſt die Ableitung f! x nichts anders, als vie Eonflante a, oder 
trigonometrifche Tangente des Winkels, welchen die gerabe Linie 
x + b mit der Are der pofitiven x bildet, und ba die gleihen Ver⸗ 
en von fx der Zahl a proportional find; fo iſt dieſe Zahl offenbar 
B der Schnelligkeit, mit welcher fich die Function fx in Vergleich 
jleichförmigen Beränderung der unabhängig veränverlihen Größe x 
Wenn y = fx feine lineare Function iſt, oder nicht die Ordinate 
aden Linie mehr ausdrückt, fo entiprechen gleichen Veränderungen von 
gleichen Beränberungen von y mehr. Geſetzt nun, man nähme auf 
e MN ($ig. 15), deren Gleihung y — fx tft, einander fehr nahe 
unfte m, m,, m,, m,; .... und ſubſtituirte einftweilen für die 
N das Polygon mm, m, m, ...., fo ändert fich die Ordinate auf 
diedenen Seiten dieſes Polygones mit verſchiedenen Schnelligkeiten, 
den Vorhergehenden muß man in einem Punkte m für bie Schnel- 
r Beränderung die trigonometrifche Tangente des Winfeld m, mx 
welchen die Secante m, m, auf der Seite der pofitiven Abſciſſen mit 
fenare ober mit einer Parallele zu verfelben bildet. Nun ift aber bie 
N die Grenze, welcher ſich die Polygonallinie ohne Ende nähert, 
die .... m, in, I, Mm, 5... . einander ohne Ende naͤ⸗ 
olglich ift die Ableitung fl x —= tang. Tmx, als die Grenze, wel- 
tang. m, mx ohne Ende nähert, das Maß ver Schnelligkeit der 
ang der der Abfeifje x entfprechenden Ordinate fx; aber immer in 
zu der Schnelligfeit, mit welcher ſich die unabhängige Beränderlihe x 
ig ändert. 
wollen. der Einfachheit wegen den willführlihen Anfangspunkt der 
fo wählen, daß y in dem ganzen betrachteten Theile der Curve 
pofitiv bleibt. Diefe Curve M N kehrt der Abfeiffenare ihre Con⸗ 
fig. 16), oder ihrer Concavität (Fig. 17) zu, je nachdem die abge- 
unction x zu= ober. abnimmt, ober je nachdem fx pofitiv ober 
ſt, und es findet eine Umkehrung in dem Sinne ver Krümmung oder 
'Terion der Eurve ftatt (Fig. 18), wenn f!! x das Zeichen verändert, 
m Halle die erfte Ableitung F x im Allgemeinen durh ein Marimum 
nimum geht. Der Winkel, welhen die Tangente m T (Fig. 18) 
Seite der pofitiven x mit der Abfciffenare bildet, nimmt alſo, nachdem 
4 518 zu dem Punkte ın, worin die Curve M N eine Juflexion erfährt, 
nen bat, von m bis N ab, 
31. Wenn die abgeleitete Function f! x gegeben wird, fo ift dadurch 
> urfprüngliche Function fx nicht ebenfo vollftändig beflimmt, wie bie 
feitung und folglich die Ableitungen aller Ordnungen, wenn bie ur- 
re Zunction fx gegeben if. In der That, wenn man fidh vorftellt, 
CTurve MN (dig. 19), deren Sleihung y = fx iſt, ſucceſſive in 
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bie Sagen M, N, M, N, etc. gebracht wird, fo daß alle Ordinaten ber Gumy 
MN um eine conflante fange vergrößert werden; fo find die TZangenten mm 
m, T,, m, T,, etc. alle zu einander parallel, und folglich if die Ableitee 
y’ = fix allen Curven gemeinfhaftlih, deren Sleihdung ‚= fx+ CH 
wo C irgend eine Conftante bezeichnet, welche man vefhalb eine willfäß: 
liche Eonftante nennt. Es fei alfo y eine unbekannte Function vom. 
welche eine befannte Function y — f! x zur erften Ableitung haben muß, al 
fx fei eine Function, welche f! x zur Ableitung hat, fo muß man 
fx +C 
feßen, und die willführlihe Conſtante C durch eine andere Bedingung, 
durch die Bebingung, daß die Curve MN durch einen gegebenen 
(X.r Ju) geht, oder daß die Function y für einen mit x, bezeichneten 
von x einen beftimmten Werth y, bat, beflimmen. Nach dieſer Bebingak 
bat man: 
. Yy.=fxz +€ : 
und folglich die Gleichung: r 
— ,=fxr— fx, 4 
woraus die willführlihe Conflante C eliminirt ift, und worin nur befangs 
Größen vorkommen. 
$. 32. Die Ableitungen einer periodifhen Function find ſaͤmmtlich wiehe 
jodifche Functionen. Die Ableitungen von ungerader Orbnung einer gerabel 
 unction find fämmtlich ungerade Functionen, während die Ableitungen vd 
gerader Ordnung alle gerade Kunctionen find, und für bie ungeraden —— 
hen Functionen findet das Umgekehrte ſtatt. Die Wahrheit dieſer verfchie 
denen Säße erhellet unmittelbar aus der bloßen Betrachtung der den Yun 
nen entiprechenden Curven und dieſe Saͤtze find auf beliebige mathematik 
oder empirifhe Functionen anwendbar. ) 
6. 33. So wie wir den Mebergang von ver urfprünglichen Function : 
ihrer Ableitung geometrifch definirt haben, ebenfo fünnen wir die geom 
Bedeutung der Operation angeben, vermöge welcher man von der abgelet 
Function zu der entiprechenden urfprünglichen Function übergeht. Denn e6 fi 
MIN’ (äig. 20) die Curve, deren Gleichung: 
yz=flx 
j ‚ und wir wollen bie trapezoidiſche Fläche zu beſtimmen fuchen, welche zwi 
hen der Abfeiffenare, der Curve M! N! und zwei Orbinaten m, po, mp 
wovon die eine der beftimmten Abfciffe O p, — x, und die andere ber vei 
änderlichen Abfciffe O p = x entfpriht. Diefe Fläche ift eine Function de 
Beränderlihen x, welche wir vorläufig mit ꝙ x bezeichnen wollen. Wenn : 
währt und den Wert Op, — x, annimmt, fo nimmt die Flähe um be 
frummlinige Trapez m pp, m, zu, und man hat: 
PIL—TPx Fäche mpp, m, 
x — x PP; 
fo daß die Ableitung der Function ꝙ die Grenze ift, gegen welche das Ber 
haͤltniß des Frummlinigen Trapezed m p p, m, zu feiner Seite p p, convergird 
wenn pp, ohne Ende gegen Null convergirt. Aber die Fläche dieſes —— 
liegt zwiſchen der Flache des Rechteckes m pp, n, und ber des Rechtecke 
pum, p,, und das Verhältnig der Flächen diefer beiven Rechtecke, nämlich 


mp 

m, Pı 
eonvergirt ohne Ende gegen die Einheit, wenn pp, ohne Ende gegen Ruf 
convergirt. Folglich convergirt auch das Verhältnig der Fläche eines dieſe 
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ide zu der des zwiſchen liegenden Trapezes ohne Ende gegen die Einheit 
in fann feßen: 
Grenze Tläche mppm _ mPXPB _ N n— fix 
PP PP, 
Die vorläufig mit px bezeichnete Kunction bat alfo x zur Ableitung 
MR folglich eine der urſprünglichen Aunctionen von fx, welde in ver 
fx + C enthalten find, wo C eine willtührliche Conſtante bezeichnet, 
ba fe für x = x, verfchwinden muß, weil die Flächen von der feften 
mie m, p, ausgemeflen werben; fo folgt, daß diefe Function vollftäudig 
and gleih 1x — fx, if. Aus diefem Grunde bezeichnet man jede 
ion, durch welche eine Function beftimmt wird, die eine gegebene Func- 
gar Ableitung hat und für einen befondern Werth der veränderlichen Größe, 
fe abhängt, einen beftimmten Zahlenwerth annimmt, mit dem Namen 
zadratur. 
Benn man das Intervall p, p (Fig. 21) in n gleihe Theile theift und 
ie deihmweit von einander abftehenden Drbinaten m, p,, m,, pu, etc. zieht, 
Pit man, wenn w, w, .... die Flächen der Rechtecke p, pw, r,, 





Rum”’r,, ..... und e daß conftante Intervall p, p, = PoP bezeichnet : 
n 


m,p, = 2, m,Pu — 2, etc. 
€ € 
ö— — —— TEE, 


ch das arithmetiſche Mittel aus den Ordinaten m, p!, m, pw, etc. iſt gleich 
wExrmme der Flächen m, w,, etc. dividirt durch die Linie p,p=x—x,. 
Ber wenn die Zahl n immer größer und größer wird, fo nimmt das Intervall 
a amgefehrten Berhältniffe ab, damit das Product n e conftant bleibt, und 
kEamme der Flächen w, w,, etc. convergirt ohne Ende gegen eine Grenze, 
Bhe die trapezoivifche Fläche m, p, pin iſt. Folglich drüdt das Verhältniß 
Wer Fläche zu dem Intervalle p, p, ober vielmehr das Verhaͤltniß: 
ix — fx, 
x — X, 


u Mittel aus allen den unendlich vielen Werthen aus, welche vie abgeleitete 
mehion für die zwiſchen x, und x liegenden ebenfalls unendlich vielen Werthe 
x mabhängigen Beränderlichen annimmt. 

Der Allgemeinheit diefer Regel und aller fih an die Theorie der Dun- 
sten anschließenden Regeln wegen muß man die Flächen y ss’ q’, weldr 
» negativen Drbinaten begrenzt werden, ald negativ betrachten. 

6. 34. Aus dem Vorhergehenden erhellet leicht, daß wenn eine Function 
durch vie Bedingung gegeben wäre, eine befannte Function: 


y_femx, (a,) 
Ableitung der n!" Ordnung zu haben, zur vollſtändigen Beſtimmung dieſer 
action y unmittelbar over mittelbar die Werthe: 
Yor Vor Mur - y.r » 


Ihe die Functionen: 
Jı v, vu, 0 .. yon 


: einen beftimmien Werth x, von x außerdem noch gegeben fein müßten. 

ran es fei Mi") Nio) (Fig. 22) die durch die Gleichung (a„) gegebene 

nve, fo beflimmt ver Zug diefer Curve die trapezorbifche Fläche m, p, pm 
Cournot, Theorie der Functionen sc. 3 
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als Function der veränverlihen Abfeiffe Op = x, und folglich die Cagg 

deren Gleichung folgende ift: E 
yadzfetx, (a..,) 

wofern fi-2 x, oder der Werth von yr-1) für x — x, gegeben iſt. 

die Curve (a,_,) gezeichnet wird, fo beflimmt fie aus demſelben Grunde 

Curve, deren Gleichung 









y{n-2) = f(e -2) x 

ift, wofern die Ordinate fla-2' x, gegeben iſt u. f. f. 

$. 35. In dem Vorhergehenden ift ſtillſchweigend vorausgefegt, daß 
Ordinate fx zwifchen den Grenzen der Quadratur nicht unendlich wird; 
es könnte doch gefchehen, daß die vorhergehenden Schlüffe und Eon 
auch felbft dann noch anwenbbar wären, wenn die abgeleitete Function 
zwifchen den Grenzen der Duadratur einen unendlichen Werth annähme. 2 
eg fei: " x 

l yz=lx + 

bie Gleichung einer Curve MR N (Fig. 23), welche in R einen Rückkehr 
bat ($. 6), fo ift die Ordinate PR eine gemeinfchaftliche Tangente der bei 
Gurvenzweige MR, RN und die Curve MIN’, deren Ordinate fx iſt, 4 
die durch den Punkt P/, deſſen Abjeiffe OP = OP if, zn OY' gem 
Parallele P/ R! zur Afymptote. In diefem Kalle folgt aus der Definitiom. 
Curve M’ N!, daß die zwifchen einer feflen Drvinate m’, p’,, der Aſym 
P!R!, der Are der x und der Curve MM’ N‘ Tiegende Fläche einen endli 
Zahlenwerth bat, welcher der Differenz der Orbinaten PR, p, m, glei 
oder mit andern Worten, e8 comvergirt in einem ſolchen Falle die trapezoidi 
Fläche m’, p/, pm’! gegen den endlihen Wertb PR — m’, p'yr 
fi der Punkt p! dem Punkte P‘ immer mehr und mehr nähert, und ale 
hindert nichts, die Ordinate der Curve M RN dieſſeits und jenſeits ber X 
dinate PB, als durch eine Duadratur beftimmt anzufehen. Diefelbe Den 
fung ift auch auf die Curve MR N (Fig. 24) anwendbar, welche im ve 
* der Ordinate P R berührt wird und in dieſem Punkte eine Sufle 
erfährt. y ö 
Wenn dagegen die einerfeitd von der Drbinate m’, p', (Fig. 23) 
anbererfeit8 von der Aſymptote PR’ begrenzte Fläche unendlich wäre, ei 
wenn die trapezoidifche Fläche m’, p’, p’ ın‘ gegen das Unendliche convergit 
wenn fich der Sunft p’! dem Bunfte P ohne Ende nähert; fo wäre bie 
nate PR auch eine Afymptote der Curve M, welche eine Unterbrechun 
Gtetigfeit erfahren würde, und man fönnte nicht mehr durch vie Fo 
derfelben Duadratur von dem Zweige M zu dem Zweige N übergeben.  ı 

Aus diefen Bemerkungen folgt, daß, wenn eine Junction eine Unterbi 
hung der Stetigfeit erfährt, indem fie durch das Unendliche geht, fo erfahk 
ihre Ableitungen von allen Ordnungen diefelbe Unterbrehung der Stetigfl 
allein das Umgekehrte findet nicht ftatt, weil eine abgeleitete Sunction unendl 
werben kann, ohne daß die ihr entſprechende urfprüngliche Function für denf 
ben Werth der unabhängigen Beränderlihen unendlich wird. 

$. 36. Wenn irgend eine Junction vs — [x dur die Orbinate 4 
Curve MRN (Fig. 25) »dargeftellt wird, fo kann dieſe Curve ftetig fei 
d. h. die Ordinate derfelben endlich bleiben, ohne plötzlich von einem endlich 
Werthe zu einem andern überzugehen, und im Punkte R ein fogenanntes Sy 
(einen Knick) haben, d. h. die Neigung der Tangente ändert fih in viefl 
Punkte plöglih, fo daß die Tangente mit einem Male aus der Richtung TR 
in die Richtung S R S’ übergeht, und dann ihre Richtung von R bie N wid 
fletig ändert, wie zuvor von M bIER. Wir werden in einem ſolchen Ya 
fagen, daß die Curve MR N in R einen vorfpringenden Puntt- 
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ie Curve, deren Ordinate y’ _— f! x iſt, bietet alddann eine Zerreißung 
ie md biefe abgeleitete Function jelbft erfährt eine Unterbrechung der Stetig- 
Hi, welche davon herrührt, daß fie für den Werth von x, welder bie bfcifle 
u vorfpringenden Punktes der Curve 5 — fx iſt, plößlich von einem end- 
She: zu einem anderen endlichen Werthe übergeht. Die Ableitungen 
dr böhern Dronungen erfahren im Allgemeinen für venfelben Werth von x 
kane Unterbrechung der Stetigfeit, welche in dem plüßlichen Uebergange von 
men endlichen Werthe zu einem andern befteht. 
3a dieſem Falle, fo wie in dem Falle, wo f! x unendlich wird, indem fx 
bleibt, wollen wir fagen, daß die Ableitung fx und alle folgenden 
taugen eine Unterbrechung ver Stetigfeit von der erften Ordnung er- 
ea und daß die urjprüngliche Function fx eine Unterbrechung der Stetigfeit 
der zweiten Ordnung erfährt. 
Die Function f!x fönnte felbft nur. eine Unterbrechung der Gtetigfeit 
Her Ordnung erfahren, indem bie der zweiten Ableitung f!! x und der fol- 
m Ableitungen von der erften Ordnung ifl, und alsdann werben wir fagen, 
Wa die urfprüngliche Kunction fx eine Stetigkeitsunterbrehung der dritten 
Vrdrung erfahrt. Allgemein, man fagt, daß eine Sunction eine Stetigkeits⸗ 
— chung der un Ord nung erfährt, wenn ihre Ableitung von der (n — 1)ten 
eraung, und folglich die Ableitungen der höhern Ordnungen eine Stetigfeite- 
erbrechung von der eriten Ordnung erfahren, welche davon berrührt, daß 
Mate Functionen durch das Unendliche, oder plöglich von einem endlichen Werthe 
A einem anderen endlichen Werthe übergehen. 
$. 37. Die Unterfcheivung der Stetigfeitsunterbrehungen der verfchiede- 
Ordnungen, wie wir fie eben angegeben haben, ijt in der Theorie ber 
tionen von der höchiten Wichtigkeit, man mag fie auf die Algebra, auf die 
maetrie, oder auf Aufgaben der mathematischen Phyfif anwenden. Bis auf 
DE gegenwärtige Zeit verflanden die Analyften unter discontinuirlichen 
Musctionen folhe, welche in ven verfchiedenen Theilen ihres Verlaufes durch 
eihiedene algebraifche Kormeln ausgedrückt werden. In der That wird |päter 
bewieien werben, daß jede Function y, welche der algebraifchen Function fx 
Mir Heinere Werthe von x, ald x, und ver ebenfalls algebraifhen Function 
4x für größere Werthe von x, ald x, gleich ift, für die Abfcife x — x, 
ww Etetigfeitsunterbrechung von einer beitimmten Ordnung erführt, oder daß 
Se Functionen, wofern fie nicht identiſch find, ver ins Unendliche fortlaufen- 
A Reihe von Gleichungen: 
J fx, ff, x, fs, =f, %0 
aut genügen können, ſo daß, wenn: 
x—x, 
At letzte der Gleichungen dieſer Reihe iſt, welcher man genügen kann, die 
ctiony für die Abſciſſe x, eine Stetigkeitsunterbrechung von der Ordnung 
+ 2 erfäht. 

Tiefer Sag würde nicht mehr ftattfinden, wenn die Functionen fx, f, x 
ke entwickelten oder unentwidelten algebraifchen Zunctionen wären, und wir. 
werben in der That an Beifpielen fehen, dag eine Aunction in verſchiedenen 
eilen ihres Laufes transcenvente Ausdrücke vom wejentlich verjchiedenen For- 
wen befonımen Tann, ohne dag bei dem Uebergange von der einen Form zu der 

wderen eine Unterbrechung der Stetigfeit von irgend einer Ordnung ftattfindet. 

ah werden wir fehen, daß verfelbe transcenvdente Ausdruck für Werthe von 

x<x, einer gewiflen algebraifchen Function fx und für Werthe von x > x 

emer anderen, von der erften verichiedenen algebraiſchen Function f, x gleich 

werdes kaun. So faun 3. DB. eine convergente Reihe, welche ein transcen- 

Deuter Ausdruck ift, —* verſchiedene algebraiſche Functionen fx und f, x 
3% 




















x, =! x,, etc. 
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zur Summe haben. Aber in allen Fallen find die wefentlihen Merkmale d 
Unterbredung der Stetigfeit die, welche wir im vorbergehenten 6. angegeb 
haben, gleichviel, ob fih die Function mathematij unter algebraiſcher ob 
transcendenter Form in ihrer Xotalität, oder nur in einem Theile ihres Lauf 
ausbrüden laßt, oder nicht. 

6. 38. In $. 4 haben wir bereitd bemerft, daß die Functionen, well 
meßbare phyſiſche Größen ausdrücken, nicht unendlich werden können; aber d 
darunter welche vorfommen, die Unterbrechungen der Stetigfeit darbieten, inde 
fie von einem endlichen Werthe plößlih zu einem andern endlichen Werl 
übergehen, wenigftens auf dem Stanppunfte, wo wir uns befinden, indem w 
die Naturerfcheinungen beobadhten und dem Kalcul unterwerfen. Dieſes aß 
ſchließt ſich an die Begriffe über die Grenzen und über die abgeleiteten um 
tionen, welche den Gegenjtand des gegenwärtigen Kapitel® bilden, unmittelb 
an. Zur Firirung der Begriffe wollen wir annehmen, daß y die Dichtigk 
eines Cylinders A BC D (Fig. 26) bezeichnet, welche ın der ganzen Ausde 
nung eines auf ver Arc O X ſenkrechten Durchichnittes dieſelbe ıft, und fl 
von einem Durchfehnitte zum anteren ändert. Wenn die Entfernung O p % 
Baſis des Eylinterd von dem Duerfchnitte m n, für welchen vie Dichtigh 
ren Werth v bat, mit x bezeichnet wird, fo wird y eine Function von 
Aber ta der Begriff der Dichtigkeit an und für fich nicht auf eine marhematifd 
Fläche angewandt werten Faun, fo muß man, um die Größe v ftreng zu bei 
niren, fich zu mn eine parallele Ebene m, n, denken, welche jih dem feſſ 
Durchſchnitte m n ohne Ende nähern kann. Wenn man vie Mafle ver SchH 
mm, no, n durch ibr Volumen dividirt, fo erhält man einen Duotienten, wi 
cher fh mit der Entfernung pp, — x, — x äntert. Diejer Duotient ca 
vergirt gegen eine gewiſſe Grenze, wenn x, — x ohne Ende gegen Rı 
eonvergirt, und die Grenze des Duptienten iſt genau tie Function von 
welde wir ald Maß der Dichtigkeit des Cylinders in der Ausdehnung d 
Duerfchnittes mn nehmen wollen. Das eben über das Maß der Dichtigh 
Gefagte, würte fih auch auf tie Mefiung der Temperatur und überhaupt al 
Größen anwenten laffen, welche nur bei diefer Auseinanderjegung ald Fan 
tionen der Coordinaten eines mathematifchen Punktes, und einer mathematiſch 
Linie oder Fläche getacht werten können. 

Die Grenze, welde die Function y mißt, äntert fih im Allgemein 
wicht, die Ebene m, o, mag vor oder binter ber Ebene mn angenomm 
werben; aber für gewiſſe bejontere Wertbe von x fann die Grenze für se 
beiden Fälle veridieden fein, und alsdann erfährt die Function v eine Steh 
feitSunterbrehung erfter Ordnung, welde in tem plöglichen Lebergange x 
einem endlichen Werthe zu einem andern beiteht. 

Bean man die Function v beflimmt, indem man zwei parallele Eben 
m, &,, m’n‘, die eine vor und die andere hinter der Ebene mn annıma 
und die Grenze fucht, gegen welche das Verbaltnik ter Maffe m, n, m’ =! | 

Bolumen convergirt, wenn fich tie beiten Ebenen m, n,, mind 
bene mm ohne Ende nähern; fo wird die Function s im Allgemeinen no 
diefelbe fein; aber für den Werth von x, fur welchen die Function eine & 
tigfeitöunterbrechung erfter Drbnung erfährt, wird der in ver zweiten Boraml 
fegung berechnete Werth ver Grenze die halbe Summe ver beiten bejonden 
Werthe fein, welche in ter eriten Vorausſetzung diefem Wertbe von x entipreche 
$. 39. Wenn identiſch: 
fx — x — x + et. 
iſt, ſo hat man für beliebige Werthe der Abſciſſen x, und x: 
x, — fx X, — x U —ıe\ u x 


X, — x K, — x X x, x 
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ur folglich, wenn man bie Differenz x, — x gegen Null convergiren laßt 
mh von jctem der vorhergehenden Berhältniffe die Grenze nimmt: 
(x=g  acbenifhen Summe von (a) 

Die Ableitung einer algebraifhen Summe von Functionen ift 
sifo gleich der algebraifhen Summe ihrer Ableitungen. 
„ Die Ableitung eines Productes zweier Functionen iſt gleich 

Summe der — welche man erhält, wenn man jede 
anction durch die Ableitung der anderen multiplicirt. Denn 


® 
©. 


= x + x 
P yet man identiſch: vr 
ya dr, —Yyx-YxZ(pyxX, —-YyX)Uxt GUX, — Yı)yx 
wis: + (px, — 9x) (dx, — XX), 

#,-x — 9x, PX, PX pay Pr Y2 1 =» 


x m 


. F — 
a — x, gx+ —— rn (dx — x). 
"Bene man nun x, — x gegen Null condechiren laͤßt, und; m den Örenzen 
— ſo erhält man : 
x g'x-UYxı + W x. ox; b 
Zum wenn ꝙ x und Y x feine Stetigfeitsunterbrehung ver erflen ober zweiten 
erfahren, fo couvergirt der Factor Yx, — Yxmitx, — x zugleich 


a Rull, und der Factor: 
’ Pr — pr 


x, — X 
a die endliche Grenze px, fo daß folglich das Glied: 
. px, — Yx Yyı— ur) 
H x, — x 
a vie Grenze Null convergirt. 
=, Dan fann die Gleihung (b) auf die mehr fommetrifche Form: 














' fx 7 Yx Ux 
er, und man fieht Leicht ein, daß, wenn man 
“ fx ygx Ux- WX...., 
ie, vie Ableitung f’ x durch die Formel: 
D f! x Y'x Yx x ix 
tz = gx + Ur + * 4 etc. 

” würbe. 

Umgelehrt, wenn man: 


Kal, der x — fxX-Vx 


fe ergibt fi aus der vorhergehenden Regel: 
yI'x fx Wx 
Ux — "fx Ux 

m felglich wenn man für fx feinen Werth wieber febt: 
f(x = ne (e 


Die Eonflante a fann als eine Function betrachtet werden, deren Ablei- 
is Reli iſt, und wenn man folglich fucceflive: 
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& 
‚Ss. ty JZa- psy — 
fegt, fo hat man nach den vorhin bewiefenen Regeln: 
Y=yx, za» g'x, = gr . 
Alle Tunctionen, welche ſich nur durch eine addirte Lo 
ffante a von einander unterſcheiden, haben alſo dieſelbe Ablı 
tung, welches Fundamentalprincip bereits in 6. 31 dargethan ift. *) 


e) Beiſpiel 1. Es ſei: fx — ax! — bx’ Fox — e, ſo if: 
fx, — ax, — bx,’+rex, —e, 
folglich: fx, — fx — a (5;2 — x’) — b (x, — ı’)+ce(kx, — x 
— a (x, — x) (. +, xt’) ben, — x) (x, tx) (x. — 





fx, — 
und: I man) ben tr)te, 
mithin: fix = 3ax’ — 2bxH+t ec. 
a? 4 x? a? + x,’ 
Beifpiel 2. Es ſei fx —= vi alfo fx, = a, 
folglich: 


aꝰ tx,’ a’ + x? _ alg'—- x’) xx, (rn -r)tra’i,-x) 
1, -ı=,_-,27 a—x (a — x,) (a—x) 


und: 
fx, fx alx, +x) — xx, +8? 


@-x)a— N) 
a? + 2ax— x? 

(a — x)’ 
Beifviel 3. & fi: tx — V, alſo: fx — /ate, 
o 1m: 


fx, — fx — Var - [are 


x, — x x. — x 
_ Er — — 
Ro) rar) Sarr/are 


und endlich: 














x, — 
alfo endlich: 


f!x= 





2x x 


m, 7are Jap 


neifpiel 4 Es fe: fx = ax=, alfo fx, = ax,” 





folglich: 
fx, —fz=a (22° xm)=a(2, —x) (2-14 2,022 + 20-32? + e. 
alfo : | 
fx, — fx , ? 
x —Xx — & —* 4 x,n—? x+ x,n—) x: + eic.t 


und endlid: 
fx =a Ian 4 xa-1 + xm-i + etc. I naxu-). 


Beifpiel 5. Es fei: fx — a sin. 2x, fo iſt: fx — a sin. 2x, 
folglih: fx, — fx — a sin. 2x, —asin.2x = 2acos, (x, +x) sin. (x, — 





fx, — fx sin. (x, — x) 
und: — =2acos (u +x) I, 
alfo endlich: fx = 2ncos. 2x, 


3. d. Weber 
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6.40. Wenn man zugleid: 
y=fx,xo gt 
‚und es if: 


 yzYıt 
mmittelbare Ausdrud von y als Function von t, wie fich derfelbe aus der 
ination von x zwifchen ven beiden erften Gleichungen ergeben würde, wenn 
Elimination möglih wäre; fo wollen wir mit v,, x,,t,5y, x, $, 
B Syſteme correſpondirender Werthe diefer drei Veränderlihen bezeichnen, 
alsdaun hat man offenbar: 
Yt, — Yet fx — fx pt, — pt 
t, — — x, — x , —t 

wi folglich wenn man zu den Grenzen übergeht: 

it fixe. g!t, 
Dieſe Gleichung drüdt das Grundprincip für die Bildung ver Ableitung 
ie wittelbaren Functionen oder der Function von Functionen aus, und läßt 
I leicht veraflgemeinern. Denn wenn 3. B.: 
 y=fxs,szgyuuzut, 


' 


yz= vi 
ke Austrud von y ald unmittelbare Shnetion von # ift, wie ſich berfelbe 
wh Elimination der Functionen x und u ergeben würde; fo findet man, 
wem man wie vorhin verführt: 
It fixe pu Gut. 
F. 41. Umgekehrt kann man die VBeränderlichen x und y als unmittelbare 
Sektionen einer dritten Beränderlihen t betrachten, welche durch die Gleichungen: 


xgt, y=dYt 
kfinmt werben, fo daß 
= fx 


ar . I TR 
ke Gleichung iſt, welche fih durch Elimination von t aus den beiden vorher- 
genden ergibt. Zunächſt hat man nach dem eben Bewiefenen: 


x = yet . 
g't 
Bir wollen, wie gewöhnlich, mit y’ die Ableitung f! x bezeichnen und 
kr Kärze wegen 
yit _ 
DI 


en; fo haben wir zwifchen ven Beränderlichen x, y“, 6 die drei Gleichungen: 
x — ꝙt, y =zU tt, =fx, 

nun ſich ergibt, wenn wieder die Regel für die Bildung der Ableitung der 

ttelbaren Functionen angewandt wird: 


"x yı't 
1 
er nach der Formel (c) hat man: 
Ye rt . g't — — 1t 
(y' t)? 


u Mr Ute gt (4) 
(y't)° 
wenn man auf viefe Weile fortführe, fo konnte man bie Ableitungen aller 





' 


lich: 
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Dronungen der Function fx vermittelt der Ableitimgen der Aunctionen 
%ı x ausdrüden. 
Bir wollen insbefondere den Fall betrachten, wo Yt = t und folgfem 
we—=1,WU"t=(, etc. 
ift, fo laͤßt fi die Elimination von + unmittelbar bewerkftelligen und man J 
zu gleicher Zeit: 
xogyy=fx, * 


d. h. y iſt die umgekehrte Function von fx oder diejenige, welde ı 
erhielte, wenn man die Gleichung y — fx für x auflößte. Um alſo die 
leitungen der Function fx vermittelſt der Ableitungen der umgekehrten 
tion Y x auszudrücken, braucht man in den vorhergehenden Formeln nur y 
t und dann 1, WI! y = 0, etc. zu fegen, wodurd man erhält: 
g"' . 
(x — fx = — —, etc. e 
('n' 7) > DE * 4 
Die erfle ver Formeln (e) ergibt fih auch direct aus einer fehr einf 
geometriſchen Betrachtunug. Denn da die beiden Bleihungen y — ff 
x = py nad der Borausfeßung identiſch find, und biefelbe Curve auédrü 
fo drüden die Ableitungen f! x und g'y in einem Syfteme rechtwinkliger. 
orbinaten, refp. die trigonometrifchen Tangenten der Winkel aus, welde 
geometrifche Tangente im Punkte (x, y) der Curve mit den Iren der x m 
der y bildet, und da diefe beiden Winfel einander zu einem rechten ergänzen 
fp hat man: ’ 
x. qe'vh,fllidö l!x= ——. 








. Grundbegriffe der Theorie der Fluxionen. 


$. 42. Wir haben in g. 30 gefehen, daß die abgeleitete Funct 
y=f!xdie Schnelligkeit ausdruͤckt, mit welcher ſich die urfprüngls 
Function y — fx in Beziehung auf die Schnelligkeit ändert, mit welcher 
die unabhängige Veränderlihe x ändert, und wir haben cbendafelbft | 
was man unter biefer relativen Schnelligkeit verfiehen muß. Aber wen 
die Beränberliche t die von irgend einem Augenblicke an gezählte Zeit bezeid 
net, und die Größen x, y, als nach ven Gleichungen: 


xs=ypt,y=dt, 

mit der Zeit 4 veränderlich betrachtet werden, fo meflen die Ableitungen @° 
WV t nicht mehr die Schnelligkeit der Veränderung von x und von y in eine 
relativen, fondern in einem abfoluten Sinne; denn die fo gezählte Ze 
ift eine notbwendpig unabhängig veränderlide Größe, welde ihm 
Nature nach fi immer gleichfürmig ändert, oder gleichförmig verfließt. Nen 
ton nennt die Größen x, y, ...., welche als mit der Zcit veränderlih I 
trachtet werben, indem er fo bie Veränderung biefer Größen auf das Verfließt 
ber Zeit bezieht, Fluenten und die Ableitungen y't, Dt, ...., weld 
fih im Allgemeinen au mit der Zeit ändern und in jedem Angenblide di 
Beränderungsgefhwindigleiten ber Fluenten meſſen, Ylurioner 
Seine Bezeichnung befteht darin, daß er über die Fluente einen Punkt feß 
um ihre Flurion anzudeuten. So bezeichnen z. B. x, y die Alurionen vo 
x, y, oder die Ableitungen pt, bit, Ebenſo bezeichnen x, y; x, y di 
Ableitungen pt, witz get, iur, d. h. die Fluxionen von Fluxi— 
nen over Fluxionen der zweiten, dritten, u. f. f. Ordnung. 

Man fann mit Newton als Typus der Aluenten den Abfland x eim 
feften Punktes O (Fig. 27) von einem fich auf der unbegrenzten geraven Lim 
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O1 fewegenden Punkte ın nehmen, fo drüdt die Flurion x die Gefhwindig- 
iii beweglichen Punktes für den betrachteten Augenblick felbft aus, wo 
WE Geſchwindigkeit bier in feiner urfprünglichen und gebräuchlichſten 
genommen wird. an könnte aber auch, ohne der Klarheit ver 
Besriffe zu ſchaden, jedes andere Beifpiel wählen. 

Bean fih z. B. ein erhister Körper abfühlt, fo begreift man leicht, daß 
E Temperatur feiner Oberfläche eine mit der Zeit veränderlihe Größe iſt, 
Me fich nicht gleichförmig ändert, fo daß in gleichen Zeiten, gleiche Tem- 
kahrserlufte ftattfänden, und man macht fi von der veränverlichen Abfüh- 
metgeihwindigfeit einen eben jo directen und eben fo Maren Begriff, wie von 
ix veränderlihen Geſchwindigkeit eines beweglichen Punktes. 

Die Borftellung Newton's erſtreckt fich übrigens auf beliebige Größen, 
daß man vermittelft der Fluxionen die Kunctionen immer befiniren und aug- 
riden kann, welche wir bisher Ableitungen genannt haben und deren Re- 
Keen zu den urjprünglichen Functionen den Yauptgegenftand der und befchäf- 
braten Theorie ausmachen. Denn es fei y— fx irgend eine Function von 
t, fo hat man nad den Formeln des vorhergehenden $, wofern x, y mit ber 
SR zeränderliche Größen bezeichnen : 


(x = I, füxo II II, etc. 
x x3 
Ban uun x, y feine Functionen der Zeit find, fo ift immer eine diefer Grö— 
io beihaffen, daß ihre Veränderungen den Veränderungen feiner anderen 
| fuborbinirt find, und man fann fie daher wie eine unabhängige verän- 
inche Größe betrachten, ober vielmehr man betrachtet beide mittelbar oder 
mintelbar als Functionen Y u, VW u einer Veränderlichen u, welche man zur 
wehhngigen Beränverlichen nehmen fann. 
.. Da unn die Veränderung von u als gleichfürmig erfolgend angenommen 
‚ wie die Zeit t ſich ihrer Natur nach gleihförmig ändert, fo fteht ver 
nichts entgegen, daß fih u mit t ändert, und u ald Maß von t zu 
kahten, d. h. die Zunctioner Yu, Wu mit pt, it oder mit den 
ionen x, y zu ibentificiren. 
Bern x zur unabhängigen Veränderlihen genommen wird, fo hat man 


18 1, x — O, x S O, etc, alddann werden die Fluxionen y, y, Yı--- 
u den Ableitungen x, fux, füx,.... oder mit y, y4, ll... 
und man Sieht, daß die Langrange’fhe Bezeichnung ſich von ber 
Iteton’fchen durch weiter nichts unterjcheivet, als daß für die Punkte Ac- 
Rıte geſetzt find. 
Man bat Newton den Vorwurf gemacht, den Begriff der Zeit und der 
umnöthigerweife in diefe Darftellungsart eingemifcht zu haben, 
na diefer Vorwurf ift nur in Beziehung auf den Begriff der Bewegung 
rindet, zu beflen &inführung nichts nöthigt, und in Beziehung auf den 
if der Zeit ift zu bemerken, daß derfelbe ganz der Natur der Sache ge- 
j hier in Betrachtung kommen muß, weil die Zeit die einzige nothwendige 
bhängige veränderlihe Größe iſt, deren Veränderung nothwendig gleichför- 
geſchieht. In allen den Fällen, wo der Newton'ſche Begriff auf Größen 
ewandt wird, welche fich wirklich mit der Zeit ändern, gewährt derjelke den 
riheil, die reelle Bedeutung ber abgeleiteten Yunctionen zu beflimmen, 
ı eben dadurch gleich zum Voraus den Grund der Rolle anzugeben, welchen 
bei den Anwendungen ver Analyfis anf die Unterfuhung der Naturerſchei⸗ 
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nungen fpielen müffen. Newton hat auf dieſe Weife die Theorie der Fu 
tionen auf einen Begriff zu gründen gefucht, welchen ver Geiſt direct fafl 
fann, ohne durch die Betrachtung der Grenzen zu gehen und ohne einen W 
einzuſchlagen, welcher bis zu einem gewiflen Punkte unnatürlich und indirect i 
Er verftand die Stetigfeit in der Veränderung der Größen vermittelft der b 
fannteften Erfcheinungen, wo diefe Stetigfeit in die Sinne fällt, direct ausy 
drüden. Auch dat man nah Dalembert den Einwurf gemacht, daß mi 
zur Definition einer beftändig veränverlichen Gefchwindigfeit fi immer d 
Betrachtung der Grenzen bedienen müffe; allein man bat bei diefem Cinwul 
die Schärfe der Begriffe irrigerweife ihrer Togifchen Definition untergeorbag 
Denn ein Begriff eriflirt in dem Berftande unabhängig von der Definitig 
welche man davon gibt, und oft läßt fi von dem einfachſten Verſtandesbegri 
nur eine complicirte, oder gar feine Definition geben. Jedermann hat eim 
unmittelbaren und genauen Begriff von der Aehnlichkeit zweier Körper, obgle 
nur wenige die complichrten Definitionen verftehen konnen, weldye die Geomeh 
von der Achnlichkeit gegeben hat. Die weitere Verfolgung tiefes Gege 
flandes würde und in die Theorie der Erzeugung der Begriffe führen und a 
zu weit von unferem Hauptzwede entfernen. 


| 


! 


Yiertes Kapitel. 


Bon den Differenzen und deu Annäherungen der verfchiedenen ' 
Ordnungen. — Theorie der unendlich Tleinen Größen und Principl 
der Infiniteſimalrechnung. 
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$.43. Wir wollen uns zwei veränderlihe Größen x, y denfen, wo 
die eine eine Function der andern iſt, und welche vie beiden Reihen correfpd 
birender Werthe: 





x, Xp Ip Ky. op eeeenen 

, Jı Yır Yaı Yar Jar rer... \ 
durchlaufen. Zwifchen je zwei auf einander folgenden Glievern jeder WI 
Reiben wollen wir die Differenz beitimmen und mit 1 anventen, indem d 
z. B.x —x=Ax,y —y=JIy,uf.f. fegen, fo daß der Bf 
ftabe 4 nur ein Zeichen und feine Größe ift; fo erhalten wir die beiven Neil 
correſpondirender Bertpe: 1 


Yar seerer. 
Mit dieſen Testen Reihen wollen wir wie mit ben urſprünglichen verfahn 
d. h. zwiſchen jedem Gliede und dem folgenden die Differenz nehmen und ag 
der Analogie, 3. DB. die Differen Ax, — AIxmit 1-Ax ver 
A? x bezeichnen, u, 5 f.; ſo erhalten wir die beiden neuen Neihen: 
x, M2 x 
42 Y; 42 Yır Ai Ya „oo — 
worin die Glieder I? x, y,.... Differenzen von Differenz- 
oder Differenzen der zweiten Ordnung in Beziehung auf die Glick 
x, ymweldhe ihnen in den urfprünglichen Reihen entiprechen, ausdrück 
EhenfPwürden die Reihen mit den Differenzen der dritten, der vie 
ten, .... Ordnung gebilvet. * 
Dieſen Bezeichnungen zufolge hat man offenbar: 


PA 
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+ JS x 
+ 4x, =ı+ Ax+ A(x+ IS) =xı +2 I<+ Ser, 
rdnzer) x+ Dxr+ A(x+2J4x+ A2!x 


x + sa 3Pr+ x 


h einer offenbaren Induction (welche man übrigens auch leicht durch die 
ste Käſtner'ſche Beweismethode beſtätigen könnte): 


#4 424 1007 > 1x +: eV ON 4. + 4er. 








1+2.3 
bat man: 

n n m a (ao—1) (n— 2) 

— _ 7/12 AI’vH+. Jay. 
t7frıt 454 T. 253 y.... 4 
gten hdernen nn egebermaen | ſymboliſch rc werben; 

I) X, In — I) 


.=(1+r + 

man ſich erinnert, daß ſolche Gleichungen nur nah der Entwirfelung 
ten Theile einen Sinn haben, wenn der Buchflaben I nur em Ope- 
und fein Duantitätszeichen ift. 
e Analogie zwifhen den Potenzen und den Differenzen, welche aus 
mmbolifhen Gleichungen hervorgeht, und wovon wir noch viele andere 
e fennen lernen werden, rührt offenbar davon ber, daß die Binomial- 
ach den Regeln der combinatoriichen Analyfis erhalten wird, welche 
id gar von der Natur der Rechnungsoperationen unabhängig ift, bie 
mbination barftellt, wobei der Begrif der Multiplication, welcher in 
menten der Algebra ſich mit dem abftracten Begriffe der Eombination 
t, ganz zufällig iſt. 
4. Wenn die Größe x ihrer Natur nad, oder nach der Annahme, 
le ver unabhängig veränderlihen Größe fpielt, fo hat man befonders 
I zu betrachten, wo diefe Veränderlihe nach gleihen Differenzen oder 
mten wächſt, fo dag man hat: 

x =ı + dx, 

x, =ı+2J4x, 

x, zx+3J4x, etc., 
die Differenzen höherer Drbnungen Ax, S:x,.... alle auf Null 
=. In diefer Vorausſetzung wollen wir nun die Reihen betrachten, 
die aufeinander folgenden Werthe von y und ihre Differenzen der ver- 
za Orbnungen enthalten. 
ir ece gegenwaͤrtigen Zweck würde nichts Weſentliches mehr zu be⸗ 

fin, fo lange die Function y = fx unbeſtimmt bleibt und außerdem 

Bedingung in der Wahl der willführlihen Differenz A x Hinzugefügt 
Bir wollen daher annehmen, dag A x einen fehr Heinen Bruch be- 
ı fo werben die Differenzen Ay, I? y, I? y, .... im Allgemeinen 
x Hein, jedoch fo befchaffen, was fehr bemerfenswerth ift, daß die 
tiſſe von 42 y zu Ay, von I? y zu Ay, etc. felbit duch fehr 
Brühe ausgevrücdt werden. Je Heiner die Differenz Ax if, befto 
er ſtellt ſich dieſe Größenfuborbination zwifchen den Differenzen der 
Besen Ordnungen der Function y heraus, 
n der That, wenn wir von der identiſchen Gleichung: 


a, = 8]. . 4x. 


en, fo fönnen wir zunächt bemerfen, daß das Verhältniß 2! -- ohne 
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Ende gegen die Grenze fx convergirt, wenn I x ohne Ende abnimmt. 9 
hat alfo mit einer unbefchränften Annäherung, welche deſto größer ıft, je I 
ner der Bruch 1x if: 


Auch ift identisch: 


Iyz fx.-Ax. 


und aus dieſer Gleichung folgt mit einer unbefchränften Annäherung, wg 
defto größer ıft, je Feiner der Werth von 2/ x wird: | 


fa + 4x 4) - ſix 
x 


Hieraus ſieht man zunächſt, daß die abgeleitete Sunehon der zweiten 
fl x die Grenze ıft, gegen welche das Verhältuiß 7 convergirt, wenn, 


Sy=lfx+ An) —lx]|- Jx 4x2 fux-4 


ohne Ende abnimmt, ſo wie die Grenze des 5. unter 
felben Bedingung durch die erfte Ableitung F’ x ausgebrüdt wird. zerner 


wir hieraus, daß für ſehr kleine Werthe von I x nahezu: f 
42 fl! x 4 
Ay — Mix ; 


if. Wenn nun die abgeleiteten Functionen f' x, fü x endlich bleiben, N 
wenn die Function fx in dem Intervalle von x bis x + 1x feine 
keitsunterbrechung der zweiten oder dritten Ordnung erfährt und in biejem 
tervalle nicht dur ein Marimum oder Minimum geht, in welchem Salk 
verfchwinden würde; fo kann man feben: 
2 “ 
Ay =zalx, 5 


Ay f 
wo a eine enblihe Zahl bezeichnet, und alsdann kann man a x x 


Hein annehmen, daß das Product & I x oder das Verhältniß — Fr | 
wird, als jede gegebene Größe. T 
Ebenſo ergibt ſich aus der identiſchen Gleichung: J 

dry, Py\ ya | 
Ax: .. Ax? ) dx | 
für fehr Feine Werthe von 1 x mit einer unbefchränften Annäherung: | 
ISy=[“(x+ Jx)—f!x]» Ax = EI ZT i 

x 

— ftx.1 x3, 
und da dieſelbe Rechnung ohne Ende fortgefeßt werben kann, ſo 2 


daß die Ableitung Mm’x die Grenze ift, gegen welde das Verhaͤltniß 


hr 5 
in der gemachten Vorausſetzung convergirt, welches ein Mittel an ve 
gibt, die Werthe der Junction fix näherungsweife zn berechnen, 
urfprünglihe Function fx für einander fehr nahe liegende und um 
Differenzen von einander verfchievene Werthe dur eine Tafel gege 
Denn vermittelft diefer Tafel bildet man die Werthe von Sy, P?y, —F 
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na hat folglich den Werth des Verhältniſſes Se, welcher nahezu mit 
x: 


Berthe von fx übereinftimmt. 
Ferner fiedt man, wenn alle Ableitungen von fx bis zu der Ableitung 
incl. endlich bleiben, daß man A x immer fo Mein annehmen fann, daß 
Merenzen ver en Drbnungen: 
‚JIty, I’yJ,...... Iey 

os eine Reihe (ehr fleiner Brühe bilden, fondern daß dieſe Reihe fo 
et iſt, daß dak Verhältniß jedes Gliedes der Reihe zu dem vorherge- 
ı fich ſelbſt auf einen fehr einen Bruch reducirt. 

.45. Die Reihe der Potenzen eines fehr Meinen Bruches iſt der arith- 
e Typus der Subordination der Größen. Wenn man 3. B. den Bruch 


anf die fuccefjiven ganzen Potenzen erhebt, jo erhält man die fehr 


abnehmende Reihe: 

1 — — — etc 

1000’ 1000000’ 1000000000’ 
man bei einer Näherungsrechnung nicht blos gegen irgend ein Glied der 
das folgende Glied, fondern auch ein Vielfaches dieſes letztern umberüd- 
faffen fann, fo lange der Multiplicator nicht von der Ordnung der 
' oder ‚Hunderter in Wir wollen allgemein mit e einen fehr Heinen 
md mit k, . k, Zahlen bezeichnen, welche nicht ehr 
ver ſo befigaffe: fi RE vaß bie Brübe: 


oe... 0 oe © 


kleinheit wegen nicht mit € vergleichbar find; fo beſteht die Reihe: 
ker k,ei, k,Ed,...... 

Kiebern, wovon jebes gegen das ootfergefenbe. us jehr Mein betrachtet 

ı fan, ober wovon jedes durch einen feiner Kleinheit wegen mit & ver- 

am fehr Heinen Bruch ausgevrüdt würde, wenn man den Werth des 

Abar vorhergehenden Gliedes zur Einheit nähme. 

Brüche s und k, e wollen wir fehr Feine Größen der erften 
ang nennen, fo wird bie eben erwähnte Größenfubordination dadurch 
rat, daß man fagt: 

k,e2, k,Eed,...... — 
va fleine Größen der zweiten, dritten, ..... . der nen — 
Weun alfo I x eine ſehr Heine Größe der erſten Ordnung iſt, und 
der Brüche: 


1 1 1 1 
a Pa IP EBEEE ex 
tHeinheit wegen mit A x vergleichbar ift, fo werden wir jagen, daß bie 
nen: 
Iy,diy, Sy, ...... I" y 


nme Größen der erften, zweiten, dritten, ...... nien Ordnung, ober 
a rejp. vom derfelben Ordnung als: 
Ax,dx,I1Ix° ...... A x" 


. 46. Es wird nicht unzwedmäßig fein, hier einige Erläuterungen über 
kericheibung , welche die Geometer wiſchen Groͤßen von verſchiedenen 
ngen machen, wenn fie nicht blos mathematiſche Verhältniſſe in aller 
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fuchen. So haben wir, wenn wir zunädhft die Differenz -/ y bilden, um 
derfelben zu dem Verhaͤltniſſe , ’ und von diefem zu der Grenze überzugch 


Ay=(x+Ax) +alx+ Ix” +b(x + Ax)H 

— (x? +ax? br +c)= (3x2 + 2ax + b)L 
+(x+a) Ix + Ax:, " 

woraus folgt: 
y 





= 3x2 +ax +b + (3x+ta)./x+Ax:. 


Laffen wir nun Ix ohne Ende gegen Null convergiren, fo convergiren 
Glieder: 
(x +a) Ax, Ix? 
ebenfalls ohne Ende gegen Null und verfchwinden an der Grenze, fo I 
man folglich hat: 
Av Is 
22 — — — 2 
1x 7 Grenze von x 7 3x? + 2ax+tb | 
Statt diefe Schlußweife anzuwenden, wollen wir die Differenzen A 
Ay als mendlich Feine Größen betradhten und fie mit dx, dy bezeich 
fo haben wir: | 
dy= (3x? + 2ax +b)dx + (3x + 4) dx? + dx’; (I 
aber die Glieder: 
Bxta)dx,dx 


find unendlich Feine Größen der zweiten und dritten Ordnung, welde eg 
die unendlich Fleinen Größen der erften Ordnung: 
dy, (3x? + 2ax + b)dx ‘ 

vernachläßigt werben müſſen, und man hat folglich blos: { 
dy=(3x? + 2ax + b)dx 2, 
E 

k 


v=lm - 


woraug, wie oben, folgt: 
5* 45 — 3x? + 2ax + b. 
dx 









Nun befteht aber der Hauptoortheil des Leibnitz ſchen Verfahrens darin 
man in der Gleichung (1) die Glieder mit dx? und dx? nit hätte zw 
und zu berechnen brauchen, weil viefelben nur unendlich Feine Großen $ 
Dronungen fein Fönnen , welche gegen mendlich Feine Größen der erftewi 
nung ebenfo und aus demfelben Grunde verſchwinden mäffen, wie biefe 
endliche Größen. Ferner war zur Bildung der Differenz I y die 
der Formel erforberlich, welche die Entwickelungen der Potenzen (x + 
(x + Jx)? geben, während es zur Bildung ver Gleichung (2) hi 
gewejen wäre, bie Glieder dieſer Entwickelungen mit ver erften 
A x zu kemen. 

ie wollen ferner annehmen, daß wir vie Ableitung der Functiom 
welde das Maß der zwilchen der Curve M’ N’ (Fig. 20), der Are 
feiffen und der den beiden Drbinaten m, p,, mp, wovon bie erſte feR‘# 
bie zweite beweglich if, liegenden trapezoivifchen Fläche iſt. Diefe 
bereits in 6. 33 durch die Betrachtung der Grenzen gelöft, und um baxanfı 
Leib nitz'ſchen Principien anzuwenden, wollen wir annehmen, daß die AM 
Op = x um die unendlih Feine Größe pp, = dx zunimmt. Wem 
Fläche m, p, pm mit v bezeichnet wird, fo brüdt dy das unendlich 2 
krummlinige Trapez mpp, m, aus. Aber wenn wir die geraden Linien w 
m, n paraffel zu pp, ziehen, fo ift der Unterfhieb zwifhen dy ud 
unendlich Fleinen Rechtecke mpp, n,, kleiner als die Fläche des Reim 
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am, n, welches felbft eine unendlich Meine Größe der zweiten Ordnung 
seh jede feiner beiden Dimenfionen mn,, w,n eine unendlich Feine 
fie der erften Dronung if. Wenn man aljo, wie es gefchehen muß, die 
ib Meinen Größen der zweiten Ordnung gegen die der erften Ordnung 
häffigt und mit fx die veränderlihe Ordinate der Curve M’ N’ bezeich- 
B 0 hat man: 

diyz f!x+dx, 





'_ Ay fix, 
" dx 
ui erhellet, daß tie Ableitung der gefuchten Function genau die gegebene 


oa (x iſt. 
Rın wendet im Allgemeinen bei den Echlüffen, Conftructionen und Rech— 
Ba nur unendlich Feine Größen verjchiedener Ordnungen an, um bie Ver— 
anzugeben, welche zwiſchen unentlih Fleinen Großen derjelben Drd- 
g haünnten, und zu dieſem Zwecke vernadhläffigt man ſtets unendlich Fleine 
a einer höhern Dronung gegen unendlich Fleine Größen von einer nie 
a Ordnung, woburd im Verlaufe ter Betrachtungen Eonftructionen und 
agen, Bereinfachungen bewirft werden, welche den wefentlihen Vorzug 
Birbove ausmachen. 


4. 49. In ver Zhat, wenn wir die Methode der Grenzen und die der 
ih Heinen Größen nicht blos in ihren erſten Principien, ſondern auch in 
eben ſo mannicdhfaltigen, al® ausgedehnten Anwendungen mit cinanber 
gehen fonnten, fo würden wir finden, daß beide Methoren nach demfelben 
treten, näamlih: das Geſetz der Stetigfeit bei der Verände— 
ger Größen auszudrudfen, aber taß fie zur Erreichung diefes Zwe— 
Batgegengefegte Wege einfchlagen. Wenn nach der erften Methode cine 
* uber jtetig veränderlihe Größen behandelt werten foll, fo nimmt man 
a, daß ſie plöglih von einem Größenzuſtande in einen andern überge- 
ud unterfucht dann, gegen welche Örenzen die erhaltenen Werthe in dieſer 
BRgung convergiren, wenn man das Intervall zwilchen zwei fuccefliven 
Ben immer mehr und mehr verkleinert. Dffenbar erhält man auf diefe Weife 
Ende der Auflöfung die Vereinfachungen, welche aus ver Stetigfeit ter 
Größen entipringen, und welche die Infinitefimalmethode durch das 
fe Berichwinden der unendlich Heinen Großen höherer Ordnungen gegen 
einer niedrigern Ordnung unmittelbar und fucceffive bei der fortſchrei— 
M Unterfuchung von felbft an die Hand gibt. 
rigens bildet die nfinitefimalmetbote nicht blos einen geiftreichen 
PR, ſondern fie iſt der natürliche Ausdruck der Entftehungsart phyfilcher 
a, welche nach Elementen wachen, tie Eleiner fine, als jede endliche 
Wenn 3. D. ein Körper, um uns des in $. 42 angeführten Beifpieles 
2 zu bedienen, fich abkühlt und fortwährend thermometriſche Wärme aus— 
i, jo ift fein QTemperaturverluft in einer belichig Fleinen Zeit cine zuſam— 
[eßte Erfcheinung, welche von dem Gelege, wonach ter Körper fortwäh- 
m jedem unenvlich Eleinen Zeittheilchen eine unentlich Heine Quantität 
weriiher Wärme ausſtrahlt, abhängt. Das Verhältniß zwilchen den 
'% feinen Veränterungen der thermometriſchen Wirme tes Körpers und 
iR der Grund des Verhältniſſes, welches ſich zwilchen den Neränte- 
ra derielben Größen berausitellt, wenn fie enpliche Werthe erlangt haben, 
Me asdruck Grund bier in feiner philofophiichen Bedeutung genommen iſt. 
$- Ui ändern ſich, um ein noch befannteres Beiſpiel anzuführen, die von 
feifallenden Körper durdlaufenen Räume den Quadraten der feit dem 
Gerrnot, Theorie der Functionen ıc. 4 
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Beginnen des Falles verflofienen Zeiten proportional, weil der unendlih © 
Zuwachs des Raumes der erlangten Geſchwindigkeit proportional iſt, we 
felbft in Folge der fortvauernden conftanten Wirkung der Schwere der feit 
Beginnen der Bewegung verfloffenen Zeit proportional if. Diefe fo er 
Relation zwifchen den Elementen der verfloffenen Zeit und denen des bei 
benen Raumes iſt der Grund oder die Urſache des weniger einfachen © 
Bes, welches zwilchen den endlichen Veränderungen diefer beiden Gro 
ftattfindet. | 

Aus diefem Gefihtspunfte betrachtet, hat man mit Grund fagen Tony 
dag die unendlich Fleinen Größen in der Natur eriftiren, und man Fa 
bei diefer Voritellungsart fehr paffend die Function ! x die erzeugende 
urfprünglihe Function und fx die abgeleitete Function nee, 
diefe Beneunungen in einem umgefehrten Sinne anzuwenden, welches 
grange, von rein algebraiichen Betrachtungen geleitet, gethan hat. 

Uebrigens beziehen fih diefe Bemerkungen nicht ausfchließlih auf Gri 
welche eine phyſiſche Exiftenz haben; denn in der reinen Geometrie werben 
ftetigen Größen ald durch die Bewegung gewiffer Punkte, Linien oder FA 
erzeugt, betrachtet, und in folhen Fällen iſt die directe Betrachtung des & 
Bes der unendlich Heinen Veränverungen, woraus das Geſetz endlicher Be 
derungen entipringt, ebenſo vortheilhaft. 

Kurz, die Snfinitefimalmethore iſt der Natur der Sache mehr angemefl 
fie ift, aus einem objectiven Gefichtspunfte betrachtet, die directe Methode: 
eben deßwegen ift ver Leibnitz'ſche Algorithmus, bei welchem dieſer Mel 
noch eine regelmäßige Bezeichnung zu Hulfe fommt, ein fo Fräftiges Erfindm 
mittel geworden, wodurd die reine und angewandte Mathematif eine ganz ı 
Seftalt befommen hat, und weldyer an und für fich betrachtet, eine höchſt w 
tige Erfindung ıft, welche wir tiefem großen Philofophen allein verban 
Dagegen läßt fih der Begriff des unendlich Kleinen logiſch nur auf eine # 
recte Weife mit Hülfe der Grenzen definiren, fo daß aus dem logiſchen 
fubjectiven Geſichtspunkte betrachtet, die demonftrative Strenge direct der J 
thode der Örenzen und nur indirect der nftnitefimalmethode zukommt, 
diefe vermittelt gewiffer Worterflärungen nur eine Uebertragung der 
wird. Die Kolge von diefer zweifachen Thatfache ift, dag man in den ef 
ften Fallen die Identität der Nefultate beiver Methoden nachweifen muß;" 
wenn diefe Uebertragung einmal genau aufgefaßt ift, fo muß man fich bez; 
finitefimalmethode bedienen, welche allein bei der Auflöfung —— 
Aufgaben durch die Hinweglaſſung jedes unnützen Gerüſtes zum Ziele 
ren kann. 

Obgleich die Methode der Grenzen zuverläflig alle nur zu wünſch 
logifhe Strenge hat, fo ſcheint doch der Begriff, worauf fie berupt vor“ 
Geometern des Alterthums noch nicht fcharf genug definirt zu fein, weil 
an die griechifche Dialectif gewöhnt, die Anzahl der unmittelbaren Borftefli 
immer zu vermindern fuchten, indem fie dag Princip der Identität ober: 
Widerſpruches, worauf die logiſche Demonftration beruht, anwandten. ! 
fubftituirten daher für die Methode der Grenzen das aus den Elementen 
kannte Verfahren der Zurüdführung auf das Abſurde oder der Exh 
ftion, weldes das indirectefte und complicirtefte Verfahren von allen 
weiches man fobald als möglich verlaffen muß, wenn man allmählig vor 
einfachften zu den zufammengefegteften Aufgaben übergeht. 

Aus der Vergleihung und Zufammenftellung diefer verfchiedenen mem 
matifchen Theorieen ließen ſich werthoolle Inductionen für das a | 
Studium der Operationen und der Gefeße des Verſtandes ableiten; allein: 
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dadurch in das Gebiet der reinen Phrlofopbie geführt und von dem 
hen Zwede des vorliegenden Werkes zu weit entfernt werben. 

8.50. Die unendlich Heinen Differenzen dx, dy, d2y, da y, ...... 
fürzer mit dem Ausdrucke Differenziale benannt. Die Berhältnifie: 
dy d’y d3y | 








! I 7, 
} dx dx? dx? 
nes Identität mit den abgeleiteten Functionen y’, y, tl, ..... ‚ wenn dag 


yal dx conftant iſt und mit den Klurionen v, y, y, ..... , wenn 
Hucnte x ſich gleichförmig mit der Zeit ändert over gleichfürmig flieht, 
sihgewieien haben, hat Lacroix die Differenzialcvefficienten ver 
en y genannt, und diefer Ausdruck wird jcht häufig angewandt. Sehr 
werben fie auh Differenzialquotienten genannt. Die Ordnung 
wi Tifferenzialcoefficienten ift diefelbe, wie die des entiprechenden Differen- 
sder der entiprechenden abgeleiteten Function. 
: Eine Function differenziren, heißt von dieſer Function zu ihrem Dif- 
iale übergeben, und der Zweig der Analyfis, welcher fi mit der Diffe- 
der Functionen beichäftigt, wird die Differenzialrehnung 
















Die Gleichungen, welche zwifchen der unabhängigen Veränderlichen x, der 
en v und den Ableitungen oder Differenzialcvefficienten dieſer Function 
‚ werten Differenzialgleihungen genannt, und die Drbnung 
ſelchen Differenzialgleihung wird durch die des höchften in diefer Gleichung 
Differenzialcvefficienten beftimmt. So ift z. B.: 





f(x,v,y)=0, ver f (x Y, ! ) 0 
( 
Diferenzialgleihung ver erfien Ordnung und: 
dv 12 
. fix, 5ı yı ")=0, oder 1 (x, I, )=0 


dx dx? 
Üiferenzialgleichung der zweiten Orbnung, u. ſ. f. 
8 51. Die enbliche Dilferen; x — x, iſt die Summe der unenblich 
Jacremente, welche die unabhängige Veränderliche erhalten hat, indem 
dem Werthe x, zu dem Werthe x übergegangen iſt, und ebenſo ift die 
Differenz; y — y, die Summe der unendlich Fleinen \\ncremente oder 
ialelemente: 





dıı=fix.dx, 

deren fuccefiive Annahme die Function von dem Werte y, zu dem 
y übergegangen ift, wo dieſe Elemente daffelbe, oder das entgegenge- 
Zihen von dx haben fünnen, je nachdem f!x einen pofitiven oder ne- 


Bertb annimmt ($. 30). *) 


*) Deus es feien: 
Xır X3, Krr Xıv oo co ee Nu — 1ı Nu 
ı Verthe, welche die unabhängige PVeränderliche x bei dem Uebergange von 
ı dam Werthe x, zu dem Werthe x annimmt, und: 
Yır Y:ı Nıv Yır se. ec NYn—t, Yo 
fiien die entfprehenden Werthe der Function y, indem fie von dem Werthe 
5, zu dem Werthe y übergeht, fo if offenbar: 
HORSE) +... KaTXu- 1) Fe Rn) Ro 


IH - It) + Gens I a 2 77 


32 
Man fchreibt taber: 


x 
snaf !(xe.dx, (3) 
‘x . 


oder: 


.x 
7 t,=/ fix. dx, 
X, 


wo das Zeichen I "als vie Abkürzung des Wortes Summe vera 


und man fagt, Taf: 
"x 
⸗ ſxd x 
x) 


4 
das zwifhen den Grenzen x,, x genommene Integral des Di 
ziales !x «dx. *) 

Mit andern Worten, wenn man: 


X — X, 





Ax— 


nimmt, fo convergirt die Summe: 
(x, +IAx+ fx, + 1x) -Ix+ fl, + 2A) - AxH+. 
..+fkxk,+tG@+0DJ4x) Ax 


fx — fx,, 

wenn man die Zahl n immer größer und größer nimmt ober ZIx gegen 
eonvergiren läßt. 

$. 52. Die Sleihung (3) zeigt, daß es zur vollftändigen B 
der Function s — fx nicht genügt, wenn ihre Ableitung y — f!x ober 
Differenzial „dx = f!x + dx gegeben ift, ſondern es muß außerbem ı 
erplicite oder implicite der einem beftimmten Werthe der unabhängigen Be 
derlichen entiprechende Werth der Function y — fx gegeben fein, was 
mit dem bereits angeführten Principe übereinftimmt ($. 31 und 39). 

Hieraus folgt: 1) daß, wenn man durch irgend ein Mittel eine 
fx finden kann, welche die Eigenfhaft hat, dag f!x ihre Ableitung if, 
beliebige Werthe x, , x der Grenzen der Werth des Integrales: 

’x 





gegen tie Grenze: 


(xdx fx — fx; | 


X, 


— — — — —— — — 


Nimmt man nun n unendlich groß an, fo gehen dieſe Differenzen up. inf 
Differenziale ax, dy über, woraus die Richtigkeit des Gefagten erhellel, 

3. d. Ueberf. 

*) Leibnit wandte immer den Ausdruck Summe an, wovon das 3 
„wie geſagt, die Abkürzung iſt, wogegen der Ausdruck Integral u 


Bernoulli eingeführt if. | 
S F 
Diefe Bezeichnungsart rührt von Fourier her, und beſteht, wie n 
X 

ſieht, darin, die Werihe der unabhängigen Veränderlichen, zwiſchen 


die Summation oder Integration geſchehen ſoll, unten und oben au 
Integralzeichen zu ſetzen. 
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B, und 2) daß 
fix+(C, 

»C eine willführliche Conſtante bezeichnet, der allgemeine Ausdruck der Func- 
men ıft, welche fx zur Ableitung haben. Dan bezeichnet daher die Dpera- 
m, vermöge welder man von der Ableitung ſax zu dem allgemeinen Aus⸗ 
wfe der Functionen übergeht, wovon fie die Ableitung iſt, oder von dem 
fferenziale f!’ x + dx zu dem allgemeinen Ausdrude der Functionen, wovon 
ſſelbe das Differenzial ijt, mit dem Namen der unbejtimmten Integra— 


yn und bedient ſich zur Andeutung diefer Operation des Zeichend YA obne 
wabe der Grenzen. Man ſetzt alfo: \ 


fexıs — tr r+C, 
[a 


ftxdx — fx + cvonst., 
d jagt, daß der Ausdruck: 


er vielmehr: 


fx + const. 
8 unbeftimmte Integral des Differenzialed !xdx ıf. 

Dagegen nennt man beftimmte Integrale diejenigen, welche zwifchen 
gebenen Grenzen genommen find und feine wilfführliche Conftante mehr bei 
b führen. j 

$. 53. Die Integralrehnung, welche man ald das Umgefehrte der 
üferenzialrechnung betrachten fann, hat die Beftimmung der unbeflimmten und 
ſtimmten Integrale zum Zwede, und mit dem Namen Infinitefimalred- 
sug bezeichnet man die Differenzial- und ntegralrechnung zufammen ge- 
men. 

Die Infinitefimalrechhnung , ın fo fern fie vermittelft einer eigenthümlichen 
prache und eines befonderen Algorithmus die zwilchen den Functionen und 
ken verfchievenen Ableitungen ftatt findenden Relationen nachzumweifen hat, 
zo das Wichtigfte von der Theorie der Functionen und fällt bei dem ge- 
awärtigen Zuftande der Wiſſenſchaft gewiffermaßen damit zuſammen; allein 
an muß in vationeller Hinficht durchaus den Calcul, welcher nur ein Inſtru⸗ 
ent ift, von der Theorie unterfcheiden, worauf er angewandt wird. 

Auh darf man nicht die Infinitefimalmerhode, welche man fihon vor 
eibnig angewandt hatte, und noch jett in den Elementen ver Geometrie und 
er Statik anwendet, mit dem von Leibnit erfundenen Differenzialalgorithbmug 
wegen der Anwendungen der Infiniteſimalmethode auf die Theorie der Yunc- 
onen identiftciren. , 

Der Gebrauch lehrt, daß diefer Algorithmus, ungeachtet feiner allgemei- 
en Borzüge, dennoch einigen von der Schreibart berrührenvden Unvollfommen- 
nenheiten unterliegt, welche im Grunde nicht von der Snfinitefimalmethode 
errühren. In gewiflen Fallen iſt der Ragrange’iche Algoritbmus bequemer, 
ad alsdann tragen die Analyften fein Bedenfen, denfelben anzuwenden, ob» 
jeich fie fih gewöhnlicher ver Leibnig’fchen Bezeichnung bedienen. 

$. 54. In allem Vorhergehenden haben wir vorausgefeht, Daß die Func- 
ion keine Unterbrechung der Stetigkeit erfährt, welde davon herrührt, daß fie 
kit, oder ihre Ableitungen der verfchievenen Ordnungen dur das Unendliche 
en, oder plößlich von einem endlichen zu einem anderen envlihen Werthe 
gehen. Denn wenn man fagt, eine Junction y erfahre eine Etetigfeits- 
regung der erften Ordnung, fo heißt diefes fo viel, daß einer unendlich 
Semen Beränderung dx der unabhängigen Beränderlihen eine endliche oder 
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— N 
-n=/S f!xdx 


X, 
Rinen Einn mehr, wenn das Tifferenzial dx für Werthe von x, die 
eig den Grenzen des Integrales liegen, durch das Unendliche geht, was 
ven eben Gelngten nicht blos vorausfegt, daß x unendlih wird, fon- 
aueh, De das Product P x dx einen unentlihen Werth behält. Wenn 
fx eine Function bezeichnet, deren Ableitung fx ıft, fo daß man das 
kumte Integral hat: 














Uxdxefx+ 6; 
ft fich Daraus: 


yw-y„=fxr—[x, 

Me Sleichung einer Curve, deren abgeleitete Curve 7’ —Px ift, und welde 
dem durch den Punft (x,, y,) geben muß, aber deren Ordinate v für 
übe der Abſciſſe zwifchen x, und x durch das Unendliche geht. Der Auß- 
fx — fx, drüdt wieder die Differenz der Ordinaten », y,, aber nicht 
bie Summe der Werthe des Differenziales dy — f!x « dx zwifchen 
Berthen x, x der unabhängigen Veränderlichen aus. Wir werden fpäter 
Beifpiele dieſes bereits in F. 35 unter einer anderen Form dargeftellten 
ahmfalles, welcher Hier blos in Erinnerung gebracht zu werden braudt, 
kllommen. 


$. 55. Aus demfelben Grunde wollen wir hier blos die Formen, welche 
im vorhergehenden Kapitel bewiefenen allgemeinen LTehrfäge annehmen, wenn 
uf die Methode und die Bezeichnungen der Infinitefimalrehnung angewandt 
ren, kurz andeuten. 
1) Wenn man feht: 
vyzu+tv-+w + et. 

Ba, vr, w, etc., Junctionen derfelben unabhängigen Veränderlichen x be- 
jhhaen, fo bat man offenbar, indem man zu den Differenzialen übergeht: 
’ dvr=zdu+dr + dw + etc. 
Differenzial einer Summe von Functionen ift alfo die 
mmme ihrer Differenziale, wo das Wort Summe in feiner algebrai- 

ı Bedeutung genommen werden muß. Hieraus ergibt fich ferner die 


Neihung: 













dv du dv dw 








— — — — etc. 
dx dx dx + dx + 


der Ausdruck des in 6. 39 über die abgeleiteten Functionen bewiefenen 
iſt. 
Ungekehrt hat man: 


x ’x x x 
VW rı=/ adx + / ax+ / wdx- etc. 
x “ Kr % 


[ Xn 
8. das beftimmte Integral einer Summe von Functionen ıft die 
Samme ibrer zwifchen venfelben Örenzen genommenen Integrale. 


Diefelbe Identität findet zwifchen den unbeitimmten \ntegralen flatt, 


Jr = adx + Jrdx+ wdx + etc. (4) 


und um biefe letzte Formel zu integriren, wollen wir annehmen, daß man 
nein: 


— —— 


— 4 c, Jrix =fxıHte, 
fritz tos ee „A 


per u, wo C,c, 5 Cr ee... die willführlichen Conſtaaten 
peiner, ’> zmef man mad der Formel (4) die Conſtante C fo beftimm 
-umer, 258 Fir beliebige Werthe der Conflanten c, c,, c,, etc. die ber 
er u ux: 


Ir C=fı+re+fite, + f,x+c ce, + etc. 
= Ts Difereasiul dee Froductes zweier "Sunctionen ift gleih der Sum 
im Pruramı. zeie man erhält, wenn man jede der beiven Zunctionen di 
I: Irrmeras! der anderen multiplicirt. Denn man hat: 
d-er — (u + du) (r + dv) — ur; 

acer trie, muun man entmidelt und bie unendlich Fleine Größe der zwei 
Tem de » de gegen die unendlich Fleinen Größen der erſten Orbm 
Yemmerite: 


der — vdu + adv, (5) 
Wem mar ;2 Tor Evrrenzialcorfficienten übergeht, fo fommmt: 
Set + a ——, 
x dx dx 


midi nr Rzitraf eimeä andern in ter Gleichung (b) des angeführte 
rechner Ichrtopet uber die abgeleiteten Zunctionen if. 
Kunz wor der Sleichnng (5) auf die Form: 


























d.- ar du dr 
ar — 9 v 
van. ir re & darass lade: 
da arm „.... _ du + dr 4 dw + etc (6 
gg U _. n... 8 w 
Am: a mar meismr Jah a id, fo wird da — 0, und man hat b 
dar S ade, 


ar umpric? NE MER: 


2 dw » : 
4 warzaf vdx, Jırax=a Jraz, 


x x * e . . 

mr Turic jeger Sünden mer Tee Gldenz (4) interpretirt wird. 
Pe ioc. 

szceı: mTr, drear=gı-dım fe; 

zu Fleadhame idgrede Kr ar: 
NE fox mine gridx- gxı- WÜxdz, 

nude 
J ers und mfider - Oro giıdı, (d 
ma ment mat IMORTZ: 


* YA 
f vr vıdr=mir—fn— Üxo g’xdx, 


« x, 


um weint 
>. 
⸗ PERGESFER TS GES t — De Et / x g'xdx. ( 


“= 


ü Rue Zunyanıe ver zen gr Wxdx auf bie! 
ebene ‚anäßes Tor Kennen a gie), und auf. 
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egebenen Function. Diefes Verfahren, wovon man, wie wir fpäter fehen 
‚, in der Integralrechnung häufig Gebrauch macht, ift unter den Namen 
rtiellen Integration befannt. 

Benn man von den beiden Theilen der Gleihung (7) die unbeftimmten 
ale nimmt, fo erhält man: 


/ 9 Wxdı=tx— fyx . g!xdx, 


Jar Yriax- gar px pro pirde. (9) 


willkührliche Conftante braucht zu dem \utegrale des Gliedes !xdx 
hinzugefügt zu werben, weil diefelbe mit ver willführlichen Conftante über- 
t, welche das unbeſtimmte Integral fx - g'xdx nothwendig bei 
haben muß. Auf diefe Weife wird jeder Theil der Gleichung (I) als mit 
er willführlichen Conftante verfehen betrachtet, fo dag man den Werth ver 
Eonftanten immer fo annehmen kann, daß die Identität flatt findet, was 
einen Zahlenwerth man der anderen Conftanten auch beigelegt haben mag, 
' Yes in Beziehung auf die Formel (4) näher gezeigt iſt. 

) Es ſei: 


Lg 


r 
uv=r, oder v= — 


u 
hahält man durch die Gleichung (5): 
d-uv— rdu r udr — rdu 


de = - ‚oder de — _ — I (10) 


a u? 
fr 1 hat man: 





ı __.d 11) 
u u? 
$. 56. In dem Vorbergehenden haben wir y ald eine unmittelbare Func⸗ 
dee unabhängigen DVeränverlichen x betrachtet; aber wenn x felbft eine 
fartion der Veränderlichen t wäre und man zugleich: 

yfx,x= gt 
Wett, fo wäre das Differenzial dx nicht mehr conftant und würbe durch bie 
ung: 


d» 





ix g!t.det 
gehen, woraus folgte: 
| dyzfix-g!t.-dt, 

"er wenn man zu den Differenzialevefficienten übergeht: 
dy dy , dx 
dt dx dt 
Diefe Gleichung ift der Ausdruck der Regel für die Bildung der Ableitun- 
gan mittelbarer Functionen, welche bereits in $. AO aufgeftellt ıft, und es iſt 
sit feiner Schwierigkeit verbunden, fie zu verallgemeinern, 
$. 57. Wenn man die beiven Theile ver Gleichung: 


“a7 











= fx-yt = 


differenzirt, indem man die VBeränderlihe x nicht mehr als die unabhängige 
Seränverlihe und folglich ihre Veränderung nicht ald gleichförmig oder dx nicht 
als eine conſtante Größe betrachtet, fo hat man vermöge der Aormel (10), 
wenn man r — dy, u = dx fekt: 


38 
d!ydx — dvd:!x 
dx? 


dv‘ dvdr— dydız 
dx’ 





X 9* dt, ro = y dt?, 


dir Formel a2 fi (abftituirt Hat, fo fallt — 
füiben Glieder bes Berhältniffes 


Iummm mut af te Gindbenz (d) ae 
Dur Imtihe Redwungen finte man ie Formeln wieder, durch wel 
Garn Mieze 7,7”, ..... alt Aunctionen ver Differenziale: 
dix, dix,div,..... s dx, d!x, d’x, d’x..... ‚, ausgedrückt 
wenn mm dei Diferengal dx ide mehr ale coaflant betrachtet; aber ı 
Wurke Meder Yeuaem verrichten zu Founen, meh man fih mit der 
Dune ve Rısca der a al saithe. Bunchonen 
WITZIE maßer, zur ch In daber das folgende Kapitel tiefem 

3m 





Bweites Bud. 


Differenzirung der entwidelten Zunctionen mit einer 
einzigen veränderlichen Größe. 





Erftes Kapitel. 
Differenzirung der algebraifchen und transcendenten Functionen. 





6. 58. In den beiden vorhergehenden Kapiteln haben wir die allgemeinen 
kipien der Ableitung oder der Differenzirung durchgenommen, welche Prin- 
m auf beliebige Sunctionen anwendbar und von den befonderen Verfahrungs- 
u mabhängig find, durch welche man in ben einzelnen Fällen die Ableitun« 
oder die Differenziale einer gegebenen Function erhalten kann. Diefe 
keipien finden flatt, wenn man auch die Zahlenwerthe ver abgeleiteten 
ionen oder Differenzialcvefficienten nur näherungsweife und für einzelne 
ae ver unabhängigen Veränberlichen angeben Tann ($. AA), wie dieſes in 
Finn auf die empirifchen Functionen der Fall iſt, welde nur durch eine 

gegeben find, oder wenn man in einer einzigen mathematifchen Aormel 
‚genauen Werthe der Differenzialcoefficienten für beliebige Werthe ber un- 
Wagigen Beränverlichen zufammenfaflen kann, wie diefes bei den befannten 
Wormiichen und transcendenten Functionen der Fall iſt. *) 


*) €9 wird nicht ungwedmäßig fein, wenn wir diefe Principien Hier teils auf 
eine andere Weiſe abzuleiten und theils zu vervollftändigen ſuchen. 
Benn y—u.vif, wo u und v zwei Functionen von x find, fo if: 
Jy=(u+.fu)(v+.Iv)— uv=uv+vdu+(u+ du) dv—uv 
—=v..Ju+(u+ du) Av, 
alſo: 
Au _ v Ju Av 
IK Iutt+d).7z;5 
folglih, wenn man zu den Grenzen übergeht: 
dy “du dv 
x x: ‘tra. !=-vV.vrvVon 
Oder, Wenn y = (x) . v(x) if, fo if: 
Ay —= a(x+x) . vy(ex+AxX) — glx) v(x) 
= [g&+4x%) — CXM ya+IX) + [ylx+4x) — yl)) cQd), 


folglich: ’ 
Ay x+Ax) — x+ I) — 
= _ ect = p(x) lH) + vl = y(x) .2@), 


and wenn man zu den Grenzen übergeht: 


BER 


d2ydx — dv dx 
| dy! = 1. . 
und folglich : 
dy! _ diy dx—dyd:x 
dx dx? 


Wenn x und y als Runctionen der unabhängigen Veränberlihen t dur 
dungen von der Form: 
= gt, y=Yt 


gegeben find, fo ergibt fi j ch d daraus: 
dx — Yit dt, dy = Wit. dt, 
ax glitde,dyz gi dt2, 
und wenn man diefe Werthe in bie Formel (12) fubftitisiet bat, fo fällt « 
als gemeinfchaftlicher Factor der beiden Glieder des Berhältniffes Hinans us 
man kommt wieder auf die Gleihung (d) in 6. 41. 

Dur ähnliche Rechnungen fände man die Formeln wieder, durch weid 
die höhern Ableitungen y’”, y’”, . als Functionen der Differenziale: d 
dey,d’y, d’y,.....;dx, dix, dx, d+x ....., ausgedrüdt werbe 
wenn man das Differenzial dx nicht mehr als conftant betrachtet; aber u 
diefe Rechnungen bequem verrichten zu können, muß man fich mit der Anwe 
dung der Regeln ver Differenzialrechnung auf algebraifche Aunctionen wo 
vertraut machen, und e8 ſoll daher das folgende Kapitel diefem Gegenſtan 
gewidmet werben. 

Will man wieder zu dem Falle zurüdfehren, wo x als unabhängige va 
änderliche Größe betrachtet wird, fo feßt man in der Gleihung (12), d’x= 
und man fommt wieder auf die "Formel: l: 

d2y 


y“ = 





y'ı — 





' 
dx? 


wie es fein muß. Wenn man dagegen y zur unabhängigen Veraͤnderlich 
nehmen will, fo fest man d?y — 0, und man erhält die Formel: 

u dx () 

y'z— — : ¶ — 

dy? dx 

welche mit der Formel (e) bes weiter oben angeführten 6 identiſch iſt. 


' 






Bweites Bud. 


nzirung der entwicelten Zunetionen mit einer 
einzigen veränderlichen Größe. 





— Erſtes Kapitel. 
Abdifferenziruug der algebraifchen und trauscendenten Fuuctionen. 















6. 58. Im den beiden vorhergehenden Kapiteln haben wir die allgemeinen 
eivien der Ableitung oder der Differenzirung durchgenommen, welche Prin- 
a auf beliebige Kunctionen anwendbar und von den Befonderen Berfahrungs- 
a abhängig find, durch welche man in ven einzelnen Fällen vie Ableitun- 
a oder die Differenziale einer gegebenen Function erhalten kann. Diefe 
ichien finden flatt, wenn man auch die Zahlenwerthe ver abgeleiteten 
kmen oder Differenzialcvefficienten nur näherungsweife und für einzelne 
fe der unabhängigen Veränderlichen angeben fann (6. 44), wie dieſes in 
— auf die empiriſchen Functionen der Fall iſt, welche nur durch eine 
A gegeben find, oder wenn man in einer einzigen mathematiſchen Formel 
genen Werthe der Differenzialcoefficienten für beliebige Werthe der un- 
Bhinsigen Beränderlichen zufammenfaflen kann, wie diefes bei den befannten 
| jagen und transcendenten Functionen der Fall if. *) 


X_ 





*) Es wird nicht ungwedmäßig fein, wenn wir diefe Principien hier tdeils auf 
sine andere Weiſe abzuleiten und theils zu vervollffändigen fuchen. 
Benn y= u. vif, wo u und v zwei Functionen von x find, fo if: 
dy=(u+.lu)(v+.Iv)— uv=uv + vZgu+ (u + Ju) dv— uv 
— —=v..du+l(u+ du) , 
alſo: 


Au _ y.Zfu Av 
A ax trat). 
folglich, wenn man zu den Grenzen übergeht: 
dy "du dv 
«“ 264— vg 4=u.vrvV.n. 


d 
Oder, Benn y=g(x) .. y(x) tft, fo iR: 

Ay = alx+IxX) . vler+AX) — ICx) ver) 
‚- [gl +4x) — glx)] vet) + [ylx+4x) — ylxX)] ca), 


— 4x) (x) (x + 1x) — y(x) 
— x x MX) — ylx 
T = er tn Li y(x+Jx) + a .$(2), 


und wenn man au den Grenzen übergeht: 


. 60 


Bermöge der eben erwähnten allgemeinen Principipien ($. 55 u. fo 


ift das Problem der Differenzirung der algebraifchen, Iogarithmifchen, erpor 


Ay — 


ılx 


= 


I =) WOHER: ER. 


u 
Wenn — qiſt, ſo iſt: 








u .lu u _ ur4v.Ju—uv-udv v. u — 2. d45 
— — — v(v+J4v) lv +An) ' 
folglich 
u Iv du dv 
— — — — 
Tan V a Yan VI, 
dx — 7 v? 
v(v-+4v) v? 


Oder, wenn y — 203 if, fo if: 
_ eat) _ I _ YRIERKHP) Ir H+ — 
ylatdx) yv(x) y(x) v(ix+ Jx) | 
_ 2IEKLII-PRI I - EI Kt) <— vr] 

y(X) . y(x+Ix) ' 


m ‚G+A) v6 
3er at 


yCX) VCXA AX) 


I _ IE) 
dx [y x)? 

Benn man die für die Ableitungen einer Summe, oder Differenz, ei 
Producted oder Duotienten zweier Yunctionen von x erhaltenen Reful 
näher betrachtet, fo fieht man, daß man die Ableitung einer ſolchen zuſ 
mengefesten Bunction erhält, wenn man fucceflive jede der cinzelnen Fi 
tionen, woraug die zufammengefehte beftebt, differenzirt indem man bie 
dere Function als eine Conſtante betrachtet und die erhaltenen partiellen 
fultate in cine Summe bringt. 


G Diele Kegel läßt fih in der That auf folgende Weife allgemein dartl 
8 jet: 


y=f(v, w), 
wo v, w zwei Zunctionen von x find, fo hat man: 
f(v+.lv, v-Jw) — flv, w) 


ex 
fo +4, w)— fon w) Ivo, wrlv) to Hl, w 
— — Iv ’ xt JIw F 
und folglich, wenn man zu den Grenzen übergeht: 
dy dy dv dy dw 
ax ara tawı x 
Wenn: 


y — f(u, v, w, ....) 
wäre, wo u, v, w, .... lauter Functionen von x find, fo hätte man 


gemein: 
dy _dy du dy dv dy dw 
dx du ° dx dv ° dx dw * dx .. 


Folglich gilt die obige Regel allgemein, d. h. man erhält die Ableitung eı 
wie immer zufammengefchten Function, wenn man fie fucceflive in Bezieh 
auf jede der einzelnen Functionen, woraus fir befteht, differenzirt und 


Ju. foi 
ven, erpoiid trigonometrifhen Functionen auf die Differenzirung der drei folgen- 
ementarfunctionen zurüdgeführt: 

y= x“, wo der Erponent m einen beliebigen Werth Hat. 

yZ= log. x, was zugleich das Differenzial der umgekehrten Function 

P gibt (wo a bie Bafıs des Logarithmenfortemes bezeichnet), oder dur 

Bertaufhung der Buchſtaben, das Differenzial der Erponentialfunction 
a, 

J)yr= sin. x, woraus fih die Differenziale der übrigen trigonometri- 

Functionen und der Kreisbogen ergeben, welche die umgekehrten Kunc- 
berfelben find. 

Bean man diefe Elementarfunctionen zu differenziren weiß, fo gibt bie 
für vie Differenzirung der mittelbaren Sunctionen die Differenziale be- 

her zuſammengeſetzter Sunctionen, welche fi durch die in der Algebra und 

mmometrie üblichen Zeichen entwidelt ausprüden lafſſen. 

$. 59. Betrachten wir zunächſt die Function x”. Wenn der Erponent 

ae ganze pofitive Zahl ift, fo gibt die Gleichung (6) in $. 55, nachdem 
ma=r—mw.......Zxgejeöt hat: 




















d , x” dx 
= m ‚ 
x” x 
d+ x® — mx”-!Idx.®) (a) 


erhaltenen einzelnen Refultate fummirt, wobei das in 6. AO beiviefene Prin- 
cip in Anwendung gebracht wird, nämlich, daß man, ivenn 


it, hat: vy=fv)umdv=g() 
— vl). ). 


Bas vorhin von den Ableitungen gefagt ift, gilt offenbar auch von den 

Differenzialen. 
Benn ferner y = f(x) die directe Function, (x) ihre Ableitung, 

” z=g(y) inverfe Junction g'Ly) ihre Ableitung bezeichnet; fo hat man: 


;A. dx 1 ix 41 1. 
we IN Ay! folglich 5 — dy oder e(y)= fi (x) . 
Ax dx 3. d. Ueberſ. 


9) Benn y = xe iſt, wo u eine ganze pofitive Zapf bezeichnet, fo hat man: 
= G+Ax)e = — (+ Ax)yv —Ä. — (x +.) 4 (x 4 . lx)n-2 .x 


+ (x + ./x)n-3.x2 +....+ x 





Ax +.) —x 


ſolglich: 

dy 

7 = nxa--i, oder dy = nxn-1 dx, 
Bany=xın,y=x-n,y=x a if, fo laſſen fih diefe Bälle Leicht 


1 
auf den erfien Fall zurüdführen, wenn man x" — z ſetzt. 


P 

Der von dem Berfafler für die Differenzirung von x befolgte Gang feßt 
als bewiefen, oder für fih Mar voraud, daß, wenn für jeden Werth von x 
fets ra) = 5(x) iR, auch "lx) = gl) fein muß. In der That, aus 
f(x+.1Ix) — f(x) 

(5) — (5) folgt flex +Ax) = gen + IN), — — 


I) — — 
= ren, Po&)tı= (x) +r, wo „und + zwei Größen 


bezeichnen, welche mit Ax zugleich verſchwinden. Folglich if lx) = g’lx). 
3. d. Ueber. 
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BL wel 
(1 + Je &; der 
eonyergirt, wenn bie Zahl e ohne Ende gegen Null convergirt. vd 


Nun kann man aber die Zahl & immer ohne Ende gegen Null con. 
ren Iaffen, wenn man: 


1 
e= — 
n 


feßt und für n eine immer größer werdende pofitive Zahl nimmt. Die B— 
mialformel gibt alsdann: 

IN _ u ‚1 I j 1. s(a—1)(u—2) „it 
(+ ,)=1t+7°5 +73 mtr Tan. m 
Br „tele... 1) sn (n-+1) ‚1 ... DC nCn-1) (n-2) ..... [n- (n-1)] 











.... 


oder: 


(i + ettnln +75 2.3 man (1-)+ 
etz . — (1--) (1-—) --- (1-2) +. 

1 — n—1 
FERNE SR ıı.. N) 


Alle Glieder diefer Reihe von dem dritten an nehmen offenbar fortr 
rend ab, und wir behaupten ferner, daß man n und » immer fo groß an: 
men kann, daß, wenn man vie Reihe bei dem Gliede: 


a en € — -) (1-4 ...... (629) 


abbricht, die Summe ber vernachläſſigten Glieder Heiner werben kann, 
jede gegebene Größe; denn diefe Summe ift Fleiner als: 
1 


——— ++ 








1 
1.23.. *5 + 723..0+)0+2) 23. HD... 
und um fo mehr Fleiner ale: 
1 1 1 
+ STE + eo or. .0 + 
und folglich wieder um ſo mehr kleiner, als die Summe der ins Unend 
fortlaufenden Reihe: 
1 1 1 1 1 
tan tetgat tn tr". 
nämlich als: 
1 
21-1! 
welche für einen ſchicklichen Werth von » Fleiner werben fann, als jede q 
bene Größe.» 
Wird die Reihe (n) mit dem Gliede (v) gefchloffen und man nimmt 
n eine immer größer werdende Zahl, fo convergirt der Werth dieſer R 
ohne Ende gegen den de Reihe: 


N 
14 * t =, + 7a3t""tr7T773: 


u! 


⸗ wo 


Orenze, gegen welde bie Zahl CE) für immer Feiner werdende 

e convergirt,. wird alfo durch dieſe legte Reihe mit einer deſto 
Annäherung ausgebrüdt, je größer die Zahl » angenommen wir, 
Ber die Anzahl der in Betracht gezogenen Glieder der Reihe iſt. 
alfo die in Rede ftehende Grenze, wie gewöhnlich, mit e bezeich- 
t man: 









1 1 1 
It itrmtımat Tag. tr © 
zweite Theil viefer Gleichung, eine ins Unendliche fortlaufende und 
Fe in 6. 26 convergente Reihe iſt. Uebrigens find alle Gliever 


A — — — 
1.2 + 1.2.3 7 1.2.3.4 
er, ald die entfpredhenden Glieder der Reihe: 
1 1 1 j 
ıtratmt 
e convergent ift und die Einheit zur Summe hat. Folglich Liegt der 
b von e zwiſchen 2 und 3. 
$. 62. Wenn man bie Summe der 14 erften Glieder der Reihe (e) 
t, fo findet man: 
e =: 2,71828 18284 ...... 
Benn man nur die 9 erften Decimalftellen des Werlhes von e berechnet 
fo Hätte man auf den Gedanken fommen können, dag die Zahl e durch 
periodiſchen Decimalbruch ausgevrüdt würde, und folglid, einen commenfu- 
Werth hätte. Allein diefe Induction würde irrig fein; denn wenn e einem 


mfurabeln Bruch — gleich fein Fönnte, fo daß man hätte: 


+ etc. 


1 1 1 1 
— — ..... ——ö ö — —e — N . { ’ 
24 1.2 * 3 + 1.2.3 ...9 + 1+2+.3..»7(o-+ 1) + . “ 


‚, » ganze Zahlen bezeichnen, fo erhielte man, wenn man alle Glieder 
tas Product 1-2. 3.... » multiplicirte: 
3.0 @—1) u—[2? +3 A..v +34. v + Ad nn + 1] 


1 1 1 

= — — — — — . — te. 
»+1ı + 064649 F Grnosars t 

Ne Summe der Reihe, welche ven zweiten Theil der vorhergehenden 

ung bildet, müßte alfo eine ganze pofitive ober negative Zahl fein, wäh- 


ie pofitio und Heiner al8 die Summe 7 der Reihe: 


— — + etc 
»+1i tom: tG+9° 


luch läßt fih, aber nicht fo einfach, beweilen, daß alle Potenzen ver 
e mit rationalen Exponenten irrational find, fo daß e feine Wurzel einer 
iſchen algebraifchen Gleichung mit rationalen Eovefficienten fein Fann. 
Inter transcenvdenten Zahlen verfteht man diejenigen, welche nicht 
In irgend einer algebraifchen Gleichung mit rationalen Coefficienten fein 
(, und man hat Grund zu glauben, daß die Zahl e, fowie die Zahl 7, 
fie in naher Verwandtſchaft ſteht, transcendente Zahlen find, obgleich 
ournot, Theorie der Zunctionen ıc. 5 


dieſer negative Character weber für die eine, noch für bie andere a 
entfchiedene Weife dargethan iſt. 
$. 63. Die Gleichung: 
e = Grenze von (1 + ©)" 
ift nur unter der Bedingung bewieſen, daß die Zahl e gegen Null con 
indem fie eine Reihe pofitiver Werihe durchläuft; denn die Binomial 
worauf wir ung geftüht haben, wird in den Elementen, obgleich fie, w 
in der Folge ſehen wird, für beliebige Werthe des Erponenten n flal 
— nur für ganze poſitive Werthe von n bewieſen. Um fid 
efchränfung zu überbeben, fann man feßen: 


1 
ur, 


fo daß ⸗ mit e zugleich verfchwindet und negativen Werthen von € 
Werthe von &’ entfprehen. Hieraus ergibt ſich: 
1 1 


d+-9 =Ur+Nar+eN, 
und folglich: 


1 1 
»Grenze von (1p4) Grenze von A+N"—e, 
fo daß die Grenze dieſelbe bleibt, was für ein Zeichen & auch haben ı 


$. 64. Kür jedes Zeichen von — hat man alfo: 


d 1 d 

= =- log. e, ober y=— * log. e, 

wo y den Logaritimus von x für eine beliebige Grundzahl bezeichnet ı 

Logarithmus von e fich auf dieſelbe Grundzahl als der von x bezieht. 
Wenn man alfo die transcendente Zahl e zur Orundzahl der Loga 

nähme, fo hätte man blog: 


dv — x . 
x 

Die Logaritimen, deren Grundzahl e ift, werben natürliche, 
bolifche, oder auch wohl nach dem Namen des Erfinders Neper de 
rithbmen, neperſche Logaritbmen genannt. 

Aber unmittelbar nach Neper’s Entdeckung im Jahre 1614 fahe B 
Profeſſor der Mathematik zu Oxford, den Vortheil ein, welchen es 
numerischen Rechnungen gewähren würde, wenn man nicht, wie Nepı 
Zahl e, fondern die Grundzahl 10 unferes decadiſchen Zahlenfyften 
Grundzahl der Logarithmen nahme, und er berechnete Togarithmenta| 
diefe Grundzahl. Allein in den höheren Zweigen der Mathematif deu 
Zeichen log. immer natürliche oder neper’fche Logarithmen an, wofern nı 
—X ausdrücklich bemerkt iſt, welchem Gebrauche auch wir ung < 

en werben. 

Uebrigens iſt einleuchtenb, daß man von den für eine gewiſſe Grundzahl 
neten Logarithmen zu den für eine andere Grundzahl berechneten üt 
kann, wenn man bie erflen durch einen conflanten Factor multiplicixi 
wollen allgemein durch log.. die Logaritimen aus dem Eyfleme von der 
zahl a bezeichnen und ea fei: 


yzlog.x, Y= log, x, 
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man umgelehrt: 
= 47 ı — bY, a — — br, 

folst, wenn man nun bie Sogarithmen aus einem beliebigen Syſteme 
y log. = Y log. b 


log. a 
log. b 
Ben z den neper’fchen und Y den gewöhnlichen over brigg’ichen Lo— 
der Zahl x bezeichnet, fo hat man: 
Yz=ylo.e, 
w der Logarithmus von e aus dem gewoͤhnlichen Logarithmenſyſteme von der 
dzahl 10 genommen iſt. Die Zahl, durch welche man bie neper'ſchen 
men multipliciren muß, um bie entfprechenben gewöhnlichen Logarithmen 
erhalten, wird der Modolus genannt, un wir werben fpäter fehen, wie 
kan den Werth desſelben bequem berechnen Tann. 
6. 65. Da die Öleidhung: 


y— 
veihe gleichbedentend ift mit: 
pbt: 


log, x = log, x » 








log., x / 


x), 


dx 
dy = — log. e, 


B hat man umgekehrt: 
dx = xdy + log...e 
Ber: 


d-+a = 





og.,® 
wer endlich, wenn man x für y fest, weil die unabhängige Beränverliche mit 
x bezeichnet zu werben pflegt: 





de", ‚ar dx, 
og., e 
Isfervem hat man: 
| log., e _ or « . 
. Top a a' 


die im zweiten Theile dieſer Gleihung vorkommenden Logarithmen aus 
in beliebigen Syfteme, z. B. aus dem gewöhnlichen, genommen find; folg- 
“ 


log. a 
log. e 


d- a — 





+. a” dx, *) 


°) Diefes Refultat fann man nad dem Borhergehenden auch Teicht direct erhal- 
ten; denn wenn y — ar iſt, fo if: 


Ay _ „ıtr4x  gX 
Ax 4x -a. dx 
Sept man nun a? — 1, fo a = 14: und A=log. lite); 
folglich: 





5% 


alfo: 


oder auch: 









Der Differenzialcveffizient der erften Orbnung der Function y = e 
folglich die Differenzialcoefficienten oder abgeleiteten Functionen aller Orks 
gen find alfo mit ver urfprünglihen Function identiſch. Diefe charact 
und äußerſt merkwürdige Eigenfhaft gibt fchon zum Boraus den Grub 
weßhalb die Erponentialfunction e* und die Zahl e felbft in der Theorie | 
Sunctionen eine fo wichtige Rolle fpielt. Wir wollen der Kürze wegen: 





v=--8°, my=a 
log. 
fegen, fo fommt: 
d , | 
* = Vy, | 
oder nach der Newton'ſchen Bezeichnung ($. 42): | 
Y 
— = Vy, Ä 
x 
und außerdem weiß man, daß für x = 0 die Fluente y S 1 if. 
Wenn man fi aljo zwei Punkte &, n ($ig. 28) denkt, wovon FAN 






erfte auf der geraden Linie OX mit einer conflanten Geſchwindigkeit, ab 
Fluxion und der zweite auf der geraden Linie O’Y mit einer feiner Ent Hi 
von dem feften Punkte O proportionalen Gefchwindigfeit bewegt, fo daß er 
A oder um die Rängeneinheit vom Punkte O! entfernt ift, wenn ſich der Pad 
& in O befindet, und wenn man endlich annimmt, daß die conftante Gef 
digfeit des Punktes &, zur Einheit genommen, und baß die veränderliche Gi 





€ Ar 
Ax A ſRECCAD Tonli+e' 


€ 








und: 
dy 1 log. a 
ı 5* Tag. oe a =lg.a.m en... an, 
1 
weil aus (I — 2) = e folgt: 
log... (1 4 4) 1 log. e 
lg eng. — log. a ° 


Ax 
— | 
Ucbrigens Tann man die Orenze von — leicht unmittelbar und of 


Anwendung von Reipenentwidelungen erhalten, wenn man bemerit, daß fi 
jeden Werth von a, b, Ax iſt: 


Ing. a 
lug.b ° Ax 





„IX _ b 


Wenn y m f(x) = as if, fo ik auf f(x) = log. a. ar u 
4 (5) = log. y, folglich: 


winvigfeit des Punktes m = V iſt, wenn derfelbe durch den Punkt A geht; 
ſtellen die veränderlihen Entfernungen OE, O'r, in jedem Augenblicke vie 
ſerthe ver Beränderlichen x, y dar, oder mit andern Worten, die Aluente 
E iſt in dem Logarithmenſyſteme von der Grundzahl a der Logarithmus der 
die Fluente On dargeftellten Zahl, 

Wenn man die Gefhwindigfeit V der Einheit oder der conftanten Ge— 
winbigfeit des Punktes & gleich annimmt, welches die natürlichfte oder am 
willkührliche Vorausſetzung ift, welche man machen fann, fo ıft OS 
setürliche oder neper’iche Logarithmus von O%ı,. 

Gerade auf diefe Weile hat fih Neper bie Entftehung der Logarithmen 
Wacht, und er hat ebenfo der Vorläufer Newton's bei der Erfindung der 
heorie der Fluxionen fein müflen, wie Kepler und Cavaleri als die Bor- 
fer Leibnis’s in der Theorie ber \nfinitefimalgrößen betrachtet werden 
men 


Es iſt fehr bemerkenswerth, daß Neper, dem gewöhnlihen Gange der 
iefinder entgegen, die logarithmiſche Function ummittelbar durch ihren wefent- 
Ben und hervorragenden Character vefinirt hat, ftatt von ihren ſecundären 
Beenfchaften auszugehen, aus welchen man noch jebt die Logarithmen in ben 
Iennien ableitet, und welche die Grundlage ihrer gewöhnlichen Anwendun- 
en bilden. 

$. 66. Wir Haben vorhin aus dem Differenziale der logarithmiſchen 
machion das der Erponentialfunction abgeleitet; es läßt ſich aber auch ganz 
fach daraus das Differenzial der Function x” ableiten, indem der Erponent 
seinen beliebigen reellen, pofitiven, oder negativen, commenfurabeln, oder 
weumeniurabein Werth hat. Denn aus: 


y—= x, 


Net: 
log. y = um log. x, 
ws wenn man bifferenzirt: 












m dx 
00x 
olglich: 
dy — m I dx = wmm-i dx, (a) 
x 


Aber alddann feßt der Beweis diefer Ietten Formel den der Binvnual- 
ermel voraus, wenigftens für den Kal eines ganzen pofitiven Erponenten, wv- 
egen der zuerft gegebene Beweis verfelben Bedingung nicht unterliegt und 
a Gegentheil zur Aufftellung der Binomialformel dienen kann, wie man in 
er Folge fehen wird. 

Umgefehrt, wenn die Kormel (a) bewiefen ift, fo ergibt fich daraus bie 
Heitung der Iogarithmifchen Kunchtion. Denn wenn yx die Function log. x 
id x ihre unbelannte Ableitung bezeichnet, fo hat man: 

PC) = max, | Ä 
id wenn man nad der Regel für die Differenzirung der mittelbaren Functio⸗ 
m differenzirt, fo erhält man: 
eo. x 


' (x) . F 
er vielmehr wegen der Gleichung (a): 
zug/(x®) = xyx. | 


Diefe letzte Gleichung Tann nur in ſo fern für bellebige Werthe von x 
id m ſtattfinden, als xx ſich auf eine Eonflante reducirt, deren Werth man 





= mgy'x, 
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erhält, wenn man in dem erſten Theile der Gleichug m = e ſett. 
man alfo diefe Eonftante g’ (1) mit k bezeichnet, fo kommt: 
x 


g'x = zı oder do» log. x. 





i 





' 


x “ 
woraus ſich alle vorhin erhaltenen Refultate wieder ableiten Taffen. 

$. 67. Wir wollen nun zu den trigonometrifchen Functionen 
und zunächft 





ysz=sin x 
fegen, fo haben wir, wenn wir auf biefe transcendente Function unnitefl 
wieder den Begriff der Grenzen anwenden: 

in. — |x 
Ay sin. (x+fx)— sin.x en 2 1 
—— 
> 41x 


Der Factor cos. (x + * Ax) convergirt gegen bie Grenze ar 
wenn Ax gegen Null convergirt und ber Factor: 


sin. At Ax 
— — 

* Ax 
bat die Einheit zur Grenze, wenn Ax gegen Rull convergirt. Denn aus 
Identität: 








= cos &, 
tang.& i 

folgt, daß das Verhältniß des Sinus zur Tangente die Einheit zur 

bat, wenn der Bogen gegen Null convergirt, und außerdem ift nach einem 


fannten Principe der Geometrie die Länge eines Kreisbogens immer größet 
als die feines Sinus und Feiner, als die feiner Tangente. 





Folglich hat um fo mehr — ? die Einheit zue Grenze. Folglich if: 
I = cos.Xx, 
dx 
ober; 
d + sin. x = cos. x + dx, (b) 
Durch eine ganz ähnliche Rechnung fände man direct: 
cos. x == — alu. x + dx. (c) 


Wenn man übrigens ; 
folglich: 

N 
fett, fo erhält man: 


d + eos. x zu d + sin. z = eos. adz, 


co8. X = sin. z, 


min —x 


und da: 
da == — dx, eos. 3 z= sin. X 
it, fo kommt man wieber auf die Gleichung (c). 
Aus den Differenzialen des Sinus und Coſinus laſſen fi unn leicht di 
der übrigen trigonometriſchen Kunctionen ableiten. So hat mau 3. B.: 
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] detang.xmd iu. x _ cus. xd ein. x — sin.x+decon.z 


cos. x cus.? x - 
Ceas. x + sin.?x)dx dx 








cos.? x —  cus.?:x 


durch ähnliche Rechnungen findet man: 








d-cot.xm= — da 
sın.2x 
r sin.xdx 
d»+suec.x= 
cos.? x 
f cos. xdx 
d casec. x — — . 
siun.? x 


Aus y — sin. x ergibt ſich nach dem Vorhergehenden: 
dy = cos. xdx = „| 1—y? + dx, 
R man hat daher umgekehrt: 
dx dy 


vioy 





' 





Der: 

dy 

1—x? 

ber wenn man y mit x vertauſcht, um bie mmabhängige Veränverliche immer 
x zu bezeichnen: 





d +» are ain. y — 





eo) Wenn y — tang. x, fo hat man auch: 
tang. x + tang. Ix 
Iy — tang (+ f) — tang. x = I-tmg.x. ang. Zu ang. x 


tang. Ax (1 + tang.?x) 





— 1 — tang. x tang. Ax ' 
folgli : 
JIy tang. fx 1 + tang.? x 
— ZZ — — — — — — 
dx dx 1 — tang.x tang. Ix’ 
und: 
dy 1 
«=! + tang.? x == sen. x ⸗ Doz 
oder : 


dx 
y= cos.?x’ 





sin. x 
Oder wenn y == lang.x = Son x’ iR, fo if: 
dy — pein· 4) x] _ sin.dx 1 
dx 4x |cos.(x-+4x) cos.x3 HAx  cos.(x+4Ix)cos.x’ 
ſolglich: dy 1 dx 
de Con Ober dns 


Uebrigens erhält man alle diefe Refultate unmittelbar durch Anwendung 
der oben mitgeteilten allgemeinen Regel für die Differenzirung der zu⸗ 
fammengefeßten Bunctionen. 3. d. Ueberſ. 
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d.arcsin.x = — .* 
V1 — x⸗ 
Auf dieſelbe Weiſe findet man: 
d 
d»+arcc ce. x= — — —, 
vi x: 
ds 
d + arctaung. x = , 
1+ x 
dx 
d+arccft.x = — . 
1+x? 


Zur Interpretation aller diefer Sormeln muß man fich vorftellen, d 
der Halbmefler des Kreifes zur Einheit genommen iſt, die Sinus und ( 
pofitive oder negative echte Brüche find, deren Zahlenwerth, alſo zwifche 
und der Einheit liegt. Was die Kreisbogen anlangt, fo find dieſelben 
wendig Zahlen, welche auf dieſelbe Maßeinheit bezogen werben, als vb: 
nus, Cofinus, Tangenten ꝛc., weil fonft die Formeln nicht homogen 
und die Relation: 
sin, € 


Grenze von 


keinen Sinn hätte. DieBogen müffen alſo nicht durch die Anzahl ihrer 
- fondern durch die Verhältniffe ihrer Länge zu der Länge des zur Einhe 
nommenen Halbmeſſers gegeben fern. Wenn ein Bogen in Seragefimal 
durch die Zahl X ausgevrüdt wäre, fo erhielte man die Zahl x, we 
die Formeln fubftitnirt werden muß, durch die Proportion: 
1800: X = m! x, 

wo 7, wie gewöhnlich, die Länge des halben Kreisumfanges von dem 
meffer gleich 1 bezeichnet. 

Wenn man die Seragefimalfecunde zur Winfeleinheit nimmt, wie 
bei genauen Rechnungen gefchieht, und der Bogen wird in Secunden 
die Zahl KU ausgebrüdt, 1 * bie, Zahl x durch die Proportion: 

6 0: 


UZıTı.x 





beftimmt, woraus folgt: 
xu 
206264,81... 
Dft muß man den Werth eines Kreisbogens in Graben fennen, 
Lange der des Halbmeffere des Kreifes gleich ift, und dieſer Be: 
= 57° 17 44", 81 —= 206264”, 81. 


*) Wenn y— fix) = sin.x if, ſo iſt (x) = cos. x = Vi. 
2(y) = are. sin. y, und folglich nach der Bormel: 


'()e rn (y) =. 
9 (y) f(x) iſt (y) C0S.x ey 
Oder, wenn x — arc. sin. y iſt, ſo if y= sin. x, cos. x — V 
Ax 4x 
Ay = sin. (x + 4x) — sio.x = 2sin. 2. cos. (x + 7), fi 
dx 
ua, 2 ._ 1 0 »__[AM 1 
/ = — 
45 si — cos. (x+4x)' dx cos. x S1-y» 


3. d. Ueber 


Aus den Gleichungen (b) und (c) folgt: 








d?2 + sin. x _ sin. x d? » eos. _ 
dx2 — . N dx? u — (08.X, 


Die beiden Functionen y — sia.x, y=cos.x haben alfo die fehr merfwür- 
dige gemeinfchaftliche Eigenfchaft 2 welche durch die Gleichung: 
J 


mn! 
x 
ausgedrückt wird. 
Hieraus ergibt fi) unmittelbar : 
d?' . sin, x d?' . cos.x 
EEE de — + 5 . — — 
—BSin.x, a7 cos. x, 
dit. sin.X_ 08. x ditl cos.x _ u (4) 
‘ ur 7: Pa Ar 777: ne 


vo die oberen ober unteren Zeichen genommen werben müflen, je nachdem bie 
ganze Zahl i gerade oder ungerade ıfl. 
$. 68. Aus den folgenden Beifpielen fieht man, welchen Weg man bei 
der Differenzirung zufammengefeßter Functionen einfchlagen muß. 
fei zu differenziren: 


(0 fee y= (x + b) 
man: 


ax - bu, 
folglich : 
y= u, dy = ou®-! du, da = max"-I (x, 
und alsdann hat man: 
dy = mna (ax® + b)"-! xu-1 dx, 
2) y = log. sin. x, 
fo fege man: 


sin.x = u, 


fo if: 
du 
y = log u, dy = du = cos. x dx, 
und endlich: 
dx 
dy — —, 
tang.x 


3) =ke’)r+Yyirxl, 
Penn man hierbei zwei Hülfsveränverlice: 
u_ı yi+r, z1+rx, 
anwendet, fo erhält man: — 
v 











y=, du =dx $ —— , dv = 2xdx, 
u 2/ v 
und nach verrichteten Reductionen: 
y= dx . 
— 
1 


nn re nn © 
Yyrı — 2rır co.x + rl? 





4)  „- 
Man fee: 
fo iſt: 


u=r! — ?rr cos. x + 2, 
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— — — — —— 


‚= 1 ya, du 20 sin. xdx, 


a 2u3 





und folglich : 
rer! sin. x dx 
dy = — — nn 1) 
“ (2 — 2rrics x + r'2)3 


Bweites Kapitel. 


Bergleichung der Iogarithmifchen, Erponentials und Kreistrang: 
cendenten, — Moivrefche Formel und Grundbegriffe über die Theorie. 
der Winkelſchnitte. 





I. Bergleicher der logarithmiſchen, Erponential= und Kreistranscendenten, 


$. 69. In dem vorhergehenden Kapitel find die Regeln zur Differenzi- 
rung der Erponential=, logarithmiſchen und Rreisfunctionen angegeben, welches 
die einzigen transcenventen Functionen find, die man in der Elementarmathe- 
matik betrachtet; allein dieſer Gegenfland muß in verfchievenen Beziehungen 
gründlicher unterfucht werden, weil er ven Rechnungen ver höhern Analyfis 
zur Grundlage dient. 
Im BVorhergehenden haben wir gefehen, daß Neper von einer mit ber 
Differenzialgleichung : 
dy . 
x =y, (a) 
x 


gleichbedeutenden Relation ausging, um die Erponentialfunction : 
y=e 
oder, die logarithmiſche Function: 


x — log. y, 
welche das Umgekehrte der erften iſt, zu definiren. In der That drückt biefe 
Differenzialgleihung in Verbindung mit der Bedingung, daß x für y— 1 
verſchwindet, den wefentlichen Character beider transcendenten Functionen aus, 
indem fie das fehr einfache Geſetz beftimmt, nach welchem ſich diefe Functio⸗ 


nen fletig ändern. 


e) Die folgenden allgemeinen Formeln verdienen hier noch bemerkt zu werben: 
Benn y— (z))« iR, fo it = DC) . fa). 


dy log.a 
Benn y — afallift, fo if dx log.en. a) ze 12). f(x). 

dy f/(x) log.e f’(x) 
Wenn y = log. f(x), fo Ro. =1l0g.0. TO) — Toga fa) 





Wenn y = sin.f(x), fo if 7 == cos, f(x) . f(x) 


Wenn y == arc. sin.f(x), fo if zZ = FEN -f@&). 
3. d. Uebel. 
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Die Definitionen, welche man in den Elementen der Arithmetik und Al⸗ 
ebra von den Logarithmen gibt, drüden nur fecnndäre Eigenfchaften der der 
— Function aus und ſind nur Folgerungen aus der urſprünglichen 

efinition. 

Nach der Form der Gleichung (a) fieht man leicht ein, welche Rolle die 
Srponentialfunction in dem Ausdrucke einer Menge von Naturericheinungen, 
mb namentlich derjenigen fpielen muß, welche fi) unter dem generiihen Na- 
nen der Phannmene der Abforption oder allmähliger Erlöfchung zufammenfaflen 
offen. Wenn man fih z. D. einen bewegten Körper in einem widerſtehenden 
Mittel denft, durch sei Wirkung er fortwährend einen Theil feiner Ge⸗ 
chwindigkeit verliert; ſo iſt der Wiberfland des Mittels oder die Abforption 
ser Gefchwindigfeit ın einem unendlich Heinen Zeittbeilchen offenbar von ver 
Zeſchwindigkeit des Körpers abhängig, indem derſelbe mit dieſer Geſchwindig⸗ 
eit zunimmt, verſchwindet, wenn bie Gefchwindigfeit Null wird, fehr Hein 
leibt, wenn vie Gefchwinbigfeit fehr Hein iſt, und folglich für fehr Feine 
Berthe der Geſchwindigleit nahezu der Geſchwindigkeit des Körpers in jedem 
Ingenblüte proportional ft (6. 5). Mean bat aljo eine Gleichung von der 
rm: 


t 
vo y die als ſehr Fein vorausgeſetzte Geſchwindigkeit, t die Zeit und k einen 
urn R Gleichung verwandelt fich 


d 

= = y, 
venn man x — — kt fegt, und den Werth von y in dem Augenblide, wo 
— 0 oder x = 0 if zur Einheit nimmt, und aus biefer Testen Gleichung 
olgt: 


 yzeZz er, ode = log. y. 


Aehnliche Schlüſſe Tießen fi auf die allmählige Erloſchung des Lichtes 
nd der Wärme in abforbirenden Mitteln, auf die Verlufte der Wärme und 
lectrieität in Folge der Ausftrahlung der Oberflächen, ober der Berührung 
ined umgebenden Mitteld und auf alle ähnliche Erfcheinungen anwenden. 

$. 70. Nach der weiter oben (6. 51) angegebenen Bezeichnungsart der 
eftinmten Integrale, Tann man fehen: 


log. y =j'a 
ı 7 
ey 
1 x 


Die logarithmiſche Function iſt alfo nichts weiter, wie ein beſtimmtes In⸗ 
gral, und wir ad fie nicht blos eine transcendente Kunction ge- 
annt, weil fie ſich bis jetzt nicht Hat algebraifch ausdrücken laſſen, fonvern 
eil fie, wie fpäter bewiefen werden wird, weder explicite noch impliette durch 
nen algebraifhen Ausdruck dargeftellt werden kann. Diefer Betrachtung zu- 
Hge müſſen wir die beflimmten Integrale in Zukunft als neue transcendente 
unctionen anfehen, fo oft fie fi nicht algebraifch over durch andere bereits 
ekaunte transcendente Functionen auspräden laſſen. 


er: 
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Die transcendente Zahl e ift der Werth, welchen man ber oberen Grenze | 
des Sntegrales beilegen muß, damit der Werth deffelben der Einheit gleid 
wird, oder mit andern Worten, eo ift eine Conſtante, welche implicite durch die 


transcendente Gleichung : 
VA dx _ 
x" 


1 
$. 71. Geſetzt, man fuchte eine Function ꝙx von folder Befchaffenfei, - 
daß für alle Werthe von x und z die Gleichung ftattfindet: - 
gı tgz=gp (x:). b . 
Sest man in diefer Gleichung z = o, fo ergibt fich daraus: 
‚. 9x. + 9(o) = %9(o), , B 
fo daß, wenn Y(o) irgend einen envlihen Werth hätte, ꝙx für alle Werte 
von x Null wäre. Die gefuchte Aunction erfährt alfo für x = o eine im 
terbrechung der GStetigfeit. 
In derfelben Sleihung wollen wir z = 1 feßen, fo erhalten wir: 
9x + y(l) = ya), war ygli)=o. (b,) 
Die Gleihung (b) fann man in Beziehung auf x und in Beziehung auf 
z differenziren, indem man darin fucceflive x und = als veränderlich betrad- 
tet, wodurch man nach befannten Regeln erhält: 
yx = ıy!(xz), px = xy'(xe), - 
und folglich: 
xp'x — zz, 


Die Function 9 ift alfo fo befchaffen, daß das Product xy'x von x unab 
bängig ift, fo daß man hat: 

xıp'x=k, 
wo k eine beliebige Conftante bezeichnet, oder: 

dyx _ k 

ix — x! 
und da die Function yx für x —= 1 verfohwinden muß, fo ergibt ſich aus 
biefer legten Gleichung: 


=kf" dx — klog.x, 
1 x 


In der That drüdt die Gleichung (b) die Eigenfchaft aus, welche der 
gewöhnlichen Anwendung der Logarithmen zum Grunde liegt, und wir hätten, 
wie man eben gefehen hat, von dieſer Gleichung oder von der Eigenfchaft, 
welche fie ausdrückt, ausgeben fünnen, um das Differengial der logarithmiſchen 
Function zu finden. 

$. 72. Es werbe ferner eine andere Function u gefucht, welche durch 


die Gleichung: 
x» Vz —WUlx + z) (cd) 
haracterifirt wird, woraus folgt, wenn man z — o feßt: ce) 
(0) = 1. c 
Wenn man die Gleichung Cc) in Beziehung auf x und in Beziehung auf 
2 bifferenzirt, fo Pi ie ar ey ick +) 
x 0 = x 2 x + Z um x 3 
und folgfid: ’ 
— 


Tr Tu 
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Es muß alfo: 








/ d 
vr = a, oder m == allıx, 


o a eine beliebige Conſtante bezeichnet, welche wir zunächft als reel voraus⸗ 
sen wollen. Run wiflen wir aber aus dem Vorbergehenden, daß die Func⸗ 
on von x, welche diefer Differenzialgleihung und der Bedingung (0) —1 
enügt, folgende ıft: * 
— e*? 

nd in der That iſt die Gleichung (e) nichts weiter, als der algebraifche Aus- 
ru der Grundregel für die Rechnung mit Potenzen, fo dag wir von diefer 
Sleihung hätten ausgehen fünnen, um direet das Differenzial der Crponen- 
ialfunction zu finden. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Eonflante a imaginär ober von ber 
om @x + 8 Y—1 fei, fo wird die Function Ax felbft eine imaginäre 
Größe von der Form: — 

ſx + fx: VDT (8.1. 
Denn die Gleichung: 
d dx = (a+B v_1) vx dx (d) 
um mit einer deſto größeren Annäherung durch: 
IA-Ux=(a+ ev—i) Uıx Ax 
rjeßt werden, einen je Heinern Bruch man für Ax nimmt. Wenn man z.B. 
egen WO) — 1 die Differenz Ax = 0,001 nimmt, indem dieſer Werth 
on Ax als eine fehr Heine Größe der erflen Ordnung betrachtet wird ($. 44 
nd 45); fo erhält man, wenn man bie fehr Heinen Größen der zweiten Orb- 
ang binwegläßt: — 
COGOIM) = 1 + 0,001 (a +B VCI), 
» (0,009 =[1 + 0,001 (a+ BY —1)l, 


% (0,003) =[1 + 0,001 (a + EV I), 


u. ſ. w. 
id alle dieſe Werthe der Function U laſſen fih auf die Kom: 
+» v_-1 
rückführen. Da der Fehler, welcher durch die Subftitution einer endlichen 
hfferenz Ax für das Differenzial dx begangen wird, beliebig verkleinert wer- 
a kann, fo folgt nicht blos, daß es wirklich eine Function: 


Yx fr + fx vr—_1i 
bt, welche die Eigenfchaft befitt, den Gleichungen (c) und (c,), und folg- 
der Gleichung (d) zu genügen, fondern auch, daß die in der Yunction 
x vorkommenden reellen Kunctionen fx, fx für einen beliebigen Werth von 
mit einer unbeſchränkten Annäherung numerifch berechnet werben können. 
Wegen der Gleichung (c,) hat man: 
0) - 1, 2I(0) = 0, (e) 
id wegen der Gleichung (e): 
KANNE -Neict)+fat)Y—1, 
oraus ſich die Formeln: 
k- ı — ık- =f(x + 2),) ch 
fx-fz + fx: fs =/(x +2), ) 
geben, aus venen fogleich mehrere Kolgerungen gezogen werben follen. 
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Da die Gleihung (e) nichts anders ift, als der algebraiſ 


Ge Ausdruck 
der Regel für die Rechnung mit Potenzen, fo folgt, daß wir, felbft wenn bie 


Conſtante a imaginär iſt, die Function x, welche die Eigenfchaft beſitzt, den 
Gleichungen (ec) und (c,) zu genügen, = e: ſetzen fönnen; denn © 

man eine Zahl nicht zu einer Potenz mit einem imaginären Exponenten 

Tann, und folglih der Ausdruck eo“, wenn ax imaginär ift, feine mögli 
arithmetifche Operation ausprüdt, welde fi) genau, oder annäherange 
ausführen läßt; fo muß man doch nothwendig zu einem genauen Nefultate ge» 


r 
= 


L 


langen, wenn man auf einen folhen Ausdruck, der Natur der Function ge 


mäß, welche er ausprüdt, die Regeln ver algebraiihen Rechnung anwendet, 
6. 73. Da die transcendente Junction: 


y=sin x 
die Kigenfchaft hat, ver Differenzialgleichung : 
y= cos xdx, (g) 
ober: 
dy * vV1—y a dx, (8) 


zu genügen, fo fann man von ber — Bedeutung der Function y 
abftrahiren und fie durch die doppelte Bedingung characterifiren, daß fie zugleich 
mit x verfchwindet und nach einem durch die Gleichung (39 ausgedrückten Ge- 
feße fletig zunimmt. 


Man kann auch die umgefehrte Function als ein beflimmtes Integral ber 


trachten und feßen: 


Y d 
arc. sın.y = — 
0 


oder wenn man x für y febt 
X dx 


arc. sin. x — — | 
vi—x2 


0 
fo daß die transcendente Zahl m durch die Gleichung: 


ro 1 dx 
TI Ye 
0 
ausgebrüdt wird. 


Die Sleihungen (E) und (g) ſtimmen für vie Werthe von y zwifchen 
— 1 und + 1, oder für die Werthe von x zwifhen — I un + ix 
überein; aber wenn x größer wird ald 1 7, fo muß man nad dem, was bie 
Trigonometrie über die Veränderung des Beidens des Coſinus lehrt, für die 
Gleichung (x59 die Gleichung: 

dy=— Yi-y? + da (89 
fegen. 

Es iſt in der That nicht möglich, dag die Gleichung (59 für reelle Werthe 
von y flattfindet, nachdem die Veränderlihe x, welche als unabhängig betrach⸗ 
tet wird, und deren ftetige Zunahme folglich durch nichts befehranft wird, den 
Werth überſchritten hat, für welchen y = 1 iſt; denn da alsdann dx pofitio 
iſt und vie Wurzelgröge Vi—y? pofitiv genommen wird, fo wäre dy pofitiv, 


folglich würde y den Werth 1 überfehreiten und vie Wurzelgebße Y i--y? wiirde 
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—— 


folglich Kap * Bit geſchehen kann, ohne daß dy und folglich y ima- 


$. 74. Um aber bireet zu beweifen, daß man von ver Gleichung (x) 
zu der Sleihung (5) übergehen muß, ohne etwas aus ver Trigonometrie zu 
entlefnen, weder in dem Beweiſe, noch in der Definition der Function y, 
wollen wir zwei Zunctivnen fx, fx betrachten, welche gleichzeitig durch das 
Syſtem der beiden Differenzialgleichungen : 

d 





. fx — fxdx, (i) 
d+Ix = — fxdx (1) 

in Verbindung mit den Bedingungen: 
(0 = o, f(0) = 1 (i,) 


beftimmt werben. 
Aus dieſen Gleichungen ergibt fich: 
Jxd-k+hkd- kN, 


1d- [9 + | 0, 


u (MI: + (8)? = C, 
wo C eine beliebige von x unabhängige Zahl bezeichnet. Aber die Gleichun- 


gen (i,) geben: 
(0)2 + (MD? = A, 


folglich iſt: 

(SD? + (Kr)? = 1. (k) 
So lange nun fx für zunehmende Werthe von x von dem Werthe Null bie 
zu tem Werthe 1 übergeht, ift d + fx, fo wie dx pofitio; folglich iſt fx ver⸗ 
möge der Öleihung (i) pofitiv und man hat: 

fx V1— (fx). 

Wir wollen den Werth von x, für welchen fx = 1 und folglih fx — 0 
ft, mit 4 7 bezeichnen, fo ift dfx vermöge der Gleichung (j) negativ ımb fx 
nımmt für wachfende Werthe von x fo lange ab, als fx pofitiv if. Für grö- 
Bere Werthe von x als 4 m wird die Function fx, nachdem fie durch Null ge- 
gangen ift, negativ und gleich: 

— 1 —(fD}. 

Die Function fx nimmt alfo zn beiden Seiten ihres größten Werthes 

4a) = 1 ſymmetriſch zu und ab, fo daß man hat: 
Gr t9)=flir — 2), 
und folglich: 


fir) = 0) * 0, (Ad) = — 1. 

Wenn die unabhängige Veränderliche x den Werth mr überfchreitet und fx 
negativ iſt, fo iſt d + fx negatis und fx nimmt fortwährend ab, indem fie 
negative Werthe annimmt. Da nun fx für gleiche Zahlenwerthe von fx mit 
entgegengefeßten Zeichen den Werth nicht ändert, fo hat man auch: 

, Sa +)=fle — 3), 
und folglid: 


SD) = — )= —1,fQm) = 0. 

Wenn x den Werth 1 m überfchritten hat, fo wird fx wieber pofitiv, fx 
fängt wieder an algebraiſch zugunehmen, indem es immer größere Zahlenwerthe 
darchläuft und nimmt zu beiden Seiten des größten Werthes 37) = — 1 
ans dem bereits angegebenen runde ſymmetriſch ab und zu, fo daß man hat: 


UirDI=/GT — 2), 
far) = fan) =0, fan) = 1. 


oder: 


and hieraus folgt: 





und endlich: 
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Die Werthe von fx und fx werben nun wieber biefelben, wie für x 0, 
fx) durchläuft dieſelbe Reihe gleichweit von einander abflehender Werthe und 
des Intervall der Periode iſt gleich 2. 

Ebenſo fünnte man den periodiſchen Lauf der Function fx unterfuchen und 
diefe Unterfuhung auf negative Werthe von x ausdehnen. 

Die Regel für die Veränderung der Zeichen der Sinus und Eofinus, 
welche in der Trigonometrie nur durch Induetion und durch Nachweifung ber 
Richtigkeit der Formeln, wenn man fie nad diefer Regel auf Bogen. die grö- 
Ser find ald der Quadrant oder aud größer ald der ganze Kreisumfang er- 

edit, bewiefen wird, ergibt ſich alfo in ber That aus dem Gefehe ver Er- 
zeugung diefer Functionen, abgejehen von jeder geometrifchen Bedeutung der 
Veränderlichen x und der davon abkängigen Functionen. 
F. 75. Wir wollen nun die Junction: 


vx = co.x + sin. x · CIT 
betrachten, ſo gibt die Differenzirung derſelben: 
Vx = — sin. x + cos. x VA Ux« v4, 
ober: 
Hr _vZ. 


x 
Außerdem reducirt fih die Function dx für x — 0 auf bie Einheit, folg- 


. lich Tann diefe Function durch eo -1 ausgedrückt werden ($. 72) und man hat 
die Fundamentalformel: 
ev —l — cos. x + sin.x «+ v—_ . A) 
Die Functionen cos. x, sin. x haben offenbar die Eigenſchaften, welde : 
die Functionen fx, fx vermöge der Gleichungen (Ce) und CF) haben müflen. 
Wenn man das Zeichen der Wurzelgröße in der Gleichung (A) in das 
entgegengefeßte verwandelt, jo erhält man: 


e’-1— co. x— sin.x VXI 
und folglich ıft: 
‚zZ, r'/'Z 
c8.x_ them 


2 
v_ (B) 


— — ei — 1 

2 

Diefe Formeln, welche häufig in der Analyſis angewandt werben, find 
zuerft von Euler befannt gemacht, welcher fie feinem Lehrer Johann Ber- 
noulli zufchreibt. 


‚  &benfo könnte man auch alle übrigen trigonometriſchen Functionen durch 
imaginare Erponentialgrößen ausbrüden und es iſt z. B.: 


ei _e-m'-1 1 ei’ __1 


sin.x — 


taug.x —CT 


‘ 


1 ee’ -1 + — — = V-1 — 
$. 76. Die Gleichung (A) gibt ferner: 
sv A = log. (cos. x + sin.x + v—_1), 


und wenn man x — 2im ſetzt, wo i eine beliebige ganze pofitive, oder ne- 
gative Zahl bezeichnet, fo erhält man: 
lg. -1=2ir V—. 
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an alfo die Bedeutung der imaginären Erponentialgrößen und folglich vie 
imaginären Logarithmen beftimmt ift, fo ergibt fih, daß die Einheit 
adlich viele imaginäre Logarithmen Hat, außer dem reellen Logarithmus 
I, welcher i = 0 entſpricht. Hieraus folgt auch, daß jede beliebige po— 
e Zahl unendlich viele imaginäre Logarithmen hat; denn vermöge der iden⸗ 
ven Gleichung: 
azarxi 
man : 
log. a= (log. a) + log. 1 = (log a) + 2in Vi, 
(log. a) den reellen Logarithmus von a bezeichnet. 
Auf dieſelbe Weife fände man: 
le (-N = (2i 4 1) & VCAI, 


og. (-2) = (log. a) + le. (1) ⸗ Cloæ. a) 4 (2i 4 1) x VCI, 
aus dieſer letzten Formel geht hervor, daß die Logarithmen aller negativen 
Men ſämmtlich imaginär find. 

Endlich Hat man die Werthe: 


log. (— ’‚D= Air aV—A. 


Es gibt in der mathematifchen Analyfis Fein merkwürdigeres Factum, als 
en unerwarteten Zufammenhang, welder fi) durch Anwendung des alge- 


ichen Zeichens Y’—1 einerfeits zwifchen ven Erponentialfunctionen und den 
onometrifchen Functionen andererfeit8 zwifchen den Logarithbmen und ben 
isbogen, d. h. zwifchen Functionen herausftellt, welche verſchiedener Na⸗ 
und ſo verſchiedenen Urſprungs zu ſein ſcheinen, wenn man nicht auf das 
ſetz zurück geht, welches zwiſchen ihren Differenzialveränderungen herrſcht.“) 


*) Es wird nicht unzweckmäßig fein, hier auch die geometriſche Bedeutung 
der imaginären Ausdrũcke YV —1,a Fb VY —I oder cos. c+ N —1 sin.a 
näher nachzuweiſen. 

Wenn man ausprüden will, daß eine auf einer geraden Linie OX (Fig. 7h) 
von einem feflen Anfangspunfte O aus genommene Länge VA — r in einer 
entgegengefesten Richtung OX“ genommen werben fol, fo gibt man bekannt» 
lih der Größe r das entgegengefeßte Zeichen — oder multiplicirt fie mit —1. 
Um aber auszudrüden, daß man von der Richtung OX zu einer im Anfangde 
punkte O darauf ſenkrechten Richtung OX’ übergeben oder die Länge r auf 
diefer letzten Richtung nehmen foll oder will, ift bie jebt fein allgemein ge» 
bräuchliches Zeihen angewandt, und um dieſes Zeichen, welches zugleih al- 
gebraifh brauch bar fein muf, aufzufinden, wollen wir nad der Analogie 
annehmen, daß diefer Uebergang analytifh dadurch bewerfftelligt werde, daß 
man die Länge r mit irgend einem unbeflimmten Bactor 2 multiplicitt, wo⸗ 
durh man Ar erhält. Bemerken wir alsdann, daß der Uebergang von der 
Richtung OX zu der Richtung OX' ganz derfelbe fein muß, als der Uebergang 
von der Richtung OX’ zu der Richtung OX“, fo muß man, um die Länge r 
von der Richtung OX’ auf die Richtung OX“ analytifh zu Übertragen, bie 
Größe Ar nochmals mit 2 multipliciren, wodurch man offenbar Aır= —r=—0A'', 
folglid = ENT erhält. 

Um alfo analytifh auszudrüden, daß die auf einer der vage 
nach befannten Linie oder Are OX genommene Länge rauf ei» 
ner im Anfangspunktte O darauf ſenkrechten Richtung genom- 


men werden foll, muß man diefe Länge mit V —1 multiplici- 
ren. — Es iſt alfo damit die geometrifche Bedeutung bes imaginären Aus- 
6 


Cournot, Theorie der Functionen ır. 
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1. Moivre'fche Formel und Grundbegriffe über die Theorie der Winkelſchniue. 


6. 77. Wenn n eine ganze pofitise Zahl bezeichnet, fo ergibt fich am 
der Gleichung (A): — 
en’ — cos.nx + sin.nx V—A, 
und folglich : — | 
(cos.x + sin.x » v_—y= cosnx + sin. nx - VAMÆ. (€) 


drudes V —1 volfländig nachgewieſen. Offenbar bezieht fh — \ 
auf die Richtung OX. Man könnte folglich +V 1 vas Zeichen der Per 
pendilularität nennen. 

Es 1äßt ſich nun auch Leicht der Coefficient z finden, durch welchen ma 
eine auf der befannten Richtung OX genommene Länge mullipliciren muf 
um fie algebraifh auf eine Richtung OR zu übertragen, welche mit jene 
einen beliebigen Winkel & bildet (Big. Tec). Denn wenn man von {rgem 
einem Puntte M der Richtung OR cin Perpendikel MP fällt, fo wird de 
Weg OPM, wenn man nad dem vorhin Gefagten die Richtung von MI 
in Betracht zieht, ausgedrückt durd: 


OP + MPY 1, 
und die gerade Linie OM wird ihrer Länge und Richtung nach ausge 
drückt durch: 0 
0 M. 


Da aber beide Wege von dem Suntte O nad demfelben Punkte M führen, fi 

müffen fie, ſobald man nicht blos die Längen, fondern au die Rig 

tungen der geraden Linien in Betracht zieht, als gleich betrachtet werben 

Man hat daher: — 
a„.0OM=0OP+PMV-—1, 

folglich: 

. OP — 
a=oy + oy Y -1=msu+ sinu. 


Benn man alfo mit diefem Coefficienten „ die urfprünglide auf OX genom 
mene Fänge r multiplicirt, fo wird fie analytifh auf die Richtung OR übe 
tragen, welde mit OX einen beliebigen Winkel « bildet. Man kann We 
Eoefficienten daher ſehr ſchicklich den Rihtungscoefficienten nenne 
Hieraus fieht man, daß eine gerade Linie von der Länge r in Beziehung au 
eine der Lage nach als bekannt angefehene Linie, fowopl ihrer Länge, al 
ihrer Lage nah volftändig ausgedrüdt wird durch: 


r.(cos. a + sin.o. YOD=r . ei, 
und wenn fie nicht durch den Anfangspunkt O, fondern durch einen befichige 
andern Punkt U‘ oder 0 von OX (Fig. 7d) geht. burg: 


+ a+r(eos.a + sina. v1 — ta + reeV 1, 
wo 00° = 00" — a gefeßt iſt und r immer als poſitiv angefehen wirt 
Bon diefen Principien Taffen fih in der Geometrie, Trigonometrie ıc. Di 
ausgedehnteftlen Anwendungen machen. Betrachten wir 3. B. das cben 
Dreied ABe ($ig.7e), fo haben wir, wenn AB als fefte Are betrachtet wird 


AB=c, Ae=b (cos. A +sin.A. 17 —1), Be=alcos.(a—B)-+sin.(a—B),V—1 
— a(— cos.B + sin.B, Y'—1) 


Da nun aber der Weg ABe als dem Wege Ace gleich betrachtet werben muf 
fo hat man: 


b(cos.A+sin.A.V-N)—=c+n(-—-cos.B+ sin.B, VI, 


folgli : 
g b.cos.A=c—cosB, b, sin. A— a sin. B, 
welches bekanntlich zwei Grundformeln der ebenen Trigonometrie find. 
Ebenſo kann man durch Anwendung derſelben Principien leicht die Glei 
chungen ber Ellipſe, Hyperbel und Parabel ⁊c. finden. 3. d. Ueberſ. 


VAS ti, 
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Diefe Gleichung zerfällt in zwei andere, wie alle Gleichungen, worin 
mgleich reelle und imaginäre Glieder vorfommen. So findet man 3. B. für 
BR REED : 


cos.? x — sin.? x + 2sin.X cos. * VA == cos. 2x 4 sin. 2x» VCi, 
und dieſe Gleichung vertritt die Stelle der beiden bekannten Gleichungen: 
sin. 2x — 2sin.x cos. x, 
cos. 2x = cos. x — sin? x, 
Durch diefelbe Rechnung fände man für n = 3: 
sin. 3x = 3cos.?x — sin.’x, 
cos. 3x — cos.3x — 3cos.x sin.? x, 

Zur Berallgemeinerung diefer Refultate wollen wir bemerfen, daß ſich aus 
ber Sleichung (C) durch vie Veränderung des Zeichens der Wurzelgröße fol⸗ 
gende Gleichung ergibt: — 

(eos. x — sin. x» Y—1" = coos.nx — sin. xx ·-V —1I, 
ab ans der Verbindung dieſer letzten Gleichung mit der Gleichung (C) erge- 
ben ſich die Ausdrücke: — 

(cos. x + sin. x / —1)° + (cos.x — sin.x · / --1) 
ö— — — — — ——, 


cos. DX — 


in. — (cos. x + sin. x N —_(e08. x — sin. x + VN 
2Yy —1 
Wenn man die Potenzen dur die Binomialformel entwidelt, fo ver- 
ſchwinden die imaginären Ausdrücke, und man erhält: 
n(n— 1) 


cos. DX == c08.? x —— caos. 2 x sin.? x 
1+ 2 


nCa—1) (02) (n—3) 


IT cos.”-4x sin’x — cic. (D) 


+ 1.2.3.4 





Ha.nx — n cos. n’-!xsin.x— o-Do—I cos.-3x sin.’x+tetc. (E) 


1+.2+.3 
Diefe beiven Formeln enthalten nur eine endliche Anzahl von Gliedern, 
o oft m eine ganze pofitive Zahl iſt, wie wir hier vorausſetzen. 
S. 78. Wir wollen ber Einfachheit der Rechnung wegen: 
cos.x + sin.x Y-1lz=ıu,co.x—sin.x)y —=v 
egen, fo ift: — 
vw — 1,u+v= 2co.x,u— — 2dein.x V —I, 
mb die Binomialformel gibt wieder in dem Falle, wo n eine ganze poſitive 
Zahl iſt: 
2cs.x)" (+ =u-4+ — au-1v + 2 air u 7, 
der wegen ur = 1: 
(2 cos.x)" = (u" + — un? + 
, n(n—1) 
vor} o+ + 1°. 
Außerdem it aber: — 
us — cos. nx + sin. xx VCI, m cos. nx —sin.ox ) —, 


olglich: 


n(n—1) 
1 +2 


n?=4 + zu yn—2 + vn 


un? ...... 





6* 
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(2 cos. x)° = cos.nz + n cos. (n—2)x + - ea cos. (n—A)x + .. 
..... + 2 cos. (a4) x + n con (n—2) + cos. ax 

+ 1 [sia.ox + n sin.(n—2)x+ u sin. o-N)x + .... 

..... — let sin. n (n — 4) x—n sin, (n—2) x — sin. nx]. (m 


Der reelle Theil auf ber zweiten Geite befteht aus Gliedern, die pa 
weife einander gleich find, mit Ausnahme des mittleren Gliedes, wenn n ei 
gerade Zahl ift, und der imaginäre Theil befteht aus Glievern, welche f 
paarweiſe gegenfeitig aufheben, indem das mittlere Glied von ſelbſt verfchw: 
bet, wenn n eine gerade Zahl if. Man bat alfo für gerade Werthe von 
n(n—1) 








(2 cos. x)" — 2 [cor. ux + nco. (n—2)x + — cos. (n—A)x . 
on — Du > n(a—1).... (5+ 1) 

—— c08. 2x + — — 7 CF, 
12-3. (5—1) 1-3 7 


und für ungerade Werthe dieſes Exponenten: 
(2 cos. x) 2 [eo ox + nco (n—2)x + ie e— cos. (n—4)x. 
n—-3 
j lau ( 2) 
o—1 
1 , 2 — 3.... (-) 
Ebenſo findet man, je nachdem n eine gerabe ober ungerade Zahl iſt: 


n(n—1) 
1+2 








cos. x 1. (F,) 


(2 v— . sin.x)2 = (u—r): = u — nut-iv + 





un2y2, + 


n(a—1) 


0 


zw — nu? ut — ny-2 7 


U 3 
o.... +. 


oa(n—1) 
1 +2 


oo — Ncos (n — 2) x 7 cos, m x 


VTA [ein nx—nsin. (n—2)x+ sin (a-dx— 


= cos. nx — ncos. (n—2)x + cos. (n - 4)x. 


u. un sin. (n -2) x , sin. ax (m9) 


‚Wenn n eine gerade Zahl iſt, fo verſchwindet bie Reihe, womit — 
im zweiten Theile ber vorhergehenden Gleihung multiplicixt ifl, wie vorh 
und die Glieder des reellen Tieiles vereinigen fih paarweife, mit Ausnap: 
des mittleren Gliedes, fo daß man folgende Formel erhält: 
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_ * 2 (2ein. x)" =2[cos. nx—n co.(u—2)x+ n(u con Wh) —. 





n (a — 1) .„.... * — —* 
——- co. x $ — —— ‚, (6,) 
n 
1+2.3..(5—1) 122.3... 
min man bie oberen, oder unteren Zeichen nehmen muß, je nachdem > 


ae gerade oder eine ungerade Zahl tft, 

Wenn n eine ungerade Zahl ift, fo iſt es der reelle Theil des letzten 
heiles der Gleichung (m’), deflen Glieder ſich paarweife gegenfeitig auf- 
ben, während fich die des imaginären Theiles paarweife vereinigen. Wenn 
an auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens durch —I divivirt, fo er 
lt man: 


_ 1)? T(Zein. x) =?2 [sie ax—nsin.(n—2)x+ - er — sin. ((—I)x— ... | 


n(0a—1) ee ( ** ) 


+ — 
1228. ( 


. 79. Die von Moivre herrührende und feinen Namen führende For- 
el * gibt unmittelbar den Ausdruck der Wurzeln der Gleichungen von der 
orm: 








sin. x |. (G,) 


x _ 1=0, 
f welche befanntlich alle binomifchen Gleichungen zurückgeführt werden fönnen. 
Wir wollen zunäcdhft die Geichung: 


— 1 0, (n) 
dmen, und 
x cos. sin. + 
en; fo muß dieſer Winfel ꝙ Er beftimmt nm. "af der Gleichung: 
cos. np sin. n@ vAz=i 


enüge gefchieht, welche in die beiden anderen Gleichungen: 


cos.np = 1, sin. np = 





fält, denen unmittelbar genügt wird, wenn man $ — zir und folglich: 


x = cos * + sin. im, v-1, (pP) 
n 


t, wo i eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 
Wenn man für i fucceffive die n ganzen Zahlen: 








it, jo erhält man offenbar eben ſo viele verfepiebene Werthe für x, während 
in, wenn man für i ganze, pofitive ober negative Zahlen, aber größer 
3 na — 1 feßt, wieder auf die fehon erhaltenen Werthe von x kommt, wie 
eſes aus der Formel: : 

cos. \ 2(ka+r)r cos. (217 + = cos. (2rr 








, 
sin. u sin. sin. n 


0 r eine ganze pofitive größere Zahl als n und k eine beliebige pofitive oder 
egalive ganze Zahl bezeichnet, erhellet. 
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Die Gleichung (p) gibt alfo eben fo viele verfchiedene Sure nach ber 
Theorie der Gleichungen, als der Grab der Gleihung (n) inheiten dat. 
Der Werth i = 0 gibt die reelle Wurzel x — 1 und wenn n eine gerabe 
Zahl ift, fo iſt — 1 eine zweite reelle Wurzel der Gleichung, welche dem 


Werte i = > entfpricht, und alle übrigen Werthe von i geben imagi« 





näre Wurzeln. 

Bekanntlich kommen in jeder algebraifhen Gleichung mit reellen Coeffi⸗ 
eienten die imaginären Wurzeln immer paarweile vor und jedes Paar folder 
Wurzeln find conjugirte oder zufammengehörige imaginäre Wurzeln 
von der Form: — 

arg Y—, a - BY, 


deren Product eine reelle pofitive Größe a? + 82 if, Die Formel (p) ge 
nügt diefer Bedingung ; denn man hat: 
2(un — rt Art in 200 — r)x 27r7 


n 





r 


N n n D 
fo daß die durch den Werth i — r gegebene imaginäre Wurzel die conjugirte 
der i—= n — r entfpredhenden Wurzel iſt. Dean kann daher alle Wurzeln ver 
Gleichung Cu) oder alle Wurzeln der Einheit durch die Formel: 


i T 17 — 
x cos —— Ten. ——, v_1 
u n 


ausbrürfen, worin man der Zahl i nur die ganzen Werthe von Null bis z | 


beizulegen braucht, wenn n eine gerade Zahl ift, und die ganzen Werthe von 
—1 
Null bis - 


Die reellen Factoren bes zweiten Grades, welche das Product zweier 
eonjugirter imaginärer Factoren find, werben durch folgende Formel ausgedrückt: 
. U +4. 
Diefer Sat, welcher fi leicht geometriſch ausprüden läßt, ift unter dem Nas. 
men bes Lehrſatzes von Cotes befannt. | 
Die Gleichung: 
.+i=0 


führt auf ähnliche Formeln, welche man erhält, wenn man in ber vorherge 
benden 2i + 1 flatt 2i fegt Ä 
Umgefehrt Hat man, fo oft man eine binomifche Gleichung: 
1m 
algebraifch aufzulöfen, d. h., ihre Wurzeln durch ein Syſtem algebraifcher 
Wurzelgrößen auszubrüden weiß, einen algebraifhen Ausbrnd der trigong« 
metrifchen Linien: 


‚ wenn n eine ungerade Zahl ift. 








x2 — 2xcos. 





sin. 6 2in sin. (\(2i + 1) 7 

cos. n co8. n ' 
und indbefonvere der Linien: 
. 270 IT * 

sin, —, CO. — , 

n n | 
Wenn man alfo diefe imaginären Wurzeln durch ein Eyftem von Wur⸗ 
zelgrößen des zweiten Grades ausbrüden kann, welde ſich mit dem Lineal 
und dem Zirkel conftruiren Iaffen, wie die Elemente der analytiihen Geomm. 
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tie lehren, fo Tann man auch mit dem Lineale und dem Zirkel den Sinus oder 
Cofinus des Bogens conſtruiren, welcher der n!“ Theil des Kreisumfanges iſt, 
and folglich viefen Kreisumfang in dem Sinne der Alten in n gleiche Theile 
teilen. Hieraus fieht man, wie ſich diefes bei den griedhifchen Geometern fo 
berühmte Problem an die Theorie der algebraifchen Auflöfung der Gleichungen 
anfchließt, welche felbft mit der Theorie der Kombinationen und der der Zah— 
len in enger Berbindung flieht. Allein es ift bier der Ort nicht, über dieſe 
ſehr merfwürdigen Beziehungen ein Mehreres zu fagen, weil fie nicht fowohl 
für die Anwendungen der Mathematif auf andere pofitive Wiffenfchaften, als 
für ihre Philoſophie von Intereſſe find. 
$. 80. Vermittelſt der trigonometrifchen Tafeln Tann man nicht blos, 
wie wir eben gejehen haben, die binomifchen Gleichungen, fondern auch vie 
trinomiſchen Gleichungen von der Form: 
ze — 2a -tb=(, (9) 
aufloöſen; denn wenn man daraus I z? einen reellen Werth ableitet, fo laf- 
fen fie fich unmittelbar auf binomiſche Gleichungen vom nien Grade zurüdführen, 
und im entgegengefetten Falle, wo a? < b ıft, fann man feten: 
20 — a 
z —ılb»+ x = + co.A 
Von mt, 
wo A einen Eleinern Bogen als der Duadrant bezeichnet, und alsdann nimmt 
tie Gleichung (g) eine der beiden folgenden Formen an: 
x — 2rcs. A - 10, (4,) 
za L 2mcs A+1= 0. (9,) 
Bir wollen annehmen, daß die Gleichung (9) die erfle Form (q,) babe, 
und jeden: 





XS cos. ꝙ + sin ꝙ . VAN, 
ſo muß der Werth des Winkels ꝙ den Bedingungen: 
co. 2n@ -- 2cs.nyg-caA+1=0, 
sin. 2n — 2sin.ngp + co, A = 
genügen, was in der That gefchieht, wenn man: 
Zint,\ 
cos. n — cos}, folglich = — — 
zmmt, wo i irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Die 2u Wurzeln der gege- 
benen Gleichung werben alfo durch die Formel: 
2in 4 . Zint\ — 
x = eos — + sin. — ·. _—_1, 
un n 
ansgebrückt, worin man für i fuccefiive alle ganzen Werthe von O bis n — 1 
incl. ſetzen muß, Die reellen Factoren ver Gleichung (q,) werden durch 
bie Formel: 





N + 
2in 4 41 
n 
antgetrück, und wenn die Gleichung (g) die Form (q,) hätte, To müßte 
man in ven vorhergehenden Formeln 2i + 1 für 2i fegen, um fie aufzulöfen. 
$. 81. Wenn man in der Moivre’fchen Formel: — 
(cos. x + sin.x+ V_—1) = co.nz + sion» VA (0 
für tie Zahl m ganze Werthe feht, fo Hat jeder Theil ver are henhen 
Gleichung nur einen einzigen Werth und bie Anwendung der Formel erforbert 
weiter feine beſondere Bemerfung; aber wenn ber Exrponent n ein vatıonaler 


Ind ift, welcher immer, als auf feinen einfachften Ausdruck reducirt an⸗ 


x? — 2x cos. 
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genommen werben muß, fo hat ver erfte Theil der vorhergehenden Gleichung 
nach der Theorie der Wurzeln der Einheit q verfchievene Werthe, welche mar 
erhält, wenn man ben zweiten Theil diefer Gleihung durch die Wurzeln des 
gen Grades aus der Einheit multipficitt. Nun werben aber nah dem Bor 
bergehenven dieſe Wurzeln durch die Formel: 


21T + sin. 21T . vi 


ausgedrückt, und man muß folglich, damit in tiefem Kalle die Moivre'ſche 
Formel die erforberliche Allgemeinheit befommt, feßen: 


(co: xt einx + vi): 2 


(co. Pxt4sin. x — 2im + sin. eıW, vi) 
q q q q 
‚pet2i@, „. Prim, vZi, 
q q 


cü8. 











— cos 


Da ferner p eine ganze Zahl und mit q prim iſt, fo kann man pi füri 
fegen, wodurch man die ele antere Formel: 


(co0.x + sin.x - VA) = x+ 2im)-Hin.2(x+ 2im vi 


erhält, worin man für i alle ganzen Werthe von 0 bis g—1 incl. fegen muß. 

$. 82. Die Formeln (D), (E), (F,), (F,), (G,), (63), welde zw 
Transformation der Einus und Cofinus ver Vielfahen eines Bogens in Pe 
tenzen des Sinus und Cofinus des einfachen Bogens, und umgefehrt, dienen 
müfen auf ähnlihe Weife modificirt werten, wenn die Erponenten der Poten 
en gebrochene Zahlen find, und dieſer feine Punct der Theorie der Winkel. 
Knie ift durch bie intereffante Abhandlung, welche Poinſot im Jahre 1825 
unter dem Titel: Recherches sur l’analyse des sections angulaires heraus 
gegeben hat, in ein helles Licht gefegt. Wir wollen über dieſen Gegenftant 
nun noch das Folgende mittheilen, welches als weniger wichtig wie das Bor. 
ee bei einem erſten Stubium übergangen werben Fann. 

ei: 


n(n—1) 
1+2 


cos.(n— 4)x + etc. 
Px—sin.nx + sin (n—2)x + »(u—1) 





Dx = cos.ux + ncos.(n—2)x + 


j ‚, (H 
* 2 ain. (n — 4)x 4 etc. 
ſo verwandelt ſich die Formel (m) in folgende: — 

(2 eos. xyn = 0x + x VXI, 
welche nach den Rechnungen in $. 78 als für beliebige Werthe des Exponen 
ten o gültig angefehen werben fann, wenn man annimmt, daß bie Binomial 
formel für beliebige Werthe des Erponenten gültig iſt, wie biefes in ben met 
I verbüßhern der Algebra unabhängig von der Differenzialrechnung bewie 
en wird. 

Wenn n eine ganze pofitive Zahl ift, fo ift die Function PXO und di 
Zunction Dx beſteht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern, welde fid 
paarweiſe vereinigen, wie vorhin gezeigt iſt; aber im AU emeinen find bi 
zweiten Theile ver Gleichungen (H) Reiben von unendlich vielen Gliedern. 


Wir wollen ver Zahl n den gebrochenen Wert ru beilegen, wo p, « 
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e pofitive Zahlen bezeichnen, welche prim unter fich find; fo hat bie 
elgröße: 


2 
2 cos. x)® (r) 
q verfchiedene Werthe, welche in bem Ausdrucke: 
(9x + 2x VY_—1Yco. — 2im + in. & 21i7 1) 


enthalten ſind, der nach dem weiter oben Geſagten gleichbedeutend iſt mit: 


©(x + 2in) + 2i) . VCI, 
wo i alle ganzen Werthe von O bis g—1 incl. erhalten muß. 

Wir wollen annehmen, daß cos. x pofitiv ift und mit X den reellen und 
pofitiven Werth der Wurzelgröße (re) bezeichnen, fo erhält man bie übrigen 
Werthe der Wurzelgröße, wenn man X durch die von 1 verſchiedenen Wur- 
zeln ber Einheit multiplicirt, d. 5. die q Werihe der Wurzelgröße find in dem 
Ausdrucke: 


x( cos. E. 2x + sin. 2.2. vZi) 
q q 
eutpalten , wenn man der Zahl i alle ganzen Werthe von 0 bi q — 1 incl. 


gt. 
Es iſt alfo immer möglich den Zahlen i, i' zwifchen dieſen Grenzen folche 
Werthe beizulegen, daß man bat: 
X (cos. — + 2m + sin. 2... VCAN) 
q 
= Pk +23) +FPx + 2m) V —1, (8) 
oder was auf dasſelbe binansläuft: 
X (cos. DB. 2in + sin. Zi « V’-D= 
9 q 


C ÖOx + 7x» V_—1)Ceos.-2-2in + sin. 2_ + Jin » vV’_— 1) (i) 


9 9 
and die Aufgabe iſt auf die Beſtimmung der correſpondirenden Werthe der Zah⸗ 
Ien i, «° zurüdgeführt. 

Wenn man in der vorhergehenden Gleichung x — 0 ſetzt, fo bat man: 


2 8 
FO) =0, PD - (14 1)2, X, =, 
alſo i — i! und die Formel (5) verwandelt fi folglich in folgende: 
x (con -2in + sin. — ‚im. V—1) 
= OCG + 2in) + Fkx + in) V—. 
Da man nun i — 0 nehmen kann, fo folgt, daß man für alle zwifchen 


— 42 und I — Tiegenden Werthe von x, welche cos. x zu einem pofitiven 
Bruce machen, bat: 
dx = X, 7x =0 


and allgemein hat man zwifchen dieſen Grenzen wegen ber Inc 
beiven reellen und imaginären Theile von einander: J 


O(x42in) =X con. +. 2im, | 


Plx+2in) = X sin. r. — (0) 
q 
I 
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$. 83. Wir wollen nun annnehmen, daß cos. x negativ fei, indem x 
zwifchen 4 u und 3 7 Liegt, und mit X ben reellen und pofitiven Werth ber 
Wurzelgröße (— 2 cos. * bezeichnen, ſo haben wir: 
(2 cos.x)T = x_nT — X[cos, ri (dic + Ur +ein.- Qu+1)a-V-1] 
und man erhält folglich flatt der Gleichungen (e) und (t) die folgenden: 
X [con — 2’ +0r + sin. - Qu + Dr-YZ1]= 
Dex + 2in) + Pix + 2in)-Y—, 6) 
X [cos. ai + Dr + sin. Qi + Da» YZ]= 


(Ox + Dx. VI) (cos, ru +-2in + sin. re -2in- VCD. C) 


Die Zahlen i, i! müſſen wieder alle ganzen Werthe von O bis g—1 incl. 
annehmen fonnen und unter diefen Werthen muß man die einander entfprechen- 
den kennen. 


Wenn man nun x = 7” feht, fo werben affe Eofinus und Sinus, welde 
in den zweiten Xheilen der Öleihungen CH) vorkommen, refp. gleid 


cos. Pad sin. rn 7%, fo daß man erhält: 


P(r)=(1 + 17 cos. — T, 
E() (14 1° sin. — 7, 


vr 
und X, ift = 27. Aus der Gleihung Ct) ergibt ſich alfo nach der Hin- 


r 
weglaffung des gemeinfchaftlichen Factors 2°: 
cos. 2_ (2i + 1a + so. 22 + Dun - YA 
q q 


— (cos. x sin. E_ rn . VYZI) (cos. P din +sin, Pin 1) 
rn er q 


= cos. ei + Dr” + sin. Er (2i+ DDr» v—ı, 
woraus fih i’ = i und folglich: 
X | cos. — (ii +-1)x + sin. * (C2i 4 x VCA] 


fen Y =-da + Ai) + ꝓ. in). A 
en % ‘e legte Gleichung zerfällt in vie beiden folgenden: 
enn_n 


Function Ox x + Lin) = Recon Ci + Or, 


paarweife vereiniy 


gi 
zweiten Theile der 1 


Ain)—=Xsio. (2i + I)r, 
Wir wollen ber fept: 1 


u 


9 


Ox =Xcotn, 
q 


(u!) 
Pr = Xoain. * T. 


S. 84. Wir haben in dem Vorhergehenden vorausgefeßt, dag die Func- 
tionen D, T für alle Werthe von x vermöge ber Gleichungen CH) einen 
beitimmten Werth haben, ober daß man vermittelft dieſer Gleichungen allein 
mit einer unbegrenzten Annäherung die Curven conftruiren kann, deren Abfciffe 
x und deren Orbinaten Dx, x find. Wenn aber diefe wefentliche Bedin ung 
nicht erfüllt würde, d. 5. wenn bie zweiten Theile der Gleichungen CH) Feine 
eenvergenten Reihen bildeten, fo würben die erhaltenen Formeln illuſoriſch und 
hätten keinen beflimmten Sinn mehr. Nun wird aber die geforderte Bedin- 
gang, wie Cauchy gezeigt hat, nur dann erfüllt, wenn man dem Exponenten 
na pofitive Werthe beilegt. 

Denn nad der Binpmialformel hat man: 
1-g=1— u ee 5 — ete., (6) 
welche Entwickelung ſich nur für ganze poſitive Werthe des Erponenten n 
fließt und für jeden andern Werth von n in’s Unendliche fortläuft. Wenn 
ni „Pad Glied diefer Reihe bezeichnet, welches i Glieder vor fih hat, fo 

man: 
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1—- 
Jiz i—n 


sy D i+i 


Je größer alfo i wird, deſto mehr convergirt der Werth des Verhältuiffes 
(0) gegen eine ZJahlengrenze, welche größer, oder Fleiner als die Einheit ıft, 
je nachdem der Zahlenwerth e felbft größer, over Feiner als die Einheit iſt. 
Die Reihe (E) convergirt alfo für alle Werthe von e, welche Heiner find ale 
die Einheit ($. 26). Außerdem haben alle Glieder dieſer Reihe, für welche 
der Inder i größer ift als der Zahlenwertb von a + 1 offenbar vasfelbe 
Zeichen, nämlich das Zeichen des Gliedes: 
n(I—n)(2—n) „22... (vn), 41 
1+2+3....(#+1) ' 
wo v die zunächſt kleinere ganze Zahl ald m bezeichnet. Die Reihe (e) ift 
alſo an der Grenze e = 1 convergent, ober divergent, je nachdem die Größe 
(1—E)” gegen eine enblihe Grenze, gegen Null, oder gegen eine unendliche 
Grenze convergirt, während & gegen die Einheit convergirt. Wenn aber ver 
Erponent n pofitio ift, fo hat man: 
in d—?=1—ir 0, 
und folglich für pofitive Werthe von n: 





5. (2) 


6 


7144 
1 


n oa(1 —n) n(1—n)(2—n —_ etc 
I=1- 7-73 - Ta em 


Da aber die Reihe (b), deren Glieder von einem gewiffen Range an, 
alle daffelbe Zeichen Haben, convergent ift, fo find die Reiben (H), welde 
man erhält, wenn man jedes Glied der Reihe (h) durch einen Factor multi- 
plicirt, welcher bald pofitio und bald negativ, aber feinem Zahlenwerthe nach 
immer Heiner als die Einheit ift, um fo mehr convergent, und zwar für jeden 
Werth von x, fo lange der Erponent n einen pofitiven Werth erhält. 


a te — 
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Die Formeln in den beiden vorhergepenben 66. gewähren ven Bortheil, ® 
daß fie die Werthe der Functionen Dx, 7’x geben, ohne daß man zu ven auf ‘ 
der Anwendung der Reihen beruhenden Näherungsrechnungen feine Zuflucht zu ! 
nepmen braucht. Wenn alfo die Junctionen Gx, P’x für Wertbe von x zwi. ! 
dm; — 17 und 4 durch die Gleichungen (a) und für Werthe von x zwi⸗ 
fen in "und an "Buch die Gleichungen (a) gegeben werben, fo werben fie 
für alle poſi tive Werthe von x < (29 — ı)n durch die Formel (vr) und m: 
beftimmt, und da man außerdem nach ber Form der Öleichungen (H) hat: 

Dx = D(x + * 2kqgn), 

Io = (x un 2kqn), 
wo k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, fo folgt, daß die Werthe der Zune - 
tionen Ox, P’x für alle Werthe von x befannt find, ober daß man für alle . 
Werthe von x die Grenzen hat, gegen welche die Summen der Reihen: 


Ce, 


cos. tn r E + coB. (= 2), ——82.co8.| — 2-4) + etc., | 
sin. — xt € + sin. a Due ote. 


conve diren, wenn die Zahl e, indem fie immer Feiner als 1 bleibt, ohne 
Ende gegen die Einheit eonvergirt 


88 ſei z. B. n —= = 4, fo hat man für die Werthe von x 
zwifchen — Zr und. n, Ox = N 2%cos.x, 

. 1 3 KL oc 1__ 1 V5 
zwiſchen 77 und — nr, Dx=N —2cos.x + cos. Z7=—- 2cos.x, 
zwifchen Zr und a, Dx—Lf 2 cos. x» cos. — 2co8.x, 
zwifchen * und + ”, Ox = —2co.xco, = * 2co8.x, 
zwifchen 7 und 5 rn, Ox = Fe 2'c08. X + co. Sm =2— Mæcæ- 
zwiſchen * und n, Ox = Y —2cos.x » con. =— N Kom 2cos.X, 


worauf die Werthe von Dx periodiſch wieder bie halben Bertfe durchlaufen. 
Solglih hat die Curve, deren Ordinate Ox ift, die in Fig. 29 angegebene 
orm. 


—— 
Drittes Kapitel, 


Beitimmung des Werthes der entwickelten Functionen von einer 
einzigen veränderlichen Größe, wenn fie für einen befonderen Werth 
viefer letztern nuter einer nnbeftimmten Form erfcheinen. — Beſtim⸗ 

muug der Marima uud Minima folcher Functionen. 





1. Beſtimmung des Wertes der entwidelten Bunctionen von einer einzigen verän⸗ 
derlichen Größe, wenn fie für einen befonderen Werth dieſer Ießtern unter 
einer unbefimmien Form erfcheinen. 


$. 85. Wir wollen und in diefem Kapitel mit zwei wichtigen Anmwen- 
dungen der Differenzialrechnung befchäftigen, und zwar zunächft mit der De- 
ſtinmung des Werthes einer Function von x, welche für einen befonveren 


Bert x, von x unter der unbeflimmten Korm F erſcheint. 


Die Aufgabe läuft alſo darauf hinaus, die Grenze zu beſtimmen, gegen 
welde die Function: 





F fx 
be 7 
convergirt, wenn x gegen ven in x, convergirt und die beiden YFunctio- 
nen fx, Fx zu gleicher Zeit für diefen Werth von x verfchwinden ($. 28). 
Nun man aber: +4 
__ ix + + fx. 
yx+ 4x) = Fxt 4-Fx ' 
and für den Werth x,, weldher fx und Fx verſchwinden macht: 
ſx 
4. ſx Ax 
A A = IeFx’ 
4x 


folglich wenn man zu der Grenze übergeht: 
_ fx, 
Pro = F'x, 
Wenn die Functionen: fix, F/x ebenfalls für x — x, beide verfchwänden, 
wie die Zunctionen fx, Fx, fo ergäbe 7 ganz auf dieſelbe Weife, daß 
“x 








9x, = 
F'x 
wäre, ı. ſ. f. Der auf dieſe Weife beftimmte Werth von yx, kann übrigens 
Ruf, oder unendlich fein. 


Wenn ver Werth x, die beiven Functionen fx und Fx unendlich machte, 
fo würde er die Aunctionen: j j 


%' Fx’ 

deren refp. Ableitungen ver erſten Ordnung 
f!x F'x 

ir)" (Fx)a 


find, verſchwinden machen. Dan hätte folglich: 


—EC 


woraus folgt: 
fx, _ Ko 

Fx, T Fix, 
Hieraus fehließen wir alfo mit Cauchy, * die Regel zur Beſtiumm4 


des Werthes von px, dieſelbe bleibt, bie Sumkon — x mag unter vr 
x) 








einen ober unter der andern ber unbeftimmten Formen [3 m — — erfigeinen. : 


$. 86. Durch Anwendung diefer Regel findet man in Berbindung mit 
den im ge Kapitel gegebenen Regeln des Differenzivens : 
1) ürx = 0: 


ab! = log.a—log.b = log. (=): 


os — Kin. 








= 2sin.x cos. x—=(, 


cot.x 
x—sin.x 1 cos.x sin.X cos.x 1 | 
.. [m 777 ; 
sin.’ x 3sin.2x cos.x 3sin.x (2cos.?2x — sin.?x). 


x- 2 sin.2x — 1 co.?2x —* 2 sin. 2x 





__3cos.x(2cos.?x — 7sin.?x 3, 
— 4 cos. 2x 22 
2) für x1: 
log.x 1 
=—-=1, 
x—1 x 
x—1 1 1 
— "ma 2 7 


14 6- 2 
a1 xl 3— 2 
ran grstivi 1 o2o 
— 5* x man 
yvxıı—1 
$. 87. Wir wollen annehmen, daß ſich die Junction Fx auf x rechts 
und daß bie andere Function fx bie Eigenfchaft befigt, mit x lei Ask 
ober unendlich zu werben und unterfuhen, was für ein Verhaͤltniß zwiſch 
dieſer Function und der Veraͤnderlichen x flatt findet, wenn beide zu glei 
Zeit Null oder unendlich werben. Diefe Unterſuguns kommt anf die eben an⸗ 
geftellte zurüd und man findet z. B. fürx = 
1 — (COß. X 
— m 0, 
x 








md für x — oo: 
log. x 1 


=5 


= (0. 





x 


— — 
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Hierans fieht man, daß der Sinusverſus eines unendlich Fleinen Bogens 
gegen diefen Bogen ımenblich Fein, und daß der Logarithmus einer unendlich 
großen Zahl gegen diefe Zahl ebenfalls unenvlich Hein iſt. 

fes nun die Curve zu unterfuchen ‚, deren Gleichung 
y=xlog.x 


Zur negative Werthe von x wird y imaginär und die Orbinate y ift po- 
filio oder negativ, je nachdem die Werthe von x größer oder Feiner als 1 
find. Um den x = 0 entfprechenden Werth von y zu erhalten, feße man: 


fo erhält man: 


Rım iſt aber nad dem Vorbergebenven „= 0 für z = oo ver für x 0, 
und außerdem bat man: 


Y —-1gexH+1, 
dx 


welhe Größe für x = 0 unendlid wird, fo daß die Curve die Are der y im 
Anfangspunfte der Coordinaten berührt. Diefes Beifpiel fann zu dem bereits 
in 6. 16 angeführten Beifpiele transcendenter Curven gezählt werden, welche 
pföglich in ihrem Laufe unterbrochen werben, ohne daß eine Wiedervereinigung 
zwilhen zwei Zweigen berfelben Curve ftattfindet, wie biefes immer bei al- 
gebraifchen Curven der Fall ift. 

$ Wenn alle Ableitungen von fx und Fx zu gleicher Zeit mit die- 
fen Zunctionen ſelbſt Nu oder unendlich würden und wenn durch die Anwen- 
dung der Regel in 6. 85 der Factor, welchen fie gleichzeitig Null oder unend- 
lich macht, nicht herausgehoben würde; fo würde das Verfahren unbrauchbar 
und man müßte ven Werth von gx, durch befondere Methoden beftimmen. 
Wenn 3. D.: _ 

x = Yxs — 1+Yı-1, 
FıK= Yx_1 
ift, und man feßt x — 1, fo verfihwinven biefe beiden Functionen und ihre 
Ableitungen aller Ordnungen werben zu gleicher Zeit unendlich. Aber wenn 
man x — 1 = z feßt, fo kommt: _ 
V1+2:—-1 + Vi 
— TI) 
Vı(z+2) 
aud wenn man Zähler und Nenner dieſes Bruches durch 
VY1+z:+1—Vı 

multiplicirt und ven gemeinfchaftlichen Factor Vz des Zähler und Nen- 





17 2 m 


.zers binwegläßt, fo erhält man den Mustrud; 


GI; 
Yz+2-//142+1— 3% 


welher für = = 0 oder x = 1 gibt: 


ya —— 


v3 


8. 89. Bekanntlich Tann eine Function nicht für einen befonderen Werth 
ver Beränderlichen unendlich werben, ohne daß alle ihre Ableitungen zu gleicher 
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Zeit unendlich werben (6. 35) und folglich muß bie vorhergehende allgemeine 
Methode jedesmal unbrauchbar werden, wenn der Werth von x, für welden 
fx und Fx verfchwinden, fix und F’x unendlich macht. Dagegen fann man: 
den Fall, wo die Ableitungen aller Ordnungen der Functionen fx und Fix zu 
leicher Zeit verfchwinden, nur als einen Ausnahmefall betrachten, wenigftens 
bei Functionen, welche fi) mathematifch ausprüden laſſen, und man hat daher 
Zunctionen angeführt, bei welchen dieſe Ausnahme ftattfindet. Wenn man z.B. 


fx = a zu 
fest, wo a und n pofitive Zahlen bezeichnen, wovon die erfte größer iſt ale 
die Einheit, fo hat man: 
1 
——— 1 
X — — 
nlog. a *· a ‚fix—nlogara " nlog.a n+1 





fx Zafı at) — — / etc. 
Wenn man x — 0 feßt, fo wird die Größe: 
1 
x zı "= ur 
ax® 


unendlich Hein ober Null, fo daß alle Ableitungen fx, fx, ..... unter ber 
Form Ka erfiheinen. Wir wollen daher | 


0 
1_-. 
x 
feßen, fo kommt: 
— n bonn zutl fin nlog.a+(n Se ib, a?) etc. 
az“ azu 


und der Werth x = 0 entfprigt z= w. Nun ift aber leicht einzufehen, 
daß jeder Ausdruck von der Form: 





az° ! 
worin a, m und n pofitive Zahlen bezeichnen und a > 1 if, fürz = m ı 
verfchiwindet; denn wenn man auf biefen Ausdruck die Regel für vie Beftim- 
mung des Werthes der Functionen, welche unter der unbeitimmten Form: Ä 


co 


co 
erſcheinen, anwendet, indem man ven Zähler und Nenner dieſes Bruches i mal 
hinter einander bifferenzirt, wo i die unmittelbar größere ganze Zahl als m 
bezeichnet, fo erhält man für 2 = mw: 


z” k 
**75 

wo k eine conſtante Zahl und zz eine Function iſt, welche unendlich bleibt, 
wenn z unendlich iſt. Es verfchwinden alſo für x = 0 alle Ableitungen der 


Function fx. 
Wenn folglich: 
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kt, wo b fowohl als a eine x. polibe Zahl als die Einheit und n’ 
m fo wohl als m eine pofitive liſt; fo verihwinden bie Ableitungen 
2 Ordnungen des Zaͤhlers und Reuners des Bruches 


a x" 
pax=7T 
b x“ 
sx = 0 und man kam in biefem Falle die allgemeine Regel nicht 
menden. Wenn n’ = n if, ſo fommt: 


a\- 
a4)" 
id der Werth x = 0 macht px zu Null oder mendlich, je nachdem a > 


wer <b iſt. 
6. 90. Eben fo findet man, dag der Werth des Bruches: 





“|a | 


gen Null, und ber Function: 


gen das Unenblihe convergirt, wenn man für x eine immer Fleiner werbenbe 
ftive Größe nimmt. Folglich iſt der Werth der Function: 


_._e 
I=7 ' 


ce für x = 0 mter der Form T erſcheint, Null, oder unendlich, je nach- 


m man Null als die Grenze der vof tiven oder als bie Grenze der negativen 
jerthe von x betrachtet. Diefes rührt von einer Unterbrechung ber Stetigfeit 
x Zunction y von der ber, welche für die analogen Functionen in 6. 16 
% 87 angegeben find. *) 


0 
%) Außer den beiden vorhin betrachteten unbefimmien Formen Y — koͤn⸗ 


nen auch noch andere, z. 8.0.@,0°, 202, 1”, . vorlommen; allein 
diefe Iaffen fh immer auf die beiden "een zurädführen. Pat man 3. B. 
y— fix). Kıx) und il fix.) =0, Fıx,) — o, ſo daß yfürx=rz 
unter der unbefimmten Form 0. erſcheini, ſo braucht man nur 








F(x) 
E(x) f(x) 


0 o 
zu feßen, um y fürx — x, auf bie uubeflimmten Formen 57, — du 
rüdzuführen, deren Werth fi nad dem Borhergehenden finden Täßt. 
Wenn ferner y — [L(XVCA if und man hat für x = x, fucceffide: 
1) Fix,)=0, fix,)=0, 2) Fix,)=@, fix,)=0, 3) Fix,)=i, fix,)=0, 
fo erſcheint y refp. unter den folgenden drei unbeflimmtien Formen: 
Cournot, Theorie der Yunctionen ⁊c. 7 
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11. Marima und Minima der entwidelten Functionen von einer einzigen 
veränderlichen Größe. 


$. 91. Denken wir uns die Reihe von Werthen, welde bie Fun 
y — fx annimmt, wenn man x alle möglichen Werthe beilegt, ohne ba 
aufhört einen reellen und envlihen Werth anzunehmen. 

Menn die Werthe von y, nachdem fie zugenommen haben, abnehmen, 
hat y in dem Intervalle einen Werth durchlaufen, welcher größer iſt, ald 
unmitelbar vorhergehenden und die unmittelbar nachfolgenden Werthe und 
Marimum genannt wird. Wenn dagegen die Werthe von y, nahen: 
allmählig abgenommen haben, wieder zunehmen, fo hat y in biefem Interne 
einen Werth durchlaufen, welcher Eleiner ift, als bie unmittelbar vorhergehe 
den und die unmittelbar nachfolgenden Werthe und ein Minimum genau 
wird. Hieraus fieht man, daß es möglich iſt, daß eine Function, nl 
Marimum noch ein Minimum, oder daß fie mehrere Maxima und 
babe, fo daß ein Minimum immer zwifchen zwei Marima und ein Mari 
zwifchen zwei Diinima fällt. Die in Rede ftehende Aufgabe befteht nun bau 
die IBertbe der unabhängigen Beränverlichen zu beflimmen, welchen 
und Minima der Function entfprechen, wenn es folche gibt. 

Der Deutlichfeit wegen wollen wir zunächft annehmen, daß weber | 
Function fx, noch ihre Ableitungen eine Unterbrechuung ver Stetigkeit erfi 
zen, wenn eine diefer Functionen ein Darimum oder Minimum erreicht. 

In diefer Voraufegung iſt einleuchtend, daß das Differenzial: 

dy — fx + dx 

das Zeichen verändert, indem es für ein Marimum oder Minimum von 
Null wird, in dem Falle des Marimums von Bofitiven zum Negativen, 1 
in dem Falle des Minimums vom Negativen zum Poſitiven geht. 1 
gemeinfchaftlihe Bedingung für dad Maximum und Mininum von fx % 
alfo ausgedrückt durch die Gleichung: 

fx — 0 (1) 
und außerdem ift für das Marimum erforderlih, daß fx vom Pofitiven | 
Negativen übergeht, d. h. abnimmt wenn x zunimmt und daß folglich 

üx < 0 0 

Aus einem ähnlichen Grunde iſt in dem Falle des Minimums erforberi 
daß der aus der Gleichung (1) abgeleitete Werth der Ungleichheit 

fix > 


genügt. 

Aber wenn f!!x für denfelben Werth von x verfchwindet, für welchen 
verſchwindet, fo entfpricht der Werth von !x = 0 einem Marimum ober ! 
nimum diefer legten Function. Im erften Falle ift fx dieſſeits und jenfeits 
Werthes x negativ und fx nimmt für zunehmende Werthe von x beftäntig 
während im zweiten Kalle f!x dieſſeits und jenfeitd des au x negatıy 
und fx mit x befländig zunimmt. Die Gleichung fx — O führt alfo, w 
zugleich die Gleichung fx = 0 flattfindet, weber zu einem Maximum noch 
einem Minimum von fx. 

Aus demfelben Grunde führt die Gleichung f!x — 0 weder auf 
Marimum, noch auf ein Minimum von f!x, wenn fx = 0 iſt und w 


1) 0°, 20°’, 3) 1”. 
Aus y = [F(X)]fiv folgt aber log.. y = f(x) log.. F(x) und: 

y- eg”) « log er) 
Man brancht alfo bloß den Werth des Erponenten fix) . log.. Fix), wel 
für x = x, unter der unbeflimmten Form 0 . co erfcheint, deren Werth 
leicht nad dem Borhergehenden finden laͤßt. 3. d. Ueber 
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Pr fehlt dich ein Maximum oder Minimum geh Wenn fx durch ein 
Rımım geht, fo nimmt f!x für zunehmende Werthe von x ab, und geht 
ih durch Null vom Pofitiven zum Negativen über und fx geht durch ein 
mm. Ebenſo ergibt fih, daß in diefem Kalle das Minimum von fx 
Minimum von fr zur Folge hat. 
Benn man alfo zu gleicher Zeit 

(x_0,fıx=0 
‚fo geht fx nur in fo fern durch ein Marimum oder Minimum, als fx 
BR duch ein Maximum oder Minimum geht, d. h. in fo fern 
fllix = 0, firx < 0, 


flüx — 0, firx > 0 
In dieſem Falle fagt man nach der Analogie, daß fx dur ein Maximum 
er Minimum der zweiten Ordnung geht. 

Wenn man das Vorhergehende verallgemeinert, fo ergibt fi, daß bie 
chon fx für einen gegebenen Werth von x nur dann ein Marimum oder 
feimum haben kann, wenn ber erfte nicht für diefen Werth verfchwinvende 
ferenzialcveffizient von gerader Ordnung tft, und zwar findet ein Mari- 
un, oder Minimum ftatt, je nachdem biefer Eoeffictent einen negativen 
Ber pyofitiven Werth annimmt, 

Alle dieſe Refultate laſſen fich verfinnlihen, wenn man die Function gra- 
kih durch die Ordinate einer Curve darftellt. Denn vie Gleichung f’x = 0 
ft aus, daß die Tangente ze der Are der Abſciſſen parallel iſt und vie Un- 
kichheiten fx < 0, fx > 0 drüden aus, dag die Curve in dem Falle einer 
Ktiven Drbinate ihre Coneavität oder Gonverität und in dem Falle einer 
Wativen Drbinate ihre Converität oder Concavität der Are der x zufehrt. 
kan endlich fx — O ift, ohne daß fix verfchwindet, fo erfährt die Curve 
se Inflexion ($. 30), fo daß der Parallelismus der Tangente zu der Are 
r x nicht verhindert, daß die Ordinate zu beiden Seiten des DBerührungs- 
nites zu⸗ oder abnimmmt. 

$. 92. Sp oft alfo die Zunction fx einen algebraifch ausgebrücten Dif- 
renzialcveffizienten fx bat, erhält man nach dem Vorhergehenden vie Werthe 
u x, welde größten ober kleinſten Werthen der Function fx entiprechen, 
wu man die Gleichung f!x —= 0 für x auflöft, und man unterfcheivet als⸗ 
un das Marimum von dem Minimum, wenn man die Wurzeln dieſer Glei— 
ung in er garen fx, und wenn dieſe verfohwände, in fx für x fub- 
rt u. 1. f. 

Es ift aber zu bemerken, daß man oft nach der Natur ver Aufgabe a 
ieri weiß, daß eine Function fein Marimum oder Minimum geftattet, fo 
PB man alsdanı das Zeichen nicht zu unterfuchen, fondern blos die Gleichung 
= 0 aufzulöfen braucht, wobei jedoch vorausgefeßt wird, daß man zugleich 

„, daß die Wurzeln dieſer Gleichung bie folgenven Ableitungen nicht ver- 


| machen. 
Wir wollen die allgemeine Regel auf die in S. 5 als Beifpiel genom- 


Aunction: 
k— — 7x +6 
x -10 
menben, fo haben wir 
kr 20x + 64 
7 @— 10: j 


Die aufzulöfende Gleichung ift: 
x? — 20x + 64 m 0, 
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beren Wurzeln x — 16 und x = 4 find. Ferner findet man: 
x = — —, 
(x — 10)° 
welcher Werth für x — 16 pofitiv und für x = 4 negativ wird. Der Bel 
16 entfprit alfo ein Minimum und der Wurzel 4 ein Marimum. 
enn 


x ze: 4 2co.x + e-", 
fo findet man: 
fx — 0" — 2sin. x — et, 
x ze — 2 cos. x + 0, | 
fix ze + 2sin.x — e-, 










fx = e + 2cs.x+ = fx, 

Der Werth x = 0, welcher fix, fx, f!lıx verfchwinden macht, gibt 
f'’x den pofitiven Werth A und der entfprechende Werth von fx, welcher 
falls —= 4 ıft, bildet folglich ein Minimum diefer Function. 

$. 93. Nun kann e8 aber gefchehen, daß die Function fx das 
verändert, indem fie durch das Unendliche geht, und daß fx nichtsbefto 
nur eine Gtetigfeitsunterbrechung der zweiten Ordnung erfährt, fo daß 
Differenzial: 

dy = f!ıxdx 

unendlich Fein bleibt CS. 35 und $. 54). Unter diefen Umftänven 
durh ein Marimum oder durch ein Minimum, je nachdem dy vom Po 
um Negativen, oder vom Negativen zum Pofitiven übergeht; allein man 
Ki hiervon direct durch die Unterſuchung der Sunction fx überzeugen, weil, 
Ableitungen fx, Flix, etc. mit F!x zugleich unendlich werben. 

Wenn man z. D.: r" 


2 
xk= (x — 1) r 
folglich :) 
2 2 


hätte, fo machte der Werth x —= 1 die Function fix unendlich und fx = 

fhwinden. Ueberdies ift, daß fix negativ oder poſitiv ift, je nachdem 

Werthe von x Fleiner oder größer als die Einheit find, während fx beftän 

pofitio bleibt, und folglich entfpricht der Wertd x = 1 einem Minimum * 

fx. Diefes ift der Fall, wo die Curve, deren Ordinate fx ift, einem 

Heinften Ordinate entſprechenden Rückkehrpunkt hat (Fig. 31). 
Wenn man dagegen: 


- 


f g 
fx = (x—1)?, K 
folglich : 
_ 2 
(x — + (x—1) 3 \ 


feste, fo machte der Werth x — 1 die Function fix wieder unendlich und 

zu Null; allein die Sunction f!x veränderte bei ihrem Durchgange durch U 

Unendlihe das Zeichen nicht mehr, während fx vom Negativen zum Pofitig 
überginge und folglich weder ein Marimum, noch ein Minimum erreichte. 

Unter diefen Umftänden erfährt die Eurve eine Snflerion und vie Tangı 

im Snflerionspunfte iſt auf der Abfciffenare fenfrecht (Fig. 32). t 

enn die Wurzel der Gleihung fx — 0 die Ableitung f’'x unenwl 

macht, fo daß eine Stetigfeitsunterbrechung der britten Ordnung für vie Fl 
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fx Rattfindet, fo muß man wieder direct unterfuchen, ob die Function f’x 
Golitiven zum Negativen, oder vom Negativen zum Pofitiven übergeht, 
ver vielmehr, ob fie verſchwindet, ohne das Zeichen zu verändern; denn im 
Falle findet ein Marimum, im zweiten ein Minimum und im britten 
en Maximum noch ein Diinimum ſtatt. Diefe drei Fälle finden reip. 
bie folgenden drei Sunctionen flatt: 
k= — (x— 1), k=(x— I), k= (x — I). 

Endlich iſt der Fall, wo alle Ableitungen einer Function zu gleicher Zeit 
erſchwinden ($. 89) offenbar einer von den Fällen, auf welche die allgemeine 
legel zur Beflimmung der Marima und Minima nicht anwendbar ift, 

Die befonderen Marima und Minima, wovon in dem gegenwärtigen $. 
e Rebe gewefen ift, verificiren das Repler’iche Princip ($. 6) nicht, und 
we Theorie ift bei der Anwendung auf phyſikaliſche Aufgaben von geringer 
cheblichkeit, weßwegen wir und auch dabei nicht Länger aufhalten wollen. 

en veranlagt uns die Wichtigkeit der Theorie der gewöhnkihen Maxima 
dMinima, diefelbe noch durch die Unterfuchung der drei folgenden Aufgaben 
‚erläutern, welche in die Phyſik oder in die angewandte Geometrie gehören. 


694 Aufgabe 1. — Eine auf eine horizontale Tafel AB 
R- 33) geftellte Scheibe m wird durch ein Tiht F erleuchtet, 
fen Zus B fi in einer unveränderlihen Entfernung von der 
heibe m befindet; aber weldhes man nad der Verticale BF 
„oder abwärts bewegen fann, und man fol! nun beftiimmen, 
welher Höhe das Licht befefligt werden muß, damit Die Scheibe 
ſtärkſten erleuchtet wird. 
Die Dimenftonen der Scheibe und des leuchtenden Brennpunftes werben 
die gegenfeitige Entfernung derfelben als Größen betrachtet, welche ihrer 
inheit wegen vernachläfligt werden fünnen, und außerdem iſt aus der Theorie 
Erfahrung befannt, daß die Intenfität des von einem leuchtenden Punfte 
en Zlächenelement geworfenen Lichtes im directen Verbältniffe des Sinus 
Vinkels fteht, welchen die Lichtſtrahlen mit dieſer Fläche bilden und im 
rten Verhältniffe des Duadrates der Entfernung des erleuchteten Flä- 
ented von dem leuchtenden Punkte, 
Es fei a die unveränderliche Entfernung mB des Mittelpunftes der Scheibe 
Sufpunfte der durch den leuchtenden Punkt F gezogenen Berticale, x ber 


liche Winfel BmF, ö = — 
COB. X 


hit des auf die Scheibe fallenden Lichtes und A die Intenfität des Lichtes, 
hes fie bei ſenkrecht einfallenden Strahlen und. in einer der Längeneinheit 
Peihen Entfernung vom Ieuchtenden Punfte erhält; fo hat man: 


Asiu.x A 
3 — 
Die Gleichung fx = 0 if in diefem Falle: ‘ 


cos,3 x — 2cos.xsin?x= 0 









die Entfernung mF, fx die Inten- 





fx + sin. x cos.?x, 








& zerfällt in: 
es.x=(0, tax = + — 


2 


mer hat man: 


fx — — + (O⸗ain. x — 7) ain. x, 
a 
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und die Auflöfung cos x = 0 gibt: 


x=0, int, ar 
& 

Die negativen Werthe von x oder von sin. x würben für fx 
Werthe geben, und entfprechen daher der Aufgabe nicht in dem Sime, 
fie aufgeftellt ft, obgleih man annehmen ann, daß die Werthe von fra 
pofitiv oder als negativ betrachtet werden, je nachdem die obere ober bie ıi 
tere Fläche der Scheibe erleuchtet wird. In der That —— 
die Intenſität des auf die Scheibe fallenden Lichtes ohne abnimmt, wi 
der leuchtende Punkt ohne Ende aufwärts bewegt wird, und folglich Tann 
nur von einem mathematifchen Minimum die Rebe fein, welches fih p 
nicht realifiren Tat. 

Die Auflöfung: 















tang.x = — | 
[En 
welche nus allein intereflirt, gibt: 


fx = — +» 7 ix * ”. — . — 
3983 a’ V3 7 
und entſpricht dem geſuchten Maximum. 
$. 95. Aufgabe 2. — Auf der geraden Linie, welche z 
Wärme ausftrahlende Punkte verbindet, ven Punkt zu find 
welder am wenigften erwärmt, wenn ſich dieIntenſität der firaf 
lenden Wärme im umgelehrten Verhältniffe des Duadrates dei 
Entfernung von dem firablenden Brennpunfte ändert. 
Wir wollen annehmen, daß ſich die Sntenfitäten der ſtrahlenden 
A, B in der Einheit ter Entfernung wie die Zahlen «? und B® v 
Durch a wollen wir die gegenfeitige Entfernung der beiven Punfte A, B 
dur x die Entfernung des erhigten Punktes von dem flrablenden Yunfte 
bezeichnen; fo wird die Intenfität der flrahlenden Wärme, welche diefer Punk 
erhält, ausgebrüct durch: 











— 6 
et ao 
und diefer Ausprucd wird zu einem Minimum gemacht, wenn man b. 
(x — zei ee 0 
x? (a— x)? 


fest. Die Wertbe x = 7 oo genügen biefer Gleihung und machen fx vom 
ſchwinden; aber die gefuchte Auflöfung wird erhalten, wenn man 
Pix = a! (a _ı)!, oder x — I _ . 


offer a+ß 
feßt, und da die Ableitung: 
a3 ß3 


[4 
x* (a—x)* 

ftetS poſitiv bleibt, fo folgt, daß die Auflöfung einem Minimum entfprid 
Endlich entfprehen die Wertbe x = 0 und x —a, weldhe fix unendlich w 
hen und für welde fx dieſelbe Stetigfeitsunterbredhung erfährt, feinem Dia 
mum in dem gewöhnlichen Sinne des Wortes. Diefe unendlichen Werthe © 
fx find auch aus ähnlihen Gründen, wie bie bereits in 8. A angeführt 
phyfiſch unzuläfig. 

$. 96. Aufgabe 3. — Wenn man die Höhe h einer vertie‘ 
len Linie AB (dig. 34) meffen will, fo mißt man von ihrem Feel 
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slte B aus eine horizontale Länge BC = Lb und beobachtet den 
intel BCA == x, und alsdann Hat man: 

k = b tang. x, (2) 
: Man foll nun die willtührlihe Bafis b fo wählen, daß man 
s vortheilhafteſte Dreied befommt, d. 5. das Dreied, welches 
B Eigenfhaft Hat, daß demfelben Fehler bei der Meffung des 
Intels x der kleinſte Fehler der gefuhten Höhe h entfpricht. 
: Bean man flatt des genauen Winkels x einen etwas davon verſchiehdenen 
Infel x -+ x beobachtet, fo Tann der ſich daraus ergebende Werth ver ge- 
Dien Höhe durch h + Ah ausgedrüdt werben, und man hat nahezu : 


An — 4 btang.x) „ _ A. 
dx cos.?x 
Sol alfo das Berhältnig des Fehlers Ah an dem berechneten Werthe 


dem Beobachtungsfehler Ax ein Diinimum werben, fo muß der wahre Werth 
6 Winfeld x und der davon abhängige Werth der Baſis b den Factor: 
b 





Ccos.?x 
nem Minimum machen, d. 5. wenn man für b feinen durch die Gleichung 
als Function von x und h gegebenen Werth fubflituirt, den Factor: 
h 


{gx o0s.2x 
- Die Aufgabe laͤuft alfo darauf hinaus, vie Function: 
fx = tang.x cos.?x = sin.x cos.x 
einem Maximum gu malhen. 
Run Hat man aber: 
fx = cos.!x — sin.?x, f!x = — Asin.x cos.x, 


Aw gefuchte Marimum entſpricht folglich : 


sin.x = co.x = ——, b=h, 


—! 


Diefes iſt die bekannte praftifche Regel, welche man fo zu fagen in- 
ihig findet, wovon aber nur die Rechnung einen firengen Beweis ge- 


lann. 
Die Aufloſung: 







1 


sin.x = — —— 
v2 
bie Aufgabe analytifch auf; allein fie hat nach den geometrifchen Bedin⸗ 
der Aufgabe feinen Sinn mehr. 
97. Sfiymk,x— gt, fo hat man: 
d 
* = fix. gt, 


felglich zerfällt die Gleichung : 


WR im die beiden anderen: 

f!x * 0, gt — O, 
jede Maxima oder Minima von y, als mittelbare Function von t be⸗ 
ı befimmen kann, Aber wenn die ans ver Gleichung f’x — 0 abge- 
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feiteten Zahlenwerthe von x größer find, als ber — 

‚ oder Heiner als ihr kleinſter Werth, fo müflen — 5 — 
—7 welche in der Beſtimmung der Maxima und Minima 
t die unabhängige Veraͤnderliche iſt, beſteht, nicht entſprechend verworfen 

Wenn man alfo die Werthe von x, welche den aus der Gleichung 

eleiteten Werthen von t entfprechen, nad) ber Folge pe Geer 

üffen die Wurzeln der Gleichung f’x zwilchen bie en Auf 
Diele Reihe fallen. 


Yiertes Kapitel, 
Zaylor’ihe und Maclanrin’ihhe Formel. 





1) Taylor’fhe Formel. 
$. 98. Die Erzeugung der Ableitungen der verſchiedenen Drbnungen 
auf die Entwickelung der Functionen in Reihen, welche nad den ganz 
fteigenben Potenzen der unabhängigen veränderlihen Größe fortfchreiten. 
wichtige Theorie, welche man aus mehreren Gefihtspunften betrachten 
fol ber Gegenftand des gegenwärtigen Kapitels fein. 
Wenn wir, wie im n Rapikt des erflen dhes durch: 


die Werthe einer Function” fi ereihnen: ı weiße, den Werthen: 
x+ Ix,x + 2x, x 4 34x, ...x+ n4 
ter unabangigen Veränberlichen entfpreihen, fo haben wir nad 6. 43: 


y=f@ tıdJ)=yH+r —4Ay + — a1 


n(n—1)(na—2) n 
+ J— ——_ ISy+...+ Ly. 


Diefe Gleihung kann man auch auf folgende Form bringen: 





























RER — * an | der a 
es ws 
1.2» (2: ) u + 





n" fx" n— 1 Ae ſx 
+ 123. lt a), —— u’ 
und wenn man 24x —h ſett ſo verwandelt ſie ſich in: 


A h2 I\ Lk 
et MT) Ze 


Eu le Lem 


a 6 —J——— —— 46 ur 


Wir wollen und nun vorftellen, daß das Intervall Ax ohne Ende abnin 
indem die Zahl n ohne Ende vergrößert wird, und zwar fo, daß das Pro! 
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aufx immer der conflanten Größe h gleich bleibt; fo nimmt die Anzahl ber 
MBlieder, woraus der zweite Theil ver vorhergehenden Gleichung befteht, fort- 
während zu, und'die Berhältniffe: 
Ak HIfx J:f 
— ' Zara ' rs ' co 100. 
convergiren gegen bie Grenzen: 
dfx d?fx dSfx 
Br Tr TE > TEE 
ober: | 
fix, fx, fiux, ...... 
Ferner convergiren bie Brüde: 
1 R 


6-03) 
a) 


so...,1ACI—S:,,e,ee—eee ee Ge 


(1- 1-12)... (1 
D . n n n 


alle gegen die Einheit, indem i eine beliebige pofitive Zahl < n bezeichnet, 
welhe während des Zunehmend von u conftant bleibt. Man fann arte, wie 
groß die Zahl i auch fein und welchen Werth man dem Zuwachſe h auch bei- 
liegen mag, die Zahl a doch immer fo groß annehmen, daß die Summe der 
i+ 1 erften Glieder des zweiten Theiles der Gleichung (a) beliebig wenig 
von der Summe: 





h. h2 h3 hi 
fx —fx — ga so........ — 
rt zitate na 
verfhieden ift, wobei wir annehmen, daß die Functionen fx, Fix, fx, „fx 
fämmtlih envlihe Werthe behalten, weil fonft die vorhergehenden Schlüffe 
nicht flattfinden würden. 

Dieſes berechtigt ung jedoch noch nicht, die Function f(x-+h)”als die Summe 
der ind Unendliche fortlaufenden Reihe (b) zu betrachten (6.24). Denn wenn 
man in der Reihe (a), wovon wir ausgegangen find und welche der genaue 
Werth von f(x + h) ift, das Glied vom (v + 1)!" Range betrachtet, wo v 
eine zwifchen i und n liegende, aber weit größere Zahl als i und mit n ver- 
gleihbar iſt, bezeichnet AR reducirt fich dieſes Glied nicht mehr nahezu auf: 


h” eg) 
1 + 2+3 .... 


f ‘x, (b) 


X, 


weil fih der Factor: 


2%) (9) (1-5) 


nicht mehr nahezu auf die Einheit, fondern im Gegentheil für Werthe von v, 
welche der Zahl m ſehr nahe kommen, ſich nahezu auf Null reducirt. 
Aber wenigftens kann man immer feßen: 





166 


2 
Mr 


G+D=6+-— fx + 1-3 


? 
F 
? 
f 





J 
F 
Ex 


{ 


E 
H 
j8 
j: 
: 
i 
Ä 

- 

* 


a 73 
Ei 
i 
i 
s 
; 


Dieſes vrrantgeiet wollen wir nun, wie es gefatiet iR, ber unbefam- 


i 


ꝙ eine andere unbekannte Function bezeichnet; fo beſtimmt man 
ie untere und obere Grenze von R;, wenn man Zahlen P, Q von 
Beſchaffenheit angibt, daß für alle Werthe von h: 


,h bio 
++ etz + 


E 
2.3 


h ) 
gu .... 
23 tr 





b' . hit N 
_E or — — — 
ta3,'"t 123.040) \” 0 
h3 (e) 
flug + 
TEOT: WE 





( b h2 
((x+ h) — jr + Trtz fx + 


+ h. küx hitı Qa 0 
dd + 1.2.3. + 1) |< 


iſt. 

Es bezeichnen p,h, Pab bie erſten Theile dieſer Ungleichheiten, fo ver⸗ 
ſchwinden die Functionen @,, P, , wenn man darin h = 0 ſetzt, und folg- 
ih werben dieſe Ungleichheiten nach ver vorhergehenden Bemerkung erfüllt, 
wenn für alle Werthe von h: 


de h d » h 
po h= — O, A Ze <o, 


oder: 
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‚x+h) — x47 — —X 4 fix 4 ou. 


h- 1) 
—. fän) 
1.2.3 -5 *- 7755 12 ar 


F(x+h)— —X 4 T xp — fix +. 


hi-1 un 
_— — x — — 
+ 1.2.3. 1 + 1 % 2-3 i 





| = (ec) 


a <o. 


iſt. wer 
$',b, 9',h find auch Functionen von h, welche für h = 0 ver- 
(minder: Flaiigꝰ werben bie Ungleichheiten (ce) und mithin die Ungleichhei- 
ten (c) erfüllt, wenn man Mar 
d!. _d?.9@,h 
rn ">0, plh= Ihe 








y", h= <(, 


ober: 
| f1(x+h)— u fix L..+ ht _ fi-2)x 
1 1+2+3 2060 7 
hi-ı 
1.2. 3.. (i—1) RC 
h bi-2 
u —2 fu⸗ + — — fi? 
aa 
hi-1 
1.2.3... (i—1) 

Wenn man dieſe Schlüffe weiter fortfeht, fo gelangt man nah i + 1 

fneceffiven Differenzirungen zu den Ungleichheiten : 
fürn («+h) —- P>0. | (eit2),, 
fd x +) —QA<O, 

Nun werben aber diefe Tegten und folglich auch die urfpränglichen Un- 
gleichheiten (c) erfüllt, wenn man für P und @ refp. den Eleinflen und ben 
größten Werth nimmt, welchen die abgeleitete Function: 

fttı'2 
für die zwifchen x und x + h Tiegenven Werthe von = annimmt. 


Wenn diefe Function von x bis x + h beftändig zu- oder abnähme, fo 
konnte man feßen: 


P= ft), Q = fetu + h), 


+ (>0, 


Ce") 


+ al<a. 


oder umgefehrt: 
P = fit) +5), Q = fütı (X), 


Der Reſt R; wird alſo ausgebrüdt durch: 
hiti 
_— — — fkri h 
1+2+3 .... (i + 1) x + 9 I 


wo 9 eine zwifhen O und 1 liegende unbelannte bezeichnet, fo 
x + Oh goifden x und x + h fall. Seht bezeihnet, ſo bap 


BR. 


Wir feßen demnach: i 
f(x+h)=fk+ T fx + 





fu _b fu 
x+ 1.33 xt m 


1+2 
h' hitı J 
— fi) — — friti) 6b). f 
+ 1+2+.3...1 x * 1.2.3 ... (i+1) (x + ) ( ) 
Wenn nun die Zahlenwerthe der Functionen: 
fit z 


für alle Werthe von = zwifchen x und x + h und für alle möglichen Werthe 
des Inder i eine gewiſſe Grenze A nicht überſchreiten; fo hat man numeriſch: 


"RA hitin 

J 

uud alsdann kann man, welchen Werthek auch haben mag, den Inder i im- 
mer fo groß annehmen, daß R; Feiner wird, als jede gegebene Größe. In 
diefem Falle ift folglich die Function f(x + h) die Summe der ind Unendliche 
fortlaufenden Reihe (b), was wir auf folgende Weife ausdrüden wollen : 


(x+h)=f+ * + fix + 5 f!x + etc. (B) 


Dieſe Kormel führt den Namen des englifhen Geometerd Taylor, wel- 
her fie entvedt hat, und fie wird in der Analyfis fortwährend angewandt. 
Man bat eine Menge von Beweifen für diefe Formel gegeben. Der vorher- 
gehende, wie wir denfelben vargeftellt haben, feheint ung vollfommen ftreng zu 
fein, und wir haben venfelben nicht blos deßwegen vorgezogen, um uns dem 
von dem Erfinder eingefchlagenen Wege möglichft zu nähern, fondern auch, weil 
und derfelbe ſehr dazu geeignet zu fein fcheint, den Sinn und bie Ausdehnung 
ber Anwendbarkeit dieſer Zundamentalformel genau zu firiren, 

$. 100. Es wird jedoch nicht unzwedmäßig fein, bier noch eine andere 
Deweisart diefer Formel mitzutheilen. Zu dem Zwecke fann man immer fegen: 
(x +h)=&k+bg(, bh), 
wo die unbefannte Annetion p fo beichaffen fein muß, daß fi das Glied 
hgy(x, b) für h= 0 auf Null reducirt. Hieraus ergibt fich der Ausdruck: 


4@&, M= fx + 2 — fx 





' 


welcher unter der Form * erſcheint und ſich bekanntlich auf fx reducirt, wenn 


man darın h O ſetzt. Wir können demnach ſetzen: 
(X, h) S fix + hp,(x, h), 
woraus folgt: 
ix +b=%k+ fi + bh?g, (x, h), 


f(x +) — fx — hfix 


9,(x,b) = * 


Dieſer Ausdruck von ꝙ, reducirt ſich für h = 0 wieder auf 2 . Wenn man 


die allgemeine Regel in 5. 85 auf den vorhergehenden Bruch anwendet, indem 
man von dem Zähler und Nenner veffelben in Beziehung auf h die Ableitun 
gen nimmt ; fo erhält man: . 
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f(x+h) — fx 
DLCH En Sure 0 


und wenn man von Neuem bifferenzirt, um bie noch flattfindende Unbeftimmtheit 
zu befeitigen, fo fommt: 
fu 
9,(x,0) = Ir 
woraus folgt: 


fx+h)=fx + T fx + |" +hg, (x, DE 


Hieraus fieht man Kson, dag man —5 Entwickelungsgeſetz erhält wie 
vorhin, worauf man die Grenzen des Reſtes R; auf dieſelbe Weiſe beſtim— 





$ nn. Wenn man endlich die Orundregeln der Integralrechnung an- 
wenden will, welde bereits in $. 55 auseinandergefegt find, fo findet man 
zit blos das Gefeh der Taylor'ſchen Reihe und bie Grenzen des Reſtes 
R,, fondern auch den Werth von R; durch ein beftimmtes Integral ausgebrüdt 
auf dem birecteften Wege. Denn von welcher Belchaffenheit die Function fx 
auch fein mag, fo hat man, wofern fie nur zwifchen den Grenzen x und x + h 
ftetig bleibt, doch immer: 


fx + b) — f(x) =“ f!x « dx. 


Zur befferen Unterſcheidung ber wirklichen veränverlihen Größe x unter dem 
Sutegrationgzeichen von dem in dem Ausbrude der Grenzen vorkommenden 
Werihe von x, kann man feßen: 


tb 
fx +b) — fk =/. fix! dx’, 


oder auch, wenn man die veränderlihe Größe vertaufcht und 
ı=_x+hb — 2, alſo dx = — dz feßt: 


fx+h) — fx =-/ f(x + h— z)dz =/ f(x + h — z)ds. 

Die Zormel (8) in $. 55 verwandelt fi 9 wenn man darin = für x febt 
und für die untere Grenze der Integrale z, — 0 und für bie obere Öreme 
berfelben z — h nimmt, in: 


YA 2 + Wade — ph + dh — Y(0) + YO) FA bz + gladz. (d) 
Wenn man in diefer Formel 
gg =flıx+h—- ),sn=a, 
folglich : 


0) = 1x + b), ph = * Yıc0) = 0, Jyh = 
gz = — fl(x+h— 2), Vı = 
ſetzt, jo kommt: 
bh ’h 
S, füx + b— z)ds = hfix + / zfucx + bh — 2)da, 
v v 
und folglich: 
(x+hb)=fk + * fix + / "6 + h— 2) dz. 
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Wenn wir nun in bie Formel (d) die Boransfehung: 
ps = fix +h— »), de = nv 
folglich : 
90) = fx + ), gb = für, Y0)—0, = hz, 


= —fllx +h—s) 2 2 
einführen, ſo erhalten wie wir: Y 


S. fix +h— s)ds— 
und folglich: 
fx+h) fx + + 
Ebenſo würde man Raben: : 

h3 


2 
fx+hN) =fk+ . fx + I + og fx 


1 h 
— — Ir — 
ee re Ace) z)dz, 
und durch weitere Fortſetzung diefer Rechnung würde man finden: 


h 
I h2flıx + 1 YA z2fl(x -h— z)ds, 
2 2/y 





z fx + N, z2fli(x —> h— z)dz. 








h h 
h)=f —f! gu u .. 
++ Mt Mir} Mic 
bi 1 bh 
—— fix + — ig.itn) — 
+ Ina tmsaf, fit) (x + h—a)da 


Wenn man nun, wie weiter oben buch P und BR refp. den Hleinften und 
größten Werth von: 
fit)x +h— s 


Jr 
für Die zwifchen O und h Tiegenden Werthe von z bezeichnet, fo hat man: 


2! 1 ) — z g' 
SI. fit) + h— 3) d >P /- ds, 
Phit! 
% 8 ) — 2 
Ss. ft) + h )da >. 1443 


denn die Ableitung der Function er it = zids (6.59). Aus demfelben 


oder: 


Grunde hat man: 

bo Qhbiti 
zifütl (x — 5) dag < —— : 
0 


i+1 
folglich fällt der Werth von R; zwifchen: 
Phitı v Qhiti 
23.G+1) a23. 5 
und man hat ferner den Ausdruck: 


1 * bo ' 
RB: == U U _ 1 ifa*) [U 3 
' 1.2.3 .. i [f] . ex h =) de ' (e) 
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befien Werth man vermittelfi ver fpäter zu erörternden Methoden ‚genau ober 
en kann, wenn bie Function f und folglich vie Ableitung 
itD gegeben if. 
$. 102. Wenn wir in der Formel (A) für x die Größe =-und dann 
x— 2 für h feßen, fo verwandelt fie ſich in folgende: 
— 2 


_ x (x — 2)? (x — z) „. 
fx—fz+ 7 fs+ =” flz + u. + 123-7 f\)z tz, (y) 
wo der Kürze wegen 





(x — z)it1 


PT fit! [2 +0(x—z)] 


geſetzt iſt. 
Für i — O gibt die vorhergehende Formel: 
x =fz2 + (x— ) ſI240 (x — 2)], 
wo 9, wie 0 eine zwifchen O und 1 Tiegende, aber im Allgemeinen von © 
verſchiedene Zahl bezeichnet, und hieraus ergibt fih, wenn man 9 für f fet: 
gy= gs + (x— 2)p'|2+0,(x— 2)]. $') 

Aber nach der Greigung (4) hat man offenbar px — 0, und wenn man biefe 
Gleihung (9) in Beziehung auf = differenzirt, und bie ſich gegenfeitig aufhe- 
benden Glieder hinwegläßt, fo bleibt: 


(x— a) _ 
3 —— ſliti) 


woraus folgt: 


[= +9,&-9)]=— er Kt) [z+0,(x—:)]. 


Aus der Sleihung (9°) ergibt ſich alſo: 


_(1—0,)(z—a)'t! s x 
Pan ds +0, (x—3)], 


und man fann in ber Formel (A) für den Ausdruck des Reftes: 


hiti . 
R. — + füt ) h 
1+.2+3 ... (i + 1) x * s I 


den von Cauchy zuerfi gefundenen gleichbeveutenden Ausdruck: 


— hd. ihit 
— “ ee . fitl)(x + 0,h) 


jegen. 

$. 103. Auf welde Weife man auch zu der Taylor’fhen Reihe gelan- 
gen mag, fo bat fie doch nur in fo fern einen Sinn, als man fich die erhal- 
tene Reihe von Gliedern durch einen Reft ergänzt denkt, welcher in gewiſſen 
Sallen Heiner werben kann, als jede gegebene Größe, und alsdann fann man 
die ins Unendliche fortlaufende Reihe als der gegebenen Function gleichbebeu- 
tend betrachten. In diefer Borausfeßung muß zwar die Reihe convergent fein; 
allein das Umgekehrte findet nicht flatt, und bie unendliche Reihe könnte con- 
vergent fein, ohne daß ver Reft R;, welchen man immer direct berechnen muß, 
one Ende abnähme. In diefem Falle würde die Taylor’fche Reihe un- 
brauchbar und die Summe der convergenten Reihe würde nicht mit der gege- 
beuen Function übereinftimnen. 

Um fih von ver Wahrheit dieſes Satzes zu überzeugen, braucht man nur 
zu bemerfen, daß die Function fx bei den vorhergehenden Betrachtungen ale 
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eine beliebiges Function vorausgefegt ift, fo daß fie ſowohl eine mathematiſche, 
als empirifche Function fein fann. Zur Anwendung der erhaltenen Formeln 
genügt es, daß dieſe Function und ihre Ableitungen aller Ordnungen feine den 
verſchiedenen Werthen der unabhängigen Veränderlichen von x bis x-+h incl. 
entfprechende Stetigkeitsunterbrechung erfahren. Da nun die Form der Curve 
y—_fz zwiſchen den Wertfen =x und s=x + bh willführlih ift und 
nicht von der Form der Curve in der Nähe des Anfangspunktes abhängt; fo 
würde es ungereimt fein, wenn man annehmen wollte, daß die Größen: 
fx, fix, fx, Mix, ...., 

welche fih alle auf den Anfangspunft beziehen, implicite den Lauf der Curve 
in dem ganzen betrachteten Intervalle beftimmten. Die Function f(x + h) 
fann alfo im Allgemeinen nicht durch die Reihe der Größen fx, fix, ......, 
felbft wenn fie ind Unendliche fortlaufen, beftimmt werben. Aber fobald man 
den Reft R; in Betracht zieht, bei deſſen Beftimmung alle Werthe ver Func» 
tion in dem Intervalle von x bis x + h in Rechnung gebracht werben müflen, 
verjhwindet diefe Schwierigkeit und es kann der Zuläfligkeit der Entwidelung 
nichts mehr entgegen ftehen. 

Man könnte zwar annehmen, daß, wenn in dem Sntervalle von z=x 
bis z—= x + bh zwei nicht identiſche Functionen fa, f,= dennoch fo befchaffen 
wären, daß: 

fx hf, f x fx, x fix, ce (N 
wäre, wenigftend eine diefer Kunctionen für z = x eine Gtetigfeitöunterbre- 
hung irgend einer Ordnung erfahren müßte, was ſchon hinreichend wäre, um bie 
Taylor’fche Reihe nicht ins Unendliche fortlanfen Iaffen zu fünnen und was 
auf den bereits erwähnten Ausnahmefall binausliefe. In der That Haben wir 
bereitö in $. 37 angenommen und werben es fpäter beweifen, daß, wenn bie 
Zunctionen fz, f,z erplicite ober implicite durch algebraifhe Gleichungen be- 
fimmt werben, die Reihe der Gleichungen (f) die Identität der beiden Func⸗ 
tionen zur Folge hat, fo daß, wenn bie beiven Functionen in einem heile 
ihrer Verlaufes denfelben algebraifchen Ausdruck und in einem anderen Theile 
ihres Laufes verſchiedene algebraifche Ausprüde hätten, fie nothwendig bei dem 
Vebergange von dem einen Ausbrude zu dem andern eine Stetigfeitsunterbre- 
hung irgend einer Ordnung erfahren würden. Aber nichts berechtigt uns, dieſe 
Bemerkung auf empiriihe oder auch nur auf transcendente Functionen auszu⸗ 
dehnen, wie Cauchy an einem fehr einfachen Beifpiele gezeigt Hat. 

Wenn man 3. D. 

1 
fh: =lı +e” 
feßt, wo fs eine beliebige Function bleibt, fo haben wir in $. 89 gefehen, 
da für = O die Ableitungen aller Ordnungen der transcendenten Func- 
| 
“tion e*”, fo wie diefe felbft verſchwinden, und man hat folglich für = — 0: 
f,x — ſx, fl x fix, fl x m ſux, seen 
obgleich die Functionen f und f, für jeden andern Werth von = verfchieven 
eiben. 

Demnach iſt die Entwidelung von f,h durch die Taylor’ihe Kormel 
nicht von der Entwickelung von fh verfchieden, und wenn die fo ins Unend⸗ 
liche fortlaufende Tay lor'ſche Reihe convergent ift, und fh zur Summe hat; 
fo wird doch diefelbe Reihenentwidelung, obgleich fie convergent if, falſch fein, 
wenn man fie auf die Aunction f, anwendet. 

Wir wollen im Allgemeinen mit ı7z eine Function von = von folder Be— 
ſchaffenheit bezeichnen, daß man für einen befonderen Wert = x habe: 
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0 = yx zyı = pi = a. 


nu feien RO), R 1) die Refle der Taylor’ihen Reihe für die Func- 


A , ++) + H); 
rag man für jeden Werth des Inder i haben: 
R, - RUü = g(x-+h), 
nn übrigens auch leicht a posteriori vermittelt tes Ausdruckes des Re— 
in einem beftimmten Integrale wieder finden ließe. 

$. 104. Die Anzahl der Glieder, woraus die Taylor’ihe Reihe be- 
ijt, iſt nur in dem einen Kalle eine endliche, wenn bie Function ix eine 
w;e algebraifche Function ift; denn wenn alsdann m den höchſten Erponen- 
a von x in dieſer Junction bezeichnet, fo ift die Ableitung der mt" Ord— 
mg eine conflante Größe und die Ableitungen der höhern Ordnungen ver- 
outer ($. 60). 

Wenn man fx — x” feht, fo gibt die Taylor’fche Reihe für einen be= 
ebhigen Erponenten m die Entwickelung von (x + h)” und ſtimmt mit der 
dlewton'ſchen Binomialformel überein, welche dadurch, wie bereits in $. 66 
6.32 bemerkt ıft, für einen beliebigen Exponenten bewiefen wird, und zu 
kiher Zeit bat man: 

R — m(m—1) o..... (m—i) 1 
Eu 12 3a 0 


6. 105. Die Taylor’fhe Reihe hatte ihrer Allgemeinheit wegen fchon 

Isse die Aufmerffamfeit der Analyſten auf fich gezogen, als Lagrange die— 

zar Grundlage der Theorie der Aunctionen machte, nm dadurch, wie er 

‚, bei dem Uebergange von der Discontinuität zur Continuitit die An- 

9 jetes —— der Grenze, der Fluxion, oder des unendlich Klei— 

zu vermeiden. Zu dieſem Zwecke nahm Lagrange an, daß ſich jede be— 

ige Function ober wenigſtens jede beliebige mathematiſche Function (xPh) 
einer Reihe von folgender Form: 


fx + y,'x» h“ + 9,x° hf + 9;x° h? + etc. 
läßt. Hierauf zeigte Lagrange, indem er fi) auf die algebraifche 
der Function fügte, daß diefe Potenzen weder negative noch gebrochene 
enten haben fünnen, fo lange x und h unbeftimmt bleiben. Denn wenn 
je Reihe Potenzen von h mit negativen Exponenten enthielte, fo würden, 
man h= 0 feßte, die Glieder mit diefen negativen Erponenten unent- 
Bi werden, und folglich hätte fx einen unendlich großen Werth, was nur für 
hertienläre Werthe von x flattfinden fann. Wenn ferner die Reihe cin Glied 


mit einer Potenz von h mit dem gebrochenen Erponenten ni enthielte, fo hätte 


Bes Glied nach den befannten Eigenfchaften ver Wurzelgrößen fo viele ver- 
Br: Werthe, als der Nenner q Einheiten bat, fo daß f(x-+h) für das- 
Wer Syſtem von Werthen von x und fx mehrere verfchiedene Werthe Haben 
Site, was nur für gewiffe befondere Werthe von x und von fx ftattfinden 
hen, und zwar aus demſelben Grunde, aus welchem nicht alle Punkte einer 
me Durchfchnittspunfte mehrerer Zweige der Curve fein können. 

Man tanz alfo annehmen, daß die allgemeine Entwicfelung von f(x +h) 
tur die Formel: 

fx+ I) =fk+hyx + h?y,x + h’iyp,x + etc. (h) 

Wirrrükt wird, und alsdann nennt Lagrange p,x die Ableitung von 
und bezeichnet fie durch fix um die zwilchen fx und g,x ftattfindende ge— 

Cournot, Theorie der Functionen ıc. 8 


six + Ib — z)®-i-1dz, 
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pP 
x verfchwinden. Denn die Wurzelgröße (x — a)ı gibt der Function eber 
viele verfihiedene reelle oder imaginäre Werthe, als die ganze Zahl q Ein 
ten enthält. Da diefelbe Wurzelgröße wieder in den Differenzialcoefficter 
von fx vorkommt, fo lange x unbeitimmt bleibt; fo nehmen dieſe Coefficiens 
wie es der Fall fein muß, ebenfalls q verſchiedene Werthe an. Es gibt m 
eigentlich ebenfo viele verſchiedene Functionen f(x + bh) und Reihenentwie 
lungen derfelben, als die fraglihe Wurzelgröße Werthe geftattet. Aber we 
man der Beränderlichen x den bejonderen Werth a beilegt, fo verfchwindet U 
Wurzelgröße in allen Coefficienten: 
fa, fla, f!!a, etc. 


der Glieder der Taylor’fhen Reihe, während fie in der Function fla +! 
pP 


noch eriftirt und = ha wird. Die Taylor’fhe Reihe fann alſo in ihrer g 
wöhnlichen Form alsdann die Kunction nicht mehr varftellen, weil die Functi 
mehrere Werthe hat, während die Reihe nur einen einzigen Werth haben wirt 
und folglich muß die Reihenentwidelung von fla + I) Glieder mit der Wu 


pP 
zelgröße hı enthalten. 

Wir wollen übrigens bemerken, daß eine in der Function fx vorfommen 
Wurzelgröße auf zwei verfchiedene Arten für befondere Werthe von x verſchwi 
den kann; nämlich 1) wenn die Größe unter dem Wurzelzeihen verjchwint 
und 2) wenn cin Factor oder Eoefficient der Wurzelgröße Null wird. Diel 
legte Fall bildet nach venfelben Principien Feine Ausnahme von der Taylo: 
Then Formel, Denn es fei: 


r 
(x — a, )” (x — a) 


P 
ein Glied, wodurch die Wurzelgröße (x — a)? in die Function fx eingefül 
wird, fo verfchwindet diefes Glied für ven Wert x=a,, welder den Faci 
(x — a,)” verfhwinden macht. Da der Erponent des Binomes x—a, M 
der Voransfegung eine ganze und pofitive Zahl iſt, fo nimmt verfelbe bei jel 
Differenzirung um eine Einheit ab, und es fommen in ben Ableitungen % 
Function fx von der m!" und von den höhern Dronungen Glieder vor, wol 
p 


dieſes Binom nicht mehr als Factor ter Wurzelgroͤße (x — a) 1 erfcheint. Hi 

aus folgt, daß die Entwicelung der Function fla, + I) durch die Tat 

lor'ſche Reihe und wenigftens bi8 zu dem Gliete von dem Range m — 1 in: 

fortgefegt, ebenfo viele verſchiedene Werthe beibehält, als tie Functi 
p 


Ca, + 5) durch die Wurzelgröße (x — a)" befommt. 
Aus dem Vorbergehenden darf man aber nicht mit einigen Schriftftelle 
Ichließen, daß in einem folhen Falle vie Taylor’fche Reihe wenigftens 6 


zu dem Gliede inel. fortgefegt werden muß, worin die Wurzelgröße (x—a) 
wieder erfcheint; denn diefe Wurzelgröße fommt immer mit der DVielheit ihe 
Werthe in dem beftimmten Integrale vor, weldhes den Werth des Reftes | 
ausdrückt, was für einen Werth der Inder i auch haben mag, umd die Strem 
der Schlüffe erfordert immer, daß man diefen Neft der Reihe ın Rei 
nung bringt. 

Man fieht 3. B., daß die Lagrange'ſche Schlußweife nicht mehr & 
wendbar fein würde, wenn der Factor der Wurzelgröße eine transcenbei 
Function von der weiter oben ($. 102) angegebenen Art wäre, welche, fo a 
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„Ale ihre Ableitungen, für gewiffe Werthe von x verſchwinden, und ed wäÄrde 
| ver Function und ihrer Reihenentwidelung nur dann Identität flatt- 
innen, wenn man bei irgend einem Gliede diefer Reihe ftehen bliebe 
Jun ven Reit in Rechnung brachte. 
. 5108. Wenn die Sunction fz oder ihre Ableitungen von irgend einer 
"Fe an nicht mehr für den anfänglichen Werth z = x, fondern für einen 
Wh x und = — x + I liegenden Werth z = a eine Gtetigfeitsun- 
nng der erften Ordnung erführen, fo wäre die Taylor'ſche Kormel, 
man h= oder >a—x feßt, nicht mehr anwendbar, fo wohl, als 
wenn fih die Unterbrechung der Stetigfeit auf den anfänglichen Werth bezöge ; 
jdoch iſt die Lagrang e'ſche Metaphyſik nicht auf dieſen Fall anwendbar, wel- 
man nicht als einen Ausnahmefall der Anwendbarkeit der Taylor'ſchen 
Femel zu betrachten pflegt. Aber ſobald man ven Reſt R; in Rechnung 
einst, wie folches immer gefchehen muß, zeigt fi die Unbrauchbarfeit ver 
aylor'ſchen Formel dadurch, daß es nicht möglich ift, Grenzen des Reftes 
ben, oder denfelben durch ein beftimmtes Integral zu berechnen, wenn 


ke Function unter dem Integralzeichen YA durch das Unenbliche geht, fer es 
mm der Grenze, oder im Verlaufe der Integration. 


2) Maclaurin’fche Formel und ihre Anwendungen. 
$. 109. Wenn man in der Formel (B) x = 0 febt, fo erhält man: 


h h? h3 
h=f — + f! — ſu fi , 
(0) + 1 (0) + 1.3 (0) + 1:93 (+ etc 
md wenn man alsdann x für h feßt, fo fommt: 
k — ſa If m — te., (C 
; (0) + 1 (0) + 1.2 (0) + 123 (0)+ete., (C) 


daß man das Problem der Transformation einer beliebigen Function in eine 
den ganzen und fteigenden Potenzen der unabhängigen veränderlichen Größe 
Greitende Reihe gelöft hat. Dean könnte das Geſetz dieſer Reihe auch 
bie befannte Methode der unbeflimmten Coefficienten ohne An— 
| g der Tay lor'ſchen Formel fehr einfach finden; denn wir wollen an- 
‚ daß fi) die Sunction fx in eine nad) den ganzen und fteigenden Po- 
von x fortfchreitende Reihe entwideln läßt, und feßen: 
x — A + Bx + Cx? + Dx’ + etec., 
I alten wir dur Differenzirung:: 
f!x=B + 20x 4 3Dx? + etc,, 
| fl!x = 20 + 2:3Dx + ctc., 
fx = 2:3D + etc., 
etc, 
A wenn wir in diefen Gleichungen x — 0 feten, ſo kommt: 


‚A=f(0), B= 0), C= #0), D = 4 fu (0) , ete. 










Dur dieſes Verfahren, deſſen man fi auch zuweilen zur Ableitung 
Zaylor’ihen Reihe bedient, bat Maclaurin die Formel (C) er- 
en, welche noch jest feinen Namen führt, obgleich man fie in ber 
2 Zeit dem englifhen Geometer Stirling ald dem erften Erfinder zuge: 
eben hat. Uebrigens muß man diefe Formel nicht als wefentlich verſchie— 

von der Tay lor'ſchen Formel betrachten, welche blos eine größere Alfge- 
beit bat, weil fie fo lange flattfindet, als tie Größen x und h unbeflimmt 
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je nachdem i eine gerabe ober eine ungerade Zahl ıft. Man hat alfo die Neil 
x3 x‘ x5 


1 Si - + + (i) 


welche eonvergent ift, fo lange x zwifhen — 1 und + 1 liegt. An ber ofi 
Grenze x = 1 ift diefe Reihe ebenfalls noch convergent, denn man hat: 


1 1 1 1 . 
ge ?=1 - > +7-Ttz7 v (j) 


und befanntlich ift jeve Reihe abnehmender und abwerhfelnb pofitiver und ı 
gativer Glieder nothwendig convergent. ($. 26.) 
Wenn man x — — 1 feßt, fo kommt: 


1 1 1 1 
Arts t+Irgtre 


und da befanntlich das negative Unenpliche ver Logarithmus von Null if, 
ift die Reihe: 


1 1 1 1 
Ir +57+7+5r* 
bivergent, was ſich übrigens auch Leicht direct darthun läßt. 
Terner bat man: 


log. (=) = log. (1+x)—log(1 — x) 


x> x 


i+x_ v PP 
—=1+, fogligx= 


v 


2a+v' 








febt, fo kommt: 
log. (1 4 —) = log. (>) = log. (n+v) — log.n 


EHE) HU) 
art (5) + (5 +7 (+ + etc. j 

Diefe lebte Reihe convergirt für ganze Werthe der Zahlen n und » i 
mer fehr fehnell und gibt den Logarithmus der Zahl n + », wenn der vor 
befannt iſt. Vermittelſt dieſer Reihe berechnet man aber blos die Logaritha 
der Primzahlen, weil ſich die Logarithmen der übrigen Zahlen durch einfe 
Additionen daraus ergeben, und zwar berechnet man zu biefem Zwecke bie‘ 
garitbmen der Primzahlen auf eine größere Anzahl von Decimalftellen, 
man in der Tafel beibehalten will. 

Wir wollen n = 1 und v— 1 feßen, fo haben wir, da der Logarithn 
ber Einheit gleich Null iſt, die Reihe: 


1 1 1 1 
weergtnutnstnnt ") 
welche weit fehneller convergirt al8 vie Reihe (j) und wovon man nur € 
Feine Anzahl von Glievern zu berechnen braucht, um 


log. 2 = 0,69314718 sc... 
zu erhalten, und folglich ift: 
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log. 4 = 1,38629436 .... | 
Wenn man in der Reihe (1), n = 4, v — 1 feht, fo kommt: 


u N 1 1 N 
log. 5 — log. 4 + 2(> + 3.93 + 3,95 + ertee)) 


folglich : 
log. 5 — 1,60943791 ...... 


Das dritte Glied diefer Reihe hat nur noch auf die ferhste Decimalftelle 
Einflug und das fünfte Glied würde bei der Berechnung der gewöhnlichen Lo— 
garithmentafeln ganz unmerflich fein. 

Die Summe der Logaritimen von 2 und 5 gibt den Neper’fchen Loga⸗ 
rithmus von 10 = 2,30258509 ...... und wenn man bie Einheit, welche der 
gewöhnliche Logarithmus von 10 ift, durch dieſe Zahl dividirt, fo erhält man 
den gewöhnlichen Logarithmus von e oder den Modolus ver Bring Iden 
Logarithmen — 0,4342944819 .... ($. 64). Vermittelſt dieſes Modolus 
kann man die gewöhnlichen Logarithmen aller Primzahlen finden, deren Ne— 
per'ſche Logarithmen bereits berechnet ſind. Die Analyſis gibt noch bequemere 
und fürzere Methoden zur Berechnung der Logarithmen an vie Hand; allein 
alle diefe Methoden, fo wie die, wovon wir eben einen Begriff zu geben ge⸗ 
fucht Haben, wurden erft erfunden, nachdem man fchon lange Zeit Logarith- 
mentafeln befaß, welche durch mühfamere Verfahrungsarten berechnet find. 

$. 111. Da alfe Ableitungen der Function e* mit ihr felbft identifch find, 
fo rebuciren fie fich, wie fie fir x = 0 auf die Einheit. Die Marlau- 
rin'ſche Formel gibt folglich die Reihe: 


x x? x) x’ x5 
so — — —_ _— — — — ic. 
° ra + Ta + aa Fe 


welche zulegt immer für jeden Werth von x convergirt, denn wenn man bad 
Glied dieſer Reihe, welches i Glieder vor fih hat, mit y; bezeichnet, fo con⸗ 
vergirt das Berhältnig: 

Yp __ _X 

sy irt' 
ohne Ende gegen dic Grenze Null, wenn i immer größer werdende Werthe 
annimmt, was für einen Werth x auch haben mag. 

Wenn man x — ſetzt, fo erhält man ven Reihenausbrud der Zahl e 

wieder, welcher in 6. 61 aus ver Binomialformel abgeleitet ıft. 


Nah den Formeln (d) in 6. 67 findet man au: 





j x3 x> x7 + : c ) 
x _ — .— — — — — etc. m 
.x * 37 123 tr 72.323 1°2-3°4.5:67 wi 
x? x} x6 
. = 1 — — — — — — — — — t 0 
cn x 1.2 + 7934 tee) 


Diefe fehr merkwürdigen Reihen, welche von Newton herrühren, haben, 
wie die Reihe (m), die Eigenfhaft, daß fie zuleßt immer convergent werden, 
was für einen Werth x auch haben mag, fo daß fie fich auf Kreisbogen erſtre— 
den, welche den ganzen Kreisumfang oder eine belichige Anzahl von Rreisum- 
fängen überſchreiten. Dan konnte fi) verfelben zur Berechnung der natürlichen 
trigonometrifhen Tafeln bedienen und aus dieſen alsvann vermittelft der Reihe 
Ci) die Logaritimen der trigonometrifchen Linien berechnen; allein man hatte 
für die Debärfniffe der Aſtronomie weit früher die trigonometriſchen Tafeln 
berechnet, als Newton lebte, 
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Da die Reihen (m), (m,), (m,) für alle Werthe von x convergent 
find, fo fann man auch von benfelben ausgehen und gleich von vornherein fegen: 


x x? x’ 
weltTtga tms tr 


_x x3 x> _ u) 
at Ta - - ( 
x?3 x* 
= 1 — —— — — tc.: 
eo tar 
und dann bie Eigenfchaften der Functionen &, f, E nach den Eigenfchaften ver 
eonvergenten Reihen, wovon fie die Summen find, beflimmen. Auf viele 
Weile fände man: 
Yx zur, fh, (x — fx; 
und aus biefem Syſteme von Gleichungen könnte man auf die im zweiten Ka⸗ 
pitel des erften Buches angegebene Weiſe alle Eigenfchaften der Functionen 
%, f, E ableiten. 
Die Gleichungen (a) würden dieſe Eigenfchaften felbft unmittelbar an bie 
Dand geben, ohne daß man die Gleichungen (0) zu Hülfe zu nehmen brauchte. 
Sp ergäbe fi 3. B. aus der Form dieſer Reihen ſelbſt: 


Yv(«V/ —N = k+f- vi, 


VCCXVAÆIDS k— x VY—, 
I + =, 
Sxty) = fx» fr + fy ſx; etc. 

Aber obgleich diefer Gang logiſch freng ift, fo feheint ung derſelbe doch 
für eine divactifche Darftellung , wober man beſonders einen rationalen Zufam- 
menhang der Theorieen zu erzielen fuchen muß, nicht geeignet zu fein. Im 
Allgemeinen werden die Sunctionen in ihrem ganzen Verlaufe durch das Ge— 
feß ihrer Differenzialineremente characterifirt, und nur unter gewiflen Bedin- 
gungen können fie ebenfalls in ihrem ganzen Berlaufe für alle Werthe ver 
veränderlichen Größe durch convergente Reihen ausgedrückt werben. *) 


©) Cauchp hat in der lebten Zeit eine fehr merkwürdige Regel zur Beflimmung 
der Convergenz der Reihenentwidelung einer Zunction nach den ganzen und 
pofitiven Potenzen der unabhängig Beränderlihen gegeben. Es bezeichnen: 


ſę0 (cus. 40 + VA. sin. A), i (cus.0, + V-1. sin. 0), 


eg, (cu8.9, + V—l.sin. 0,), etc. 


bie reellen oder imaginären Werthe, welche für x an die Stelle geſetzt, die 
Function fx oder ihre erfle Ableitung 1x unendlih machen, oder vielmehr, 
welche einer der Gleichungen : 

1 1 


nn III m 9 


genügen ; fo werben biefe Werte reell und pofitiv ober negativ fein, wenn 
bie pofitiven oder negativen Zablen 9,, 6,, 0., etc. gerade oder ungerade 
Bielfahe von = werden. Was die Zahlen &, ete. anlangt, welde 
Cauchy Moduli zu nennen pflegt, fo kann man fie als wefentlich pofitiv 
betrachten. Dieſes vorausgefeßt, if die nad) den ganzen und pofitiven Po- 
tengen von x fortſchreitende Reihenentwickelung von fx für jeden reellen oder 
imaginären Werth: 
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$. 112. Bei den Anwendungen, welche den Gegenfland der beiden vor- 
bergehenden Paragraphen bilden, haben wir bios die Eonvergenz der Maclan- 
rin’fchen Reihe bewiefen, aber fireng genommen muß man direct beweifen, 
daß dieſe convergenten Reihenentwidelungen gewifle Functionen zu ihren Sum- 
men haben, oder daß der Reft r; für ſchickliche Werthe von i Feiner werven 
faun, als jede gegebene Größe. 

Nun wirb aber ver Reft r; in den Entwidelungen (i), (m), (m,), (wm,) 
reſp. ausgebrüdt durch: 


xrti gt 


rwturrwer ar rwwusurreer had 
(i+1) (1 +Ox)iTI 1.2.3... (i+1) 
x't1 sin. (0). 


12.3 ..(i+1) eos. 
Die beiden letzten Ausdrücke geben für ben Zahlenwerth des Verhältniſſes 
= einen Bruch, welcher für eimen jeden Werth von x Heiner werben 


kann, als jede gegebene Größe, wofern man für i nur eine hinreichend große 
Zahl nimmt. Diefelbe Beringung wird in Beziehung auf den erſten Ausdruck 
son r, erfüllt, ſobald man für x eine pofitive Zahl Fest. 

$. 113. Aus der Formel (1) in $. 75 folgt: 





1 1 + v_1i . taug. x 
x= — log —— |}, 
2v_-1 1— V—1: tag. x 


und wenn man den Logarithmus nach der Kormel (k) entwidelt: *) 
x — fang x — rn tang.°x + - tang.’x — —tang.'z + eto. (pP) 


Diefe legte Reihe ift zuerft von Leibnit angegeben. Cie convergirt 
nur für Werthe von tang. x, welche zwifchen — 1 und + 1 liegen, ober 


e(cos.0+Y—1. sin. 9), 


von x, befien Modulus go Heiner ift als der Heinfle der Moduli ou, . etc. 
convergent. Hieraus folgt unmittelbar, daß jede periodifhe Function, wie 
sin.x, cos.x, welche, wie ihre erfie Ableitung, für keinen reellen oder imagind- 
ren Werth von x unendlich wird, fi für jeden Werth von x in eine nad 
den ganzen und pofitiven Yotenzen von x fortfchreitende convergente Reihe 
entwideln läßt. 

*) Diefe Reihe ergibt fih auch unmittelbar aus der Maclaurin’fhen Reihe, 
wenn man bemerkt, daß man, wenn fix) — arc. tang. x iſt, hat: 

1 1 1 ° 


1 
IF 21 _ıY_-i 1+ıY—1 
= 7[4 - 2904 + d4av=D-1] 


f(x) = 


eV Im. el av Dort =D-.0(-1] 
fa) (0) = (V -Ne-1, ur A1—-(-0"], 


woraus fi die VWerthe von (0), ſ(O), CO), 2. ergeben, wenn ma 
fucceffive glei 1, 2, 3, um —3— Dr ee 
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für Werthe von x zwiſchen — — z und + I z und findet folglich aud 


nur für diefe Werthe ihre Anwendung, obgleich die Function tang. x zwiſchen 


ben Grenzen x = — * x und = + —* ſtetig bleibt. 


Die Reihe (p) iſt jedoch an der Grenze x — * 7 noch convergent 


und an dieſer Grenze hat man: 
T 1 1 1 
7*5127 7 4 7 33 


allein dieſe Reihe convergirt doch zu langſam, als daß man den Werth 
der transcendenten Zahl 7 danach berechnen fünnte. Wenn man x — 30° 


fegt, wovon die Tangente SFr ift, fo gibt die vorhergehende Formel: 
3 


(4 1 ( 1 1 1 
— — 1— — — — — DD— — { 1} 


und durch dieſe legte Reihe Hat Laguny die Zahl m bis auf 127 Decimal- 
ftellen berechnet, Es gibt übrigens noch andere Reihenentwidelungen, vermit« 
telft welcher fich der Werth von 7 noch weit fchneller berechnen laßt. 

Aus der Formel (i) ergibt fi: 


log.x = *( = log. 1 +9) — log. ( +) 


x 
— 1 1 1 1 1 1 
= er) + 35) 7) te 


Diefe neue Reihe ift zwar für alle reellen Werthe von x bivergent, al» 


lein wenn man ver Größe x den imaginären Werth eꝛ DA beilegt, fo erhalt 
man: 


log. x z V_ 1, xo — At — em’ — o-m” 12V 1 esin.mz, 
Xm 


und folglich verwandelt ſich die vorhergehende Formel, nachdem man durch 
2/ —1 dividirt hat, in folgende: 


I -sina— Lin. 2% + 2 sin.32 — ein. 4a + etc. 


2 2 3 
Diefe neue Reihe iſt offenbar für jeden Werth von = convergent, aber 


ihre Summe iſt nur dann glei , wenn der Werth von z zwiſchen ven 
Grenzen — > 2”, + * nn liegt. | 
Der geometrifhe Ort der Gleichung : 
 yzsiu.x— 4 sin.2x + n IN. IX — sinds + etc. (4) 


ift ein Syſtem paralieler gerader Linien: 
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nu MN, MN, MIN’, MUNu, ... (Fig. 35), 
teren endliche Gleichungen refp. folgende find: 





1 
. 1 = 76 +r),) = zu ‚=; — a), )J= 5 am). 


Die gemeinfchaftliche Abfciffe der Punkte NA’ iſt OP = rn; allein die 
Bleihung (q) gibt, wenn man darin x =  feßt, für den Werth von y, 
werer die Ordinate PN, noch die gleiche und mit entgegengefeßten Zeichen 
behaftete Ordinate PM. Aus diefer Gleichung folgt y — 0, d. h. ein Werth 
von y, welder der halben Summe der Ordinaten PN, PA gleih iſt. Das- 
jelbe findet flatt, wenn man für x ein pofitivcd ober negatives Vielfache von 
jest ($.38). In der Folge werden wir auf diefe wefentlihe Eigenthümlichfeit 
ter Entwidelungen discontinuirlicher Functionen zurüdfommen und tie Glei- 
Sun (g) als einen fpeciellen Fall weit allgemeinerer Gleichungen wieder er- 

lten. 

$. 114. Die Entwickelung einer Function in eine nad) den Potenzen der 
unabhängigen Veränberlichen forıfchreitende Reihe führt auf die Reihenentwice- 
fung mit Erponentialfunctionen; denn es fei fx die gegebene Function, fo ver- 
wandelt fie fi), wenn man: 


x = log. z, oder z = e: 
fest, in: 
f(log. =) = Fi 
md läßt fich im Allgemeinen nach den Potenzen von z entwickeln. Es fei Az” 
irgend ein Glied der Reihenentwidelung, fo nimmt baffelbe, wenn man darin 


für z feinen Werth fept, die Form Ace" an, und folglich wird die Function 
f auf diefe Weife in eine Reihe von Erponentialgrößen entwidelt. *) 


*) Bermittelft der Maclaurinfchen Reihe und des Principes für die Bildung 
der Ableitungen der inverfen Bunctionen fann man auch alle Reihen 
von der Form: 

xMaytayv +ay°+..—fiy) 
umfehren, d. h. y== gtx) unter einer nach den Potenzen von x fort 
fohreitenden ähnlichen Reidenform erhalten. Denn nah der Maclanrin’ 
fhen Formel hat man: 


e) = 20) + #0) — +20) * ++ 


fo daß man bios die Werthe von 4 (0), g'(0), g"(0), ua zu beflimmen 
braudt. Run ift aber: 
() — a, + 23,5 + 3a,y?’ +... 





f!(y)= 22, +6ny +... 
f"(y) = 6a, + vo... 

d cic. =_— etc. 

und, 
® (0) = 0, weil g (x) diefelbe Form hat, ale ICy). 
0) = A —L, 
£ (0) a, j 
"= =, 
mon _ 3LCOP -- 10) . 10) _ 1202 — 6a,n, 
En 00) 
etc. —= elc, 


Es if alfo: . - 
y — in x Zu, — md x’ + ..... 
a “ 
Daſſelbe Verfahren iſt bei den Functionen log. (1x), sin x, tang.x AN 


wendbar, um daraus die Inverfen Functionen in Reihenform abzufeiten. 
3. d. Ueberſ. 





Drittes Dud. 


Diiferenzirung der entwicelten und unentwickelten 
Functionen mit mehreren Beränderlichen. 





Erftes Kapitel. 


Bon den entwicelten Functionen mit mehreren unabhängigen 
VBeränderlichen und von ihrer Differenzirung. — Grundbegriffe über 
die Stetigfeitsunterbrechungen der Yunctionen von zwei uud drei 
Veränderlichen. 





$. 115. Bisher Haben wir nur Functionen von einer einzigen Veränder- 
lichen, d. 5. Größen, betrachtet, deren Werth beftimmt ift, fobald man ben 
Werth einer andern veränderlichen Größe, wovon fie abhängen, angegeben 
hat; aber im Allgemeinen ift der Werth einer Größe von den Werthen ab- 
bangig, welche mehrere andere Größen annehmen, die ſich unabhängig von 
einander ändern fönnen, und in biefem Kalle fagt man, daß bie erſte Größe 
eine Function mehrerer unabhängiger veränderlicher Größen ei. 

Sp ändert ſich 3.3. die Intenfität der Schwere mit der Höhe des fchwe- 
ren Körpers über dem Niveau des Meeres und auch mit der geographifchen 
Dreite, und zwar find diefe veränverlichen Größen von einander unabhan- 
gig; denn man kann fih vorftellen, daß fih die Höhegges fchweren Körpers 
ändert, ohne daß fich die geographifche Breite ändert, und umgelehrt. Wenn 
die Figur der Erde merflih von der eines Rotationsſphäroides verfchieden 
wäre, fo änderte fi bie Intenfität der Schwere auch mit der geographiichen 
Länge und würde eine Kunction von drei unabhängig veränderlihen Größen. 

Wenn ein fefter Körper, welcher urfprünglich gleichförmig erhißt iſt, fich 
abkuͤhlt, fo ändert fich die Temperatur in jedem Punkte feiner Maffe mit ver 
Zeit, aber fie ändert ſich auch in demſelben Augenblide von einem Punfte zum 
andern; denn die nahe an der Oberfläche liegenden Molecule müflen fchneller 
bie Temperatur des umgebenden Mittels annehmen, als die gegen die Mitte 
des Körpers zu liegenden Molecule. Die Temperatur in jedem Punfte der 
Maffe des Körpers iſt folglich eine Function von vier unabhängig veränder- 
lihen Größen, nämlich von der feit dem Beginnen des Abfühlens verfloffenen 
Zeit und von ven drei Coorbinaten, welche die Lage des betrachteten Punftes 
innerhalb des Körpers beftimmen. 

Diefe Beifpiele Tießen fich Leicht beliebig vermehren, und man fieht Teicht 
ein, daß, bei den meiften Naturerfcheinungen jede meßbare Größe von vielen 
andern Gröpen abhängt, welche ſich unabhängig von einander verändern fönnen. 
Um aber die Urfachen zu vereinfachen und fie ver Rechnung zugänglich zu ma- 
den, nimmt man an, daß diefe Größen mit Ausnahme von einer, zwei ober 
drei derjelben feſte Werthe befommen und alsdann werben die davon abhängigen 
mo onen von einer, von zwei ober von drei unabhängig veränderli- 

en Größen. 

Um auszubrüden, daß eine Größe u eine Function von: mehreren verän- 
derlihen Größen x, y, 2, ... ift, bevient man ſich der Bezeichnung: 
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us = i(x, Jı 8% ...), 
und wem man andeuten will, daß bei der Beſtimmung ver Function außerdem 
auch conftante Größen oder Parameter a, b, c, .... vorkommen, fo ſchreibt man: 
u= f(x, y 2% .. 8 b, 6, un). 

Eine Function kann in Beziehung auf jede der veränberlihen Größen, 
woron fie abhängt eine mathematifhe oder empirifche, algebraifche, oder trans- 
cenbente, rationale ober irrationale, ganze ober gebrochene, Iineare oder nicht 
fineare, etc. fein, und wir brauchen ın Beziehung anf die Klaflification, welche 
wir bei den Functionen von einer einzigen veränderlichen Größe angegeben 
haben, hier in Beziehung auf die Zunctionen von mehreren veränderlichen Grö⸗ 
fen nichts weiter hinzuzufügen. 

Wenn die Function m durch eine nicht in Beziehung auf u aufgelößte 


Gleichung: 

Flo, x y, 2...) —0 
mathematisch beftimmt wird, fo ift die Function u eine unentwidelte und wird 
eine entwicelte Function, fobald man die vorhergehende Gleichung in Bezie- 
bung auf u auflößt. 

6. 116. Cine Function von mehreren Beränberlichen, welche feinen ma⸗ 
thematijchen Ausdruck hat, oter für welche man diefen Ausdruck nicht Fennt, 
wird für die zwiichen gegebenen Grenzen der unabhängigen Beränderlichen lie⸗ 
genden Werthe als befannt angefehen, wenn man Tafeln Kat, welde bie 
Werthe der Function angeben, die eben fo vielen Syftemen der den unabhän- 
gigen Beränderlichen beigelegten und einander fehr nahe fommenten Werthen 
entiprechen. Allein die Eonfkruction diefer Tafeln iſt reell nur für die Func—⸗ 
tionen von zwei unabhängigen veränderlichen Größen ausführbar. 

Es feien: 
Xır Nr Kur ce Xın--ır Nm} 

, , Yır Jar Yan soo Ja—ır In} 
zwei Reihen einander hinreichend genäherter Werte von x und y und u, ı 
Cezeichne den dem Syfteme (x,, y,) entiprechenden Werth der Junction u; fo 
faffen fich vie allen Combinationen, welche man aus den in ben beiden obigen 
Reiben enthaltenen Werihen von x und y bilden fann, entfprechenden Werther 
von Pa Bequemlichkeit wegen auf folgenne Weife in eine Tafel zuſam⸗ 
menftellen: 
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i(x + Ax,s)— f(x, y) 
x 
sine Ende der Ableitung f(x, y) von flx, y) in Beziehung auf die Verän- 
derliche x, und wenn man bie Ableitung von f(x, y) ın Beziehung auf die 
ald unabhängige Beränderliche betrachtete Größe y mit f(x, y) bezeichnet; fo 
convergirt das Verhaͤltniß: 
f(x + Ax, y+ Ay) — f(x + Ax, y) 
Ay 
gegen bie Grenze f(x + Ax, y) wenn Ay immer fleiner und Heiner wird. 
Eadlich convergirt dieſe Iehte Grenze, deren Werth mit 1x veraͤnderlich ift, 
ihrerſeits gegen die Grenze f,(x, y) wenn Ax gegen Null convergirt. 
Bezeichnet man alfo mit dx, dy, dz, unendlich Heine Werthe von Ax, 
dy, Az, fo hat man: 
dz — fil(x, y)dx + f(x, y)dy. 
Aber wenn wir andererfeits mit d,z das Differenzial von z bezeichnen, wenn 
fh x allein änderte und mit d,z das Differenzial von = wenn ſich y allein 
änderte, ſo hat man: 















ad d 
en = 
ut folglich : 
_ de d,z 
dz = ds dx + Frick (1) 


In diefem Ausorude bezeichnet dz das Totaldifferenzial, d,z, d,z 

bezeihnen die partiellen Differenziale und: 

d,z d,z 

dx ' dy 
fü die partiellen Differenzialcoeffieienten oder die partiellen 
Ahleitungen. 

Gewöhnlich pflegt die Benennung partielle Differenzen der mehr 
Kienden, aber nicht , wohlflingenden Benennung partielle Differenziale 
zogen zu werben, was daher fommt, daß die Geometer des letzten Fahr- 

8 flatt des Ausdruckes Differenzial den Ausdruck Differenz ge- 
ten, indem fie darunter eine unendlich Fleine Differenz verftanden. 
Die Formel (1) bietet, wie wir fie eben ausgedrüdt haben, feine Zwei⸗ 
Iatigkeit dar; allein in ver Praxis würde die Anwendung der Indices unten 
dem Differenzialzeichen befchwerlich fein und oft zu Schreib» oder Druckfeh⸗ 
kn Beranlaffung geben, weswegen man es vorzieht, blos 


d= — dx + 7 dy (2) 


ſchreiben, wobei feine Verwechfelung des Totalvifferenziales dz im erften 
le der Gleichung mit den partiellen Differenzialen dz, welche in den Zäh- 
ber Differenzialevefficienten im zweiten Theile der Gleichung vorkommen, 
R befürchten ift. 
In der That find die Differenziale nur Hälfsfymbole, welche im Verlaufe 
der analytifchen Combinationen angewandt werben, um zu den Differenzialcoef- 
tenten zu gelangen, welche numerifch beftimmte Functionen find, fo bald man 
r veränderlihen Größen, wovon fie abhängen, beftimmte Zahlenwerthe bei- 
H. So lange aber die Beränverlichen x, y von einander unabhängig find 
Eournot, Theorie der Functionen ıc. 9 | 
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und die Beränderungen dx, dy burd Feine Relation mit einander verbi 
find, bleiben die Verhältniffe des Totaldifferenziales dz zu dx over dy, nan 




















d, ⁊ d,s dy d,z dx d,e 
dx ER tr 
unbeſtimmt. Die Ausprüde: 
da ds 
dx ' dy 


würben folglich feinen beflimmten Werth haben, wenn das im Zähler vor 
mende dz eın Totalvifferenzial bezeichnen follte, und Die Rechnung Fönnte, ı 
fie auf aufgaben angewandt wird, bie eine beflimmte Auflöfung zulaffen, 
auf ſolche Ausdrüde führen, 

Nichtsvefloweniger fehreiben einige Analyflen nach dem Beifpiele von 
ler und Laplace die partiellen Differengialepefficienten zwifchen Parentt 


auf folgende Weiſe: 
= (7) dx + (5) dy; 


aber gewöhnlich betrachtet man dieſe Parenthefen als überflüflig. *) 


”) Beifpiel 1. Es fei: 
u=x’ + ar’y + y’ 


fo if: ’ 
u 
7 dx — (3x? + 2axy)dx, 
du 
7 dy = (ax? + 35) dy, 


und folglih das Totaldifferenzial: 
du — (3x? + 2axy)dx + (ax? + 3,?)dy. 
Beifpiel 2. Es fe: 





x du 1: du | x 
= pin es zw -o— — 
folglich das Totaldifferenzial: 

li a 

— dx dy x? x y‘ 


Beifpiel 3. Es fei: 


u — 10 (+ Fr = log. (x + va-y) — log. y, 
fo iR; 


du x du x 
— = — m — = — —— 
dx Vx—y?: dy y Vx'—y! 
folglig : 
d d d d dx — xy 
a _ N _ —_ ia 
dx dy Vıi—y: y Vı'—y? y yvı-y? 


Beiſiel 4. Es fei: 
u == log. ang. —, 
fo if: 
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$. 119. Die Formel (2) erſtredt fih ohne alle Schwierigfeiten auf 
tionen von einer beliebigen Anzahl von Beränderlichen, und für n = 
FX, 2%, 2...) Sat man 3. B.: 


„ da 
du = dx tz dy + - ds + za + etc. (3) 
x 
_ a Bi I 
d tang. y sec y Au d tang y — sec. y 
Sy my, my = —— 
dx tang. — y tanx * dy tang y 3? tang. — 
und folglich 
scc.? _ x sec. — 
du 4 du 4 y f ’ 
art y9- zo 3 
y tang. y y? tang. — 
— ydx — xdy sec? — xdꝛ 
x OR x 
y? tang y 5?’ sin. —Cc0s.— 
Beifpiel 5. Es fei 
xy? 
un 23 — n? , 
fo if: 
du y? du 2xy du 2x'y?z 
— Zu — — — — — DE — —— — 
dx z’— a?’ dy —a2' dr (@? — a)? 


und folglich das Tolemiſſerenaal: 
du y’dx 2xydy 2xy?zdz 
u Far = dy + Tar— Zi Fr ng (a 
2— 4 + 2xy(? — a!)dy — 2xy? ndz 
— (2? — a2)? VE 


Beifpiel 6. Es fei: 
u — 0, I), 


z 
fo if: 
ee). 
"Fri rer). 
d 
Fe) 


and folglich das Totalbifferengial: 
2 
da — 0 (=, Z)a + > GS, —R (, 7) dy 
+ = on, Y)ay- * — 7) ar. 


3. d. Ueberſ. 
9% 
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| Wenn alfo Aa, Ax, Ay, Is, At, etc. fehr Heine Beränderungen der 
erften Ordnung bezeichnen, fo bat man bis auf Größen ver zweiten und de 
böhern Ordnungen genau: 
du 


da du du 


wenigftens fo lange die partiellen Ableitungen: 


du du du du etc 

dx’ dy' de FT 
feine fehr großen Werthe annehmen, fo daß die Brüde: 

1 1 1 

da’ du du’ du 

dx dy dz dt 
fo Hein werben, daß fie mit MAx, Ay, Az, At, etc. vergleichbar find ($.45) 

Wenn alſo eine Function von Größen abhängt, welche fehr Fleine pofitivı 
oder negative Veränderungen erfahren, fo iſt die Zotalveränderung der Func 
tion nahezu gleich der algebraifchen Summe der Veränderungen, welche viefi 
Function in ihrem Werthe würbe erfahren haben, wenn fich jede der Größen 
wovon fie abhängt, allen geändert hätte. 

Das Princip des Zufammenfallens fehr Feiner Bewegungen 
welches bei der Erflärung der Naturerfcheinungen eine fo wichtige Rolle ſpiel 
und worauf bie neuen Theorien des Schalled und des Lichtes beruhen, ift wei: 
ter nichts, als eine Folgerung aus dem eben ausgefprochenen Satze, welcher 
man daher das Princip des Zufammenfallens Fleiner Veränderun— 
gen nennen könnte. Wenn man diefes Princip mit dem Principe der Propor 
tionalität Heiner Veränderungen ($. 5) zufammenhält, fo flieht man ein, wi 
eine beichränfte Anzahl von Berfuden oder Beobachtungen die Mittel zur Be 
rechnung der Veränderungen einer Größe an die Hand geben Tann, weldı 
nad einem empirifchen und unbefannten Gefeße von mehreren anderen Größen 
abhängig ift, wofern die Veränderungen dieſer letzten Größen in enge Grenzei 
eingefchloflen find. Denn ftreng genommen genügt es ſchon, die Werthe vor 
Au für fo viele Werthigfteme von Ax, Ay, Az, St, etc. zu beobachten 
als man in der Gleichung (4) partielle Ableitungen numerifch zu beftimmen 
bat, und alsdann gibt diefe Gleichung den Werth von An durch eine Iinearı 
Aunction von Ix, Ay, etc., für fehr Kleine, aber übrigens beliebige Werth 
diefer Veränderungen. Die Beobachtungsfunft befteht alsdann darin, unte 
ſolchen Umftänden zu beobachten, daß dieſe unbefannten Coefficienten mit ve 
größten Genauigkeit beftimmt werben fünnen und die Wahrfcheinlichkeitsrechnun: 
gibt zu dieſem Zwede Indicationen an die Hand, welche wir hier nicht nähe: 
anführen Ffünnen. 

$. 120. Der Beweis der Formel (2) oder der Formel (3), welche ein 
Berallgemeinerung derfelben ift, erfordert nicht, daß vie Veränderlihen x, y, 
z, etc. von einander unabhängig find, was wir größerer Allgemeinheit wegen 
vorausgefeßt haben; allein nichts hinvert, alle dieten Beränderlihen x, y, etc, 
oder einige derfelben, als Functionen einer neuen unabhängigen Veränderlichen 
v zu betrachten, oder vielmehr anzunehmen, daß mehrere dieſer Veränderlicdhen, 
3. DB. y und = Functionen von x find. Alsdann ift u aus einem boppelten 
Grunde eine Function von x, nämlich unmittelbar, in fo fern x in dem Aus 
drude von u vorkommt und mittelbar, weil u eine Function der Größen y 
und z ift, welche felbft unmittelbare Yunctionen von x find. Alsdann muß 
man in der Formel (3) für: 










te Groͤße: 


— — 


du dy du da 
dy dx + dz dx 
ieten, und ebenfo in allen ähnlichen Fallen. 

Diefe Bemerkung benutzt man zur Grleihterung der Differenzirung ber 
mithematiichen Yunctionen von einer einzigen Veränberlichen, wenn der Aus. 
druck derſelben complieirt if. Wenn man z. DB. die Function: 


1+x 


un — — 
Yirz-Yi-x 
is differenziren hätte, fo koönnte man ſetzen: 


Yitı=y, 1-21, 











folglich: 
dx dx 
diy= ——, dd = — —— 
2/1+x 2,/1—x 
Adererſeits hätte man: 
u. 
J — 3 
flglıch : 
du y2 — 2y5 du ya 


— (iM Gimme dieiibeiiismimmm 2 — GEBEN 


Wenn man dieſe Werthe in die Kormel: 
_ da du _ ft! , dy du , dz 
fhiituirt,, fo findet man: 
du — Io — a [ 
6 - 2) 22(y— 2)? 
j nd m man für bie Hülfsveränderlihen y, = ihre Werthe in x fubfti- 


du= x—3+ — 

V I-XC(ITC 1-x°) 

| $. 121. Wenn bei ven Anwendungen des Lalculd auf Naturerfcheinun- 

Im eine Function wa ſowohl unmittelbar, als mittelbar von einer gewiffen 

köße € abhängt, fo ift es zuweilen nicht blos bequem, fondern fogar unum- 

Wuslich nothwendig, in der Veränderung von u ben Theil, welcher unmittel- 

von der Beränderung von t und den Theil, welcher von der Veränderung 

er Größe v, bie felbft eine Yunction von t ift, herrührt, für ſich zu be= 

kahten. Um diefe doppelte Abhängigkeit durch ein Beiſpiel zu erläutern, wol⸗ 

ka wir uns ein materielles Theilchen denken, welches ſich vermöge der Wir- 
Img eines «lectrifirten Körpers im Raume bewegt. 


Die Jntenfität der bewegenden Kraft ift eine unmittelbare Function ber 
Jet t, weil ſich bie — * Ladung des electriſirten Körpers fortwährend 





ilx. 
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vermindert, und eine mittelbare Function berfelben veränderlichen Größe, 
fie von den Coordinaten des bewegten materiellen Theilchens, welche fich j 
Augenblick ändern, abhängig if. Die feinften Unterfuchungen in der Th 
der Bewegung der Himmelsförper beruhen auf Unterſcheidungen dieſer 
zwifchen den verfchievenen Theilen der Veränderung einer Function, w 
man als eben fo viele einzelne Wirkungen oder Einflüffe der Veränderung ı 
und berfelben veränderlihen Größe betrachten muß. In einem folchen ; 
fann der Differenzialcvefficient verfchiebene und lauter endliche Werthe Ha 
fe nachdem man du als ein totales ober als ein partielles Differe 
betrachtet, und alsdann find gewiffe Bezeichnungen erforberlih, welche 
Zweideutigkeit befeitigen; allein es laſſen fich in viefer Beziehung Feine a 
meine Regeln aufftellen. 

6, 122. Vermittelſt der Kormel (3) kann man auch eine Relation be 
fen, welche unter dem Namen des Lehrſatzes von den homogenen Fr 
tionen befannt ıft. In rein algebraifhem Sinne fagt man, daß eine F 
tion f(x, Y, 2, ...) homogen fei, wenn man für jeden Werth von 60 
Relation hat: | 

f(@x, Oy, Oz, ...) pe OR f(x, y, 8, co. )e 

Wenn man beide Theile diefer Gleichung in Beziehung auf 9 differen 

fo erhält man bie nene Identität: 





d+f(Ox, Oy, Oz, ..) d+f(Ax, Or, Oz, ..) 
— — — — — — d — — — — — d 
dx zer dy ‚40 
d. 1x, 1: 02, =) 2109 + etc. = nOa-1 do + f(x, J, Lı..), 
2 


und wenn man burch dO bivibirt und dann 0 — 1 febt; fo kommt: 
dflx, Yr 2, + df(x, J, 2, ..) df(x, Yı &% ..) 
dx + dy r® dz t 


= oaf(x, Yı 2, 2), 

wodurch der Lehrfag von den homogenen Functionen analytifch ausgedrückt n 

$. 123. Wir wollen wieder die Function mit zwei unabhängigen S 
änberlichen : 

z = f(x, y) 
betrachten. Wenn wir mit I,z, I,z die partiellen Veränderungen bezeich 
welche diefe Function erfährt, wenn x um Ax zunimmt, ohne daß y fich 
dert und wenn y um Iy waͤchſt, ohne daß fih x ändert; fo haben wir: 
. As=l(x + Ax,y) — f(x, y). 
Die Beränderungen, welihe die beiven Theile dieſer Gleichung erfahren, w 
man darin y -— Sy für y fegt, müſſen ausgebrüdt werden durch: 
, J. = f(x + Az, y+ Ay) — f(x + x, y) 
— E, y 45) + fc, y), 

und wegen der Symmetrie des zweiten Theiles dieſer Gleichung in Bezieh 
auf die Beränderlihen x, y muß man für beliebige Werthe wer Increm 
Ax, Ay vie Relation haben: 

II: — A, As; 
folglich, wenn man zu der Grenze übergeht: 

d,d,‚s = d,d,z, (5) 
und; 
dl d. ß d d 


dydx = dxdy' 
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Bei eines Formel wie diefe nimmt man an, daß die Art und die Orb- 
sung der partiellen Differenzirungen durch das Vorhandenſein und durch die 
Ssfeinanderfolge der in den Nennern vorkommenden Factoren dx, dy zur Ge- 
möge angedeutet wird und man fchreibt daher: - 


dydx = dxdy, ' 








"er noch einfacher: 
d?z diz 


dydx * dxdy . 
Der eben bewiefene Say ift auf jede Art ſtetiger Zunctionen anwendbar 
ad muß fich immer numerifch ober algebraifch verificiren. Wir wollen 5. B. 


x 
2 = arc. lang — 


ten, fo haben wir: 


LU 2 — U — ⸗ ——— — — — . 


Es ſei ferner: 


ſe kommt: 








dydx — dxdy — (i+y2) 
Iſt die Identität der beiden Theile der Gleichung (5) einmal dargethan, 
% folgt daraus, daß man in einem Auedrucke von der Korm: 


d. d, Pas | 


he Aufeinanderfolge irgend —* ſueceſſiver Indices umkehren und vermittelſt 
einer oder mehrerer ſolcher mlehrungen in der Ordnung der Indices oder der 
ficceſſiven Differenzirungen alle möglichen Permutationen vornehmen kann, ohne 
a dem Endreſultate etwas zu verändern. Das Raifonnement ift daſſelbe, als 
"6, welches man in den Elementen der Arithmetif anwendet, um ben Sag 
a beweifen, daß man, ohne ven Werth eines Productes aus mehreren Yacto- 
ren zu verändern, die Ordnung der fucceffiven Multiplicationen auf alle mög- 
ichen Arten abänvern kann, nachdem vorher bewiefen ift, daß das Product aus 
wei Factoren nicht geändert wird, weldhen von biefen beiden Fartoren man 
“ Maltiplicand oder als Multiplicator betrachten mag. 
$. 124. Bermittelft des Lehrfates im vorhergehenden 6. findet man leicht 
ven Ausdruck der Totalvifferenziale der verfchiedenen Ordnungen der Functio⸗ 
un von mehreren unabhängigen veränderlichen Größen. Wenn man bie beiden 
Theile der Gleichung: 
ds = de dx + as, 
dx dy 
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\ j 
worin 2, nn Funetionen von x, y bezeichnen und dx, dy als conflante Say 

x dy , * 
toren behandelt werben koönnen, weil x, y bie unabhängigen Veraͤnderliche 


bezeichnen, in Beziehung auf x und y bifferenzirt; fo erhält man: 


2 a. 2 2 
2s = SS dx + ——ay | dx + "dx + —I ale 
x dy dx dy 
































d?z d?2 d?z d?z 
= — dy Jd d — _. dy)d 
I tr ) U Trage, ) 
d2z d?z d?z 
= dx? dxd dy? , 
dx? * *2 75 ir dy2 7 


Das Differenzial d?z im erften Theile dieſer Gleichung iſt ein Totalbıf 

ferenzial der zweiten Ordnung und die Ausprüde: 

d?z d?z d?z 

dx2 dxdy ' dy? 
bezeichnen die drei partiellen Differenzialcoefficienten oder die drei partielle 
Ableitungen der zweiten Ordnung, welche im Allgemeinen beftimmte Yunctis 
nen der beiden unabhängigen Veränderlichen x, y find, aber welche 6* 
auch nur eine dieſer Veränderlichen enthalten oder ſich auf conſtante gei 
rebuciren, oder fogar auch für gewiffe Werthe der Veränderlihen x, y unbe 
flimmt bleiben fünnen, wie wir gehörigen Orts fehen werben, 

Durch Fortfegung diefer Rechnung ergibt fih, daß das Totaldifferenzie⸗ 
der nien Ordnung einer Function von zwei unabhängigen Verändberlihen x, | 
ausgedrückt wirb durch: 

d® 2 n d’z 





In — Ixa — 0 — d a—1j 

rt OT 

o(n— 1) d’z d’z 

— . — —— dan "2dy2 te. dy= 
u 1+2 dx®-2Jy2 a a — ete· 4 dyn 


welcher Ausdruck offenbar der Binomialformel analog iſt, durch dieſelbe Ar 
von Inducetion bewieſen wird und ſich auf folgende ſymboliſche Form: 

UF — 1 1 t " n 

des k+7 'y) d’z, 
bringen läßt. 

Ebenfo würde das Geſetz der Entwidelung des Totalbifferenziales einen 

Funetion u von einer beliebigen Anzahl unabhängiger Veränderliher x, y, 2, 4, ... 
durch die ſymboliſche Gleichung: 


1 1 1 a 
d» = — 6 — 0 — 0 0 a eo 
u (- ds + 5 dy + Fr ds+ etc.) deu 


ausgedrückt. Den Grund dieſer Analogieen zwifchen der Entwidelung ber Po— 
tenzen und der Entwidelung der endlichen oder unendlich kleinen Differenzen 
haben wir bereits in $, 43 angegeben. 

Unter Gleichungen mit partiellen Differenzialen, ober wie am 
fi) gewöhnlicher ausprücdt, mit partiellen Differenzen ($. 118) es 
fteht man die Gleichungen, welche zwifchen den unabhängigen Beränderlichen, 
den davon abhängigen Functionen und ben partiellen Ableitungen ober ben 
partiellen Differenzialevefficienten diefer Function flattfinden; wogegen man unter 
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Gleihungen mit gewöhnliden Differenzialen oder fchlehthin unter 
Differenzialgleichungen diejenigen verfteht, worin nur Differenzialcveffi- 
cienten wie die vorlommen, wovon in der Theorie der Functionen einer einzi- 

Beränderlichen bie Rede geweſen iſt. Die Ordnung einer partiellen Dif- 
— wird durch die Ordnung des darin vorkommenden Differen- 
gelcoefficienten von ver höchſten Ordnung beftimmt. Die allgemeinfte Form 
einer partiellen Differenzialgleichung ber erften Ordnung zwifchen zwei unab- 
kingigen Beränderlichen x, y und der Function = ft: 

" elx da de\_ 0 
GHZ dx ' dy = U, 
bie einer partiellen Differenzialgleichung der zweiten Ordnung zwiſchen ben- 
ſelben Beränberlichen .ift: 
f „I dz d?z d?z d?z 
— 

u ſ. f. 
Unter der Rechnung mit partiellen Differenzialen oder mit 
yartiellen Differenzen verfteht man den Theil der Theorie der Functio— 
un, welcher von den zwilchen den Sunctionen mehrerer unabhängiger Verän- 
eliher und zwiſchen ihren partiellen Differenzialcvefficienten over ihren par— 
äelen Ableitungen fattfindenden Verbältniffen und im Allgemeinen von den 
ſartiellen Differenzialgleichungen der verfchiedenen Ordnungen handelt. 

Wenn man blos zwei unabhängige Veränderliche x, y und eine Function 
s derfelben betrachtet, wie folches faft immer bei ven Anwenvungen auf Geo- 
wetrie der Fall ift, fo finder man es bequem, jede der partiellen Ableitungen 
ber drei erften Dronungen mit einem einzigen Buchftaben zu bezeichnen, weil 
dieſe Ableitungen häufig angewandt werben, und zu biefem Zwecke werben wir 
nd nah Monge ver folgenden Bezeichnung bedienen: 





— dz _ dz 
p = dx' = dy' 
d2z d’z d?z 
r ZZ Ar = — — ' 
x dxdy dy? 
d3z ao d3z vo d3z — d’z 
ds ' 7 dx2dy’ — dardy2’ — Jys 


dz = pdx + qdy 
d?2z = rdx? + 2sdxdy + tdy2, 
d’z = udx? + 3wdx?dy + 3w dxdy2 + vdy°®, 

Nach dieſer Bezeichnung werben die partiellen Differenzialgleihungen ver 
ten und zweiten Orbnung zwifchen ben drei Veränverlichen x, y, = folglich 
san; allgemein ausgedrüdt durch: 

IC(x, y, pr )=Z0, (x, yzPp rn d—O. 

6. 125. Aus der analytifchen Geometrie im Raume ift befannt, daß die 
Retige Function z = f(x, y) immer durch die Ordinate einer auf drei recht- 
winflichte Axen bezogenen krummen Kläche vargeftellt werden Ffann. Die Werthe 
der Ableitungen p, q, r, 5, t, fteben zu ber Richtung der Berührungsebene und 
ja gewiſſen geometrifchen Eigenfchaften der Frummen Fläche in Beziehungen, 
welche wir unterfuchen werben, wenn wir fpeciell von der Anwendung der Dif- 
ferenzialrechnung auf die Geometrie in drei Dimenfionen handeln werden. In 
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diefem Augenblicke dagegen wollen wir unterſuchen, von weldem Ruben bie 
geometrifchen Begriffe zur Erläuterung ber Theorie der Functionen fein fünnen, 

Nun ift aber in dieſer Beziehung leicht einzufchen, daß die geometrifdge 
Darftellung der Functionen von jwei veränberlichen Größen durch die Orbinaten 
frummer Flächen von wenig praftifchem Nuten tft; denn wenn ſich eine Curve, 
wovon man eine endliche Anzahl einander hinreichend nahe liegender PYuufte 
kennt, leicht in der Ebene conftruiren Täßt, fo fehlt e8 doch auf der andern 
Seite an bequemen Berfahrungsarten zur figürlichen Darftelung einer frummen 
lache im Naume, wovon man nur eine endliche Anzahl von Punften kennt 
und felbft einer Kläche, deren Gefeß der Erzeugung befannt iſt. Diefe Schwie« 
rigfeit bat die Entftehung eined neuen Zweiges der Geometrie veranlaßt, wel⸗ 
hen man die defcriptive oder darftellende Geometrie genannt Hat, 
und deren Zweck darin befteht, die Eonftructionen, weldhe ım Raume ausge⸗ 
führt werden müßten, auf graphifche Conftructionen in der Ebene zurüdzuführen. 

$. 126. Bon allen Berfahrungsarten der veferiptiven Geometrie zur 
Beftimmung frummer Flächen mittelft ebener Conftructionen befteht die all 
meinfte und die einzige, womit wir und bier wegen ihres unmittelbaren 
fammenhanges mit der analytifchen Theorie der Functionen befchäftigen wollen, 
darin, daß man bie krumme Fläche mit einer Reihe horizontaler Ebenen durch⸗ 
fchneidet und die Durchſchnittseurven, welche Niveaulinien genannt werben, 
auf bie horizontale Ebene der x, y projieirt, wo bie proficirten Linien und 
ihre Projectionen, wegen des Parallelismus der Ebenen vollfommen aufeinander 
legbar fein müflen. 

Für jede Niveanlinie hat man z — c, wo co eine beliebige Eonftante 
bezeichnet, und folglich iſt: 

da — 0 oder pdx + ydy = 0, 

die gemeinfchaftlihe Differenziafgleichung aller Projectionen der Niveautli- 
nien, und aus berjelben folgt: 





y’ = — < ! (6) 
wodurch für jeden Punkt (x, y) die Richtung der Tangente an der Projectiom 
einer Niveaulinie für tiefen Punkt beftimmt iſt. 

Wenn man von einem Punkte ber Frummen Flache, deſſen Coordinaten x, 
y, z find, zu einem benachbarten Punkte, deſſen Coordinaten + dx, y+dy, 
z + dz find, übergeht; fo fleigt man in verticaler Richtung um die Höhe dz 
auf und befchreibt parallel zu der Horizontalebene die unendlich Feine Linie 
V dx? +dy2, Die Neigung oder der Abhang der auf der frummen Flaͤche 
befchriebenen Linie, oder die Tangente des Winfels, welchen fie mit der Hori- 
zontalebene bildet, wird folglich ausgedrückt durch: 


___ ds — et D 
Yaty Yırm 


Die Größe diefer Neigung ändert fich in demfelben Punkte der krummen 
Flaͤche, ober für biefelben Werthe von x, y, p, q mit dem willfübrlichen Ber- 
baltniffe yy. Wenn man daher die Richtung der Linie des flärffien Abhan⸗ 

es oder Falles beftimmen will, fo muß man bie Ableitung des vorherge- 
—* Ausdruckes, als Function von y’ betrachtet, gleich Hut fegen, wo⸗ 
ur man: 


"= I, (8) 


oder 
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qdx — pdy = 0, 
für die gemeinfchaftlihe Differenzialgleigung aller Projectionen der Linien bes 
Falles auf die Ebene ber xy erhält. Nach einem befannten Lehrfage 
gibt ſich aus ber Bergleihung der Gleichungen (6) und (8), daß das Sy— 
Be Brojectionen der Niveaulinien von dem Syſteme ver Projectionen ber 
iaien des ftärkiten Falles rechtwinklicht vurchfehnitten wird. Wenn alfo eine 
gewiſſe Anzahl einander hinreichend genäherter Curven des einen Syſtemes 
gegeben ift, fo fann man die Curven des andern Syſtemes mit einer hinrei- 
henden Annäherung zeichnen. 
Wenn man den aus der Gleichung (8) genommenen Werth von y’ in 
ven zweiten Theil der Gleichung (7) fubftituirt, fo erhält man für den Werth 


des ſtärkſten Falles: 
Vrñ. 


Das Verfahren, welches gegenwärtig in Frankreich bei ven großen topo— 
marbifchen Arbeiten zur Darftellung des Reliefs eines Terrains auf einer Ho- 
nontalebene angewandt wird, befteht in der That darin, auf diefer Horizon- 
klebene die Reihe von Projectionen der Niveaulinien zu zeichnen, welche man 
abält, wenn man bie Oberfiäche des Terrains mit gleichweit von einander 
estfernten Horizontalebenen durchſchneidet und die Reihe der Projectionen der 
fisien bes ſtärkſten Falles conftruirt, welche die Eurven des erften Syſtemes 
mter einem rechten Winkel durchſchneiden. 

6. 127. Wenn jede verticale Ordinate die frumme Fläche nur in einem 
anzigen Punkte trifft und immer einen endlichen Werth behält, fo bilden die 
Frojectionen der Niveaulinien eine Reihe von Linien, wovon feine die übrigen 
ſchneidet, und welche auch nicht in fich felbit zurückkehren, nachdem = gewiſſe 
Berthe überfchritten hat. Diefer Fall vervient eine befondere Aufmerffamfeit, 
weil derfelbe bei allen den Unterfuchungen vorfommt, wo die VBeränderliche = 
eine phyſiſche Größe bezeichnet, welche eine Kunction zweier Coordinaten eines 
materiellen Punktes if. Wir wollen 3, B., um die Begriffe zu firicen, eine 
keigföormige Scheibe betrachten, deren Meittelpunft ver Anfangspunft der Co⸗ 
mbinaten x, y ift und welche man urfprünglich auf irgend eine Weife erhitzt 
bit. Ferner wollen wir annehmen, daß dieſe Scheibe eine fo geringe Dide 
hat, daß die Temperatur aller auf einer Normale ber beiden Flächen der 
Scheibe liegenden Molecule nahezu diefelbe tft; fo wird die Temperatur z aller 
auf derfelben Normale liegenden Molecule für einen beliebigen Zeitpunft eine 
Zunction der Coordinaten x, v des Fußpunftes der Normale. Dieſe Func- 
ton kann pofitio oder negativ fein, je nachdem man den Nullpunft der Tem- 
peraturen beftimmt; allein fie wird immer einen endlichen Werth behalten, und 
war im Allgemeinen für jedes Syftem von Werthen der Coorbinaten x, y 
nur einen einzigen Werth. Das Geſetz diefer Function wird anfıhaulich ge— 
macht, wenn man auf der Ebene ver xy eine Reihe von Linien &, BP, Yı + 
(dig. 36) befchreibt, welche der Differenzialgleichung : | 

pdx + qdiy = 0, 
genügen, ober auf welchen die Temperatur denfelben Werth behält, und wenn 
man an jede Linie eine Zahl feßt, welche den Werth der Temperatur für bie 
anf diefer Linie liegenden Punfte ausdrückt. Diefe Linien von gleiher Tem⸗ 
peratur, deren Syflem das Geſetz der Function = beſtimmen und graphiſch dar- 
fellen fann, werben iſothermiſche Linien genannt. 

Die Beränderliche = fünnte auch die Dichtigfeit, die Ausdehnung und Zu⸗ 
fanmenziehung eines materiellen Theilchens, den darauf wirfenden Drud, die 
Intenſität des darauf fallenden Lichtes, die Intenſität der von demfelben aus- 
gehenden electrifchen und magnetifhen Wirkungen ꝛc. bezeichnen, und die all- 
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gemeinen Merkmale der Function, womit wir uns bei diefer Art von Unterfae: 
chungen allein zu befchäftigen haben, würden ganz dieſelben bleiben. 4 

Um feine nicht durchaus nothwendigen Ausdrücke einzuführen, *) *2 
wir auch die Linien Niveaulinien nennen, längs welcher die Functich 
= = f(x, y) einen ceonftanten Werth behält, obgleich die Function z eine —* 
ſiſche Größe und nicht mehr die verticale Ordinate einer frummen Flaͤche ui 
brüden foll, wovon der Punkt (x, y, =) den Punkt (x, y) zur Horizontalpras 
jection bat. Die Veränderung der Junction = ift Null, wenn man von einen; 
Punkte auf der Niveaulinie Ei dem benachbarten übergeht und fie iſt für dies 
felbe unendlich Fleine Verrüdung die möglichft größte, wenn dieſe Berrädung: 
in einer auf der Niveaulinie ($. 126) ſenkrechten Richtung geſchieht. Man 
fann daher vie Linien, welche die Niveaulinien unter einem rechten Wi 
burchfchneiden und den Projectionen der Linien des ftärkften Falles in der Theo⸗ 
rie der frummen Flächen entfprehen, Linien der größten Veränderung 
nennen. 

6. 128. Die in den vorhergehenden 6$. betrachteten Functionen z, weldge: 
fih übrigens mathematifch ausbrüden Iaffen mögen oder nicht, würden nick, 
unendlich werden Fünnen; aber fie können Stetigfeitsunterbrechungen der erften: 
Ordnung erfahren, welche in dem plößlichen Mebergange von einem endlichen 
Werthe zu einem andern beftehen. Diefes folgt, wie wir bereit an einem 
ähnlichen Falle gezeigt haben ($. 38), aus der Regel felbft, vermöge welcher 
wir ung vorftellen fünnen, daß eine phyſiſche Größe z eine Function der Co⸗ 
prdinaten eines mathematifhen Punktes (x, y) wird. Um vie Begriffe 
firiren, wollen wir annehmen, daß = die Dichtigfeit der Platte M (Fig. 36). 
längs der Normale, deren Fußpunkt, (x, y) tft, bezeichnet. Um mit dieſer 
Definition eine phyfiiche Bedeutung verbinden zu können, muß man fih auf 
ber Fläche der Platte eine gefchfoffene Curve willkührlich befchrieben denken, 
deren Umfang o eine Fläche w» umfchließt, worin der Punft (x, y) Liegt. 
Die Fläche w» kann zur Grundfläche eines geraden Eylinderd genommen wer- 
den, deffen Höhe die Die der Platte iſt, und das Verhältnig ver Maſſe 
biefes Eylinderd zu feinem Volumen tft alsdann eine gewiffe Zahl D, welde 
die mittlere Dichtigfeit des Cylinders ausdrückt. 

Denkt man fi nun, daß die Fläche w ohne Ende abnimmt, aber immer 
den Punkt (x, y) enthält, fo ift die Grenze z, gegen welche das veränderliche 
Verhaͤltniß D convergirt, und welche fih mit den Coorbinaten x, y ändern 
fann, die Junction von x, y, welde man als Maß der Dichtigfeit der Platte 
auf der im Punkte (x, y) erridteten Normale nimmt. Das eben in Beziehung 
auf das Maß der Dichtigfeit Gefagte, würde auch auf das Maß der Tempe- 
ratur, oder jeder andern phyſiſchen Größe anwendbar fein. 

Die Grenze = ändert fih im Allgemeinen nicht, welche Form bie Curven 
o und weldhe Tage der Punft (x, y) innerhalb der von dieſen Eurven be= 
grenzten Fläche auch Haben mögen, und fie ändert fih im Allgemeinen auch 
nicht, wenn man den Punkt (x, y) fogar auf den Umfang der Fläche wm ver- 
legt ; denn man fönnte für diefen Punft einen demſelben innerhalb der Fläche 
w unendlich nahe liegenden Punkt (x + dx, y + dy) fubftituiren, für wel- 
chen der Werth der Function z von dem Werthe verfelben Function für den 
Punkt (x, y) nur um eine unendlich Feine Größe verfchieden wäre und folglich ver- 







*) Man Tönnte die Linien, welche materielle Theilchen verbinden, die fih in 
demfelben phyfiichen Zuflande befinden , oder für welche die betrachtete phy⸗ 
fiſche Größe y — f(x, y) denfelben Werth hat, ifomerifche Linien nen 
nen, und dieſe Benennung ifl der bereits in den Gebrauch übergegangenen 
Benennung iſothermiſche Linien analog. 
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hläfligt werben könnte. Allein nichts beftoweniger begreift man leicht, daß 
fd die Grenze = für gewiffe befonvdere Werte von x, y ändern fann, je 
when die unenblich Feine Fläche d in allen Richtungen alle benachbarte 
Susfte von (x, y) enthält, oder nur die zwifchen gewiffen burch den Punkt 
(x, 5) gezogenen Linien liegenden Punkte, In diefem legten Falle ift der Un- 
wrihied der Werthe von ⸗ für zwei einander unendlich naheliegende Punkte 
ht mehr unendlich Fein, oder mit andern Worten, die Function = erfährt 
draun cine Unterbrechung der Stetigfeit der erften Ordnung, welche in dem 
WHlichen Uebergange von einem endlichen Werthe zu einem andern endlichen 
Bırtbe befteht. 

Ein Beifpiel diefer Art von Unterbrechungen der Stetigfeit erhält man, 
mas man fich vorftellt, daß die Platte M (Fig. 37) aus zwei verichiedenen 
I nach der Linie np zuſammengelötheten Metallen befteht. Die Dichtigkeit 
‚Kier Platte iſt alsdann eine Function, welche ſich yplöglich ändert, wenn man 
‚ih die Löthlinie geht, und wenn man für den Punft (x, y) einen auf bie- 
Mer Einie liegenden Punkt u nimmt; fo hat bie Function z zwei verfchiedene 
J Berthe, je nachdem man diefen Punft als zu dem Theile A oder zu dem 
Jdeile B der Platte gehörig betrachtet. Es feien z,, z, dieſe beiden Werthe 
‚He Function z, fo ift die eben erwähnte Grenze glei: 

2, + =, 

— 

‚Bun der Punkt u innerhalb der Fläche w liegt; fie iſt gleich =, , wenn ber 
fang 0 durch den Punkt u geht und zur Linken der Tangente st liegt, und 
Bit endlich — z,, wenn der Umfang wieber durch den Punft u gebt, aber 
w Rechten verfelben Tangente liegt. 

Bir wollen die Linien np, längs welcher die Function plößlih von einem 
alihen Werthe zu einem andern enblihen Wertbe übergeht Unterbre- 
dungslinien nennen. Mehrere Unterbredungslinien np, np‘, n’p, etc. 
(9.38) können im Punkte u einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunkt haben. 
dh ven Yunft zu wollen wir an dieſe Linien die Tangenten st, a't!, artl, 
ee. ziehen umb mit &,, @,, @,, etc. die Bogen bezeichnen, weldhe auf dem 
keisumfange von dem Halbmeffer — 1 die Winkel: 

sus’, sts‘, s'!ut, etc. 
wen; fo Hat die Function z im Punkte u verfchievene Werthe 2,, z,, 2,, etc. 
Kucchdem man den Punft u als zu dem einen oder zu dem andern ber Win- 
kränme : 

nun, ulun‘, n’up, etc. (@) 
#erig betrachtet. Die Grenze z, mit welcher diefe Zunction im Allgemeinen 
tereinftimmt, iſt gleich 

aa, +0a,2,+a,z2, +etc. 

wan der Punkt in die Fläche w fällt und fie befommt die Werthe z,, =,, 
1ı,, etc., wenn der Umfang o durch den Punkt u geht und außerdem ganz in 
mem der Winkelräume (a) liegt. 

Wenn es Unterbrechungsiinien gibt, fo find die Niveaulinien feine ge- 
(sfoffenen Eurven mehr. Wenn 3. B. np (Fig. 39) eine Unterbredhungslinie 
it, fo endigt fi eine vom Punkte u ausgehende und zur Tinfen ber LUnter- 
krehungsfinie liegende Niveaufinie im Allgemeinen zur Rechten derjelben Linie 
a einem von ss verfihiedenen Punkte ». Umgekehrt kann man die Unterbrechungs⸗ 
mie als eine Verbindungslinie der Unterbrechungspunfte der aufeinander fol- 
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genden Niveaulinien betrachten, wenn biefe Linien und folglich die Funct 
Stetigfeitsunterbrechungen der erſten Ordnung erfahren. 

Die Stetigkeitsunterbrechungen der zweiten Ordnung der Function z 
den im Allgemeinen durch die Eriftenz der vorfpringenben Punkte in den 
veanlinien characterifirt. Wenn man bie einander ın den fuccefliven Ni 
Iinien entfprechenden vorfpringenden Punkte verbindet, fo beſchreibt man 
andere Linie, welche man eine Unterbredungslinie der zweiten S 
nung nennen fann, u. |. f. 

6. 129. Betrachten wir nun bie Function mit drei unabhängigen 
änberlichen: 

a= f(x, y, 2), 
wenn u ben Werth einer gewiffen phyſiſchen Größe für einen Punkt (x, 
bezeichnet, 3. B. eine Attractiv- oder Repulfiofraft, eine Dichtigfeit, 
Drud, eine Temperatur, n. f. w. 


Wenn man: 

d+ f(x z de. f(x z d+ f(x 
(x, IX, KERLE I _y, Ye) _z 
dx dy da 


fest, fo hat man: 
da = Xdx 4 Yıy + Ziz, 
in welchem Ausdrucke jeder der Buchſtaben X, Y, Z im Allgemeinen 


Function der drei unabhängigen Veränderlihen x, y, = bezeichnet. 
Da außerdem nah $. 123 


d?u d?u d?u d?u d?u d?u 
Axay = par! Aada — dade! de F 
fo müflen die Functionen X, Y, Z die drei Bebingungsgleichungen erfüllı 
dx dY dX dz dY dz | 
y Ta "au TI N 


Wen man der Function u eine Reihe conftanter Werthe beifegt, fo e 
man eine Reihe von Flächen, welche alle ver Differenzialgleichung: 
Xdx + Y 2ds = 0 
genügen und fich nicht ſchneiden können, weil fonft die Function für denfi 
materiellen Punkt mehrere verfchievene Werthe annehmen fünnte. Wenn 
Function u eine Temperatur bezeichnet, fo bekommen viefe Flächen den N 
sfothermifhe Flächen, während fie in der Hydroſtatik, wo die Functi 
einen Drucd bezeichnet, Niveauflächen genannt werben, welchen Aus 
wir aus dem bereits angegebenen Grunde (6. 127) bei jeder phyſiſchen 
beutung der Function w beibehalten: 
enn bie Coorbinaten x, y, 2, reihtwinflige find, fo wird die Entfer 
des Punktes (x, y, =) von einem unendlich naheliegenden Punkte: 


(x + dx, y+dy, 2 + de), 


f dx? +dy? +da? 
und während bes Ueberganges von einem Punkte zum andern nimmt bie 9 
tion a das Increment da an, fo dag das PVerhältnig dieſes Incremente 
ber graentetigen Entfernung der beiden betrachteten Punkte ausgedrückt 
durch: 


ausgedrückt durch: 


Xdx + Ydy + Zds 
dx: + dy2 + da2 
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durch: 
X + Yy! + Zz’ 


——— cey 


der Kürze wegen: 


you 
dx x 

t wird. Die Größe dieſes Verhältniffes ändert fich für denſelben Punkt 
Raumes oder für diefelben Werthe der Größen X, Y, Z mit ven will- 
ichen Berhältniffen y’, x, welche die Richtung beflimmen, nad welcher 
Berrüdung ftattgefunden hat. Wenn man auf die als Function von y’, =’ 
htete Größe (m) die Methode anwendet, welche weiter unten zur DBe- 
nung der Marima und Minima der Yunctionen mehrerer veränderlicher 
Ben angegeben werben wird, fo findet man, baß der größte Werth bes 
rältniffes (m) ausgedrückt wird durch: 


vX+Y+22, 

daß die Linien der größten Veränderung die Niveauflächen unter rechten 
fein treffen. 

$. 130. Die Theorie der Stetigkeitsunterbrerhungen der Functionen von 
re oder von zwei Veraͤnderlichen, weldhe phyſiſche Größen ausdrücken ($. 38 
6. 128) laͤßt fihd ohne Schwierigkeit auf die Functionen mit drei Verän- 
hen erftreden. Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, daß 
ie Dichtigfeit des Körpers M im Punkte (x, y, =) ausdrückt. Zur nähern 
immung der Bedeutung dieſer Definition muß man fich innerhalb des Kör- 
eine gefchloffene Fläche w von einer beliebigen Lage venfen, jedoch ſo, 
der Punkt (x, y, 2) in derſelben liegt. Das Verhältnig der Maſſe des 
diefer Fläche umfchloffenen Volumens zu diefem Bolumen felbft iſt eine 
iffe Zahl D, weldhe die mittlere Dichtigfeit von v ausprüdt. Stellt 
: fih nun vor, daß die Dimenfionen des Volumens v dur die fortwäh- 
»e Beränderung der Fläche m ohne Ende abnehmen, aber fo, daß der 
ft (x, y, =) immer in biefer Fläche bleibt; fo iſt die Grenze, gegen welche 
veränderliche Verhältnig D convergirt, die Function u von x, y, z, welde 
mals Maß der Dichtigkeit des Körpers im Punkte (x, y, z) nimmt. Diefe 
inition iſt mutatis mutandis auch auf das Maß ver Temperatur oder jeber 
ern phyſiſchen Größe anwendbar. 

Hiernach ift Leicht begreiflih, wie die im Allgemeinen ftetige Function u 
die auf gewiflen Flächen liegenden Punkte plötzlich von einem envlichen 
rthe zu einem andern endlichen Werthe übergeben Tann, und welche Flächen 
daher Unterbrehungsflähen nennen wollen. Es bezeichne w einen 
einer folchen Fläche liegenden Punkt und A, B feien die beiden Theile des 
perd DI, in welche berfefbe durch diefe Flaͤche getheilt wird, und enblich 
ı 0,, 0, refp. die Werthe der Grenze u für zwei unenvlich nahe liegende 
te von u, wovon ber eine in dem Theile A und der andere in dem 
de B Pas fo wird der Werth der Grenze a für den Punkt u ausge- 

durch: 


u, ®, 
2 
Wenn der Punkt u der gemeinſchaftliche Durchſchnittspunkt mehrerer Un⸗ 
rechungsflächen ift, fo zieht man an die Durchſchnittslinien diefer Flächen 
Punkte su Tangenten, denkt fi aus dem Punkte u als Mittelpunkt mit 
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dem Halbmeffer —= 1 eine Kugel befchrieben, verbindet die Punfte, worin di 
Tangenten die Kugelfläche treffen, durch Bogen größter Rreife und theilt fo dieſ 
Fläche in Abtheilungen, deren Flächen T,, T,, T,, etc. den Regionen be 
Körperd M entiprehen, für weiche die Grenze u ın ber unmittelbaren Nah 
des Punktes u die Werthe u,, u,, a,, etc. annimmt. Der Werth biefe 
Function für den Punft u ıft alsdann das Mittel: 
u,7, pu,r, +u,r, +ele _ ur, +u,r, +u,r, + etc. 

u ++, tee 4n on 

Man kann die Unterbrechungsflädhe als den geometrifchen Ort ver Unten 
brecdungslinien der Niveauflächen betrachten, wenn biefe Flächen, und folgiid 
die Function u Gtetigfeitsunterbrechungen der erften Ordnung erfahren. 

Die Stetigfeitsunterbrechungen der zweiten Ordnung der Yunchion o em 
fpreden den Kanten oder den vorfpringenden Linien auf den Niveaufläder 
und der geometrifhe Drt der Kanten, welche einander auf den fuccefliven Ri 
veauflähen entfprechen, ift eine Fläche, weldhe man eine Unterbrehunge 
fläche der zweiten Ordnung nennen kann. 


Pweites Kapitel. 


Differenzirung der unentwickelten Functionen von einer oder 
mehreren unabhängigen Veränderlichen. — DBertaufchung der 
Veränderlichen. 





1. Differenzirung der unentwidelten Sunctionen. 


6. 131. Wenn vie Veränderlihe y implieite als Funchon von x burd 
eine unaufgelöf'te Gleichung: 


(z, y) = 0 (2) 
beftimmt wird, fo kann ber erfte Theil dieſer Gleichung als eine Function u 
ver Veränderlihen x, y betrachtet werden, welche beſtaͤndig — O bleibt, fo 
daß die Inceremente dx, dy durch die Gleichung: 


du du dv da da 
— d f mm - —— 4 
da dx + * y=0, oder Fri 


— dx dx + dy 
mit einander verbunden find. Statt das Hülfszeichen u anzuwenden, fanı 
man auch ſetzen: 


dfCx, 7) dick, y) , — 
—* dx + _ dy — 0, 


oder was noch einfacher iſt: 
df df 
—d —dı=0. 
Feilen re a 
D [4 .oe d „ ’ [2 
Wenn man den Differenzialcvefficienten = mit y’ bezeichnet, fo nimm 


biefe Gleichung folgende Form an: 


— —_ Vo 
maus folgt: 
j di df 
IJ=7--:7: 
dx dy 


Der zweite Theil dieſer Gleichung ift im Allgemeinen eine entwickelte 
juction der beiden Beränderlichen x, y, und wenn man den aus der Glei- 
Ieag (a) abgeleiteten Werth von y als Function von x fubftituirt; fo erhält 
5 y' al& eine Function der einzigen Veraͤnderlichen x. Wenn die Gleichung 
V eine algebraifche ift, fo kann man auch nach den gewöhnlihen Methoden 
(hen den Gleichungen (a) und (a’) eliminiren, umd alsdann beftimmt die 

wende Gleichung, welche im Allgemeinen in Beziehung auf y‘ nicht alge- 
luiſch auflosbar ift, die Ableitung y’ als Function von x implicite. 

Begen des zwilchen der unabhängigen Beränverlihen x und jeder ber 
onen y, y! ftattfinbenden Zufammenhanges iſt ver erfte Theil der Glei— 
(a) eine Function von x, welde für jenen Werth von x gleich Null 
muß. Holglich ift die Ableitung dieſes erften Theiles, wenn man y, y‘ 
4 Functionen von x behandelt, auch gleih Null, und man bat zwifchen x, 
1Yr 7“, die Gleichung: 

d2f d2f daf df 

— — — gi u. _ gl — 7 | | — | 

* +2 ar? + ap: 7 + y 0, (a) 
Piaß man zwifchen den Gleichungen (a), (a), (a) irgend zwei biefer vier 

erlichen eliminixen Tann. Wenn man 3. B. y’ fortichafft, fo hat man 

den x, y/, y“ vie Gleichung: 
LL df \? dıf . di j df d?f . df\? df ’ u 
Kr 5) — 2545 dx dy + dy2 =) + (5)? 0. 

Ehenfo müßte man, um y’! zu beflimmen, von bem erften Theile der 
Aeichung (a) die Ableitung in Beziehung auf x nehmen, indem man wieder 

Kegel für die Differenzirung ver mittelbaren Functionen anwenbete, wo⸗ 
eh man erhielte: 

d>f d3f d3f dsf 
— — y 12 
dx? +3 dx?dy “+3 dxdy2 “+ dy® 
d?f daf df 
I gi gl — rl, 
+3 ar? 3er y’'y +7) 0 

Es Hat durchaus feine Schwierigfeit, dieſe Rechnung fucceflive weiter fort- 
feßen und ummittelbar die Formel abzuleiten, welche den Werth von y») gibt. 

6. 132. Wenn man u Gleichungen zwifchen n + 1 Beränverlichen hat, 
bleibt nur eine einzige diefer Veränberlichen eine unabhängige, wovon alle 
sigen Aunctionen find, welche fich erplicite ausbrüden ließen, wenn man bie 
imination zwifchen ben gegebenen Gleichungen und bie Auflöfung der reful- 
enden Gleichungen bewerkſtelligen Fönnte. 

Wenn wir der Kürze wegen buch: 

f, = 0, f, = 0, f, == 0, v..... f. = 0, (b) 
e Gleichungen bezeichnen, wodurch die n + 1 Beränberlihen 4, x, y, 3, ..... 
u einander verbunden find ‚ fo Haben wir auch die abgeleiteten Gleichungen: 
Eournot, Theorie der Zunctionen ıc. 10 












y/s 
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df df df df 
af, = 7 dt + x dx + * dy 4 Ir dz + etc. — 0, 
df af. df df 
di,= — id —ı| —2d —:2 d tc.— 
2 1° + dx + dy + Fr 2 -+ etc 0, ( 
df d£ d£ Jf - 
ff, = — d —d —d d tc.—=0, 


Wenn nun t die unabhängige Veränderliche ift, fo dividirt man all 
Gleichungen (69 durch dt und man erhält a lineare Gleichungen zwilche 
n Differenzialevefficienten : 

dx dy ds 


vermittelft welcher Gleichungen die Goefficienten einzeln als Yunctione: 
t, x, 2, etc. beftimmt werben. 

Ebenfo beflimmen die Gleichungen : 
daf, daf, _ d2f, 
dt, Ar — Up 000000 dt2 

welche man durch Differenzirung ver Gleichungen (b9 erhält, wenn m 
y, 2, etc. als Functionen von 4 betrachtet, vie Ableitungen der zr 
Ordnung: 











=(, ( 


d?x d?y d2z 
Terre 
u. f. fe Die Querſtriche über den Größen (b) follen anveuten, da 
Zähler derſelben Totaldifferenziale und Feine partiellen Differenziale 
($. 11 .) 
Um die Begriffe beffer zu firiren, wollen wir annehmen, daß zw 
den drei Beränderlichen x, y, = bie beiden Gleichungen: 
X, y )=0, X, 9)) 3 0, 
habe und daß x zur unabhängigen Veraͤnderlichen genommen werde; fo 
eine erſte Differenzirung : 
df df df 
* + 7 T15* =(, 
a, de, M, ,_ 
x + y’rz* =. 


4 oto. 


woraus folgt: 
‚(4 2-52): a, de 2.9) 
dx dz dz dx) dy_ dz * dz dy 
li 2): a A, 
dy dx dx dy dyy dz ds dy 
Eine zweite Differenzirung führt auf bie Gleichungen der zweiten 
aaf, daf dıf dıf 
— +2 —.y — z — yzl 
dx? dxdy “+2 dxds +? dydz ’ 
af, af? 
d 


nung 








+ tt 
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dif, d2f, j dıf, , def, a 
dx? E77 Frl Mr 77 Feier v7 FR A 
d’f, d’f, ,„ df, di, ,_ 
+ “Ay ” + Aa + ur „+ dz "ZN, 


wide die Werthe von y’', 2“ als Bunctionen von x, y, z geben, nachdem 
un die aus den vorhergehenden Gleichungen abgeleiteten Werthe von y', z 
Prfiturt dat. Alsdann Fann man die Elimination von y, z, vermittelft der 

en gegebenen Gleichungen vornehmen, fo dag man zwei Endgleichungen, 
be eine mit x, y’' und bie andere mit y, 2’ erhält. 
ka 0 Fonnte man die Differenzialcvefficienten y, zu, u. ſ. f. bes 

en, 

$. 133. Wir wollen nun zu dem Falle übergehen, wo die Anzahl ber 
Sleihungen zwifchen den Veränderlichen mehrere der letzteren unbeftimmt läßt, 
md um den einfachften Fall zu betrachten, wollen wir annehmen, daß man 
wilden den drei Beränderlihen x, y, z die eine Gleichung: 

fx, yı z) = 0 (ec) 
Ibe, fo ergibt fih daraus wieder die Gleichung: 
df df df 

| d= a, 4x + F dy 4 Fr dz ==0, (<c) 
swebarch dic Totaldifferenziale der Veränverlichen x, y, z mit einander verbun- 
ken find. Aber im Allgemeinen will man die partiellen Ableitungen ber Ver⸗ 
iderlihen berechnen, welche man als Function betrachtet, und zwar in Be— 
Feng auf jede der unabhängigen Veränderlichen ($. 113). Diefe partiellen 
tungen ergeben fi) aus der vorhergehenden Gleichung, nachdem man be- 
bat, welche der Veränverlichen als unabhängig behandelt werben follen. 
ir wollen annehmen, daß x und y bie unabhängigen Beränderlichen find, 
a feßen (F. 124): 








dz = pdx + qdy, 
h serwanvelt fich die Gleichung (c') in: 
df df df df 
a: + ar )etz +7 1)I=0 
d da fie flattfinden muß, was für ein Berhältniß die Veränderungen dx, dy 
ch zu einander haben mögen, fo zerfällt fie in die beiven folgenden Glei- 
mgen: 
— —p=(, — — 4 * d 
dx t 4 0 dy + 1 0 * 
raus ſich die Werthe von p, q im Allgemeinen als Functionen von x, y, = 
ſeben, und man kann alsdann z vermittelft ver Gleichung (c) fortfchaffen. 
Wenn man die Gleichung (c’) differenzirt, indem man x nnd y als un- 
yingige Veraͤnderliche und folglich dx, dy als conftante Factoren behandelt, 
erhält man: 








du de, 8, de ,, 
d’f d2f d?f df 
2 5 dxdy+ x; dxdz + dydz dy ) * 7 %: (ec) 


ir das Totaldifferenzial d?= hat man ben conventiellen Ausorud (6.124): 
| 10* 


14* 


d:2 Seids — wid: — nd: 
ze zem naı ereier. Ti me wı rd Lot ds ı nie Ole 
zu + Alk, : 














a _ di „det EN: . 
c FraL dıdz dx: ) u 
ar, dr d:f d-i EN. = 
— — — _. _lı- __ 7 
te ra FT 
af d:f d:f d:f 
— + r—2 = —— )dr! =0G, > 
4 de: 3 dıdz 17 dr: ) - 0 ” 
Ir zer Sehen: zmatbienz se ter mtahtr:äee Rscıerer de, dr, 


Arm 2 % zerle he on ten arrere Eiekireer, melde nach ter Exh .: 
arm = u er Ölakungen (di al geleuetes Serthe son p, q ie fol 
zer Zum: 
0 ee 5 Br | BB | dif  ydf\ df die _, - 
nat le tr) =0,: 
DR Ser | Ga ar 17 GT; ds df 
u) (aa + ie) | 
da (di ed ddl = 
7 ãaxd =) der dx ds - 
FE Ser 7 Bar | SE Ge GT; ds if? 
Eraser 
Or reise auf einem birecteren Wege zu demſelben Refultate, wem 
wer ve. se man, da bie Gleichungen (d) für jeten Werth von x mb — 
meter wre, tie Ableitungen ihrer erſten lieder, fucceffive in Ber - 


sum 2” x zer auf» genommen, gleih Null fegen kann und einerfeits 
wu wen. dab tie partiellen Ableitungen: 


de df df 

a’ % 
bie drei Veränderlihen x, y, = enthalten umb andererfeits, daß 
— Zi 
zurrzeidelte Functionen von x, y find, fo dag man bat: 


4* 
—* 


=(. 


» 4 zuzrid 

a _ dz _ dp _ dp _dg _ dq 
zog! dx ' dy 7 a “7* 
ur u erhält man vier Gleichungen; denn die Gleichungen GE 


zurie Weile 

m  rhgenbermaßen ausbrüden: 

K#_, dM_ 

dx dy de 
u ae en Querſtriche andeuten, daß man bie . 
zu x au wuf y differenzirt hat, indem nicht 
ne sextommenden Beränberlichen x, y, 
genommen iſt, welche ver 
Denmach muß die 9 
y mit ber Ableitung 
fein, indem beide ı 
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d?f 


a 

werben koͤnnen. 
» könnte man bie partiellen abfeibangen der hoͤhern Ordnungen für 
nen von einer beliebigen Anzahl unabhängiger Beränderlicher, welche 
d eine Anzahl von Gleichungen mit einander verbunden find, beftim- 
daß fich eine andere Schwierigfeit, als die Weitläufigfeit der Rech⸗ 
bieten könnte. 
4. Wir haben ſchon mehrere Male den Sab in Erinnerung ge- 
eine entwidelte oder unentwicelte algebraifche Function, welche, fo 
re fuccefliven Ableitungen für einen befonveren Werth der unabhaͤn⸗ 
nderlichen verſchwindet, identiſch gleich Null iſt. Dieſer Satz, wel- 
für jede Art von Functionen ſtillſchweigend als wahr anzunehmen 
3 jedoch ſtreng bewieſen werden, um fo mehr, ba derſelbe für nicht⸗ 
Functionen nicht allgemein gültig iſt. Nun Täßt fich aber biefer 
leicht bewerfen, Sobald man die Regel für die Differenzirung der 
ten Functionen (Gleichungen) aufgeftellt Hat, 

es fei y eine Function von x, welche durch die algebraifche Gleichung: 
‚=Yxr +Y-x"1+.. V, x +Yx+Y,=0, (ed) 
ird, worin die Evefficienten Y,, etc., ganze Polynome von y be= 
o fann man, der Allgemeinheit des Beweiſes unbefchavet, annehmen, 
der Werth von x ift, welcher y, y’, y“, etc. verſchwinden macht. 
y mit x zugleich verſchwinden, ſo muß Y, von der Form Y,y fein, 
ı anderes Polynom mit y bezeichnet. Wir wollen dieſen Werth von 
Gleichung (g) fubftituiren und dann bifferenziren, fo kommt: 

nY,x-2 (1- 1) Y, 22 +... +2Y,x-+Y, 
"+17, ,x1+..+Y7,x+Y,x+ 9%, + f,nD=0. 
0 ar man nach ber Vorausſetzung y = 0 und diefe Gleichung 
b auf: 

Y, 4 y V 0 — 0. . 

nach der Vorausſetzung Ye ſich aus der vorhergehenden Gleichung 
: 0 ergeben, und folglich ıft Y, durch y theilbar und von ver Korm 


ı man von der Gleichung (g) die zweite Ableitung nimmt, fo er. 


ı(n—1)Y,x"? + (n—1)(o—2) Y„_x2°? + ... + 2Y, 

ara + )Y, 024.4 2Y,x+ 9, + Fir) 

* 4 Yu Xxe-i +. + Yu, x? + Yı x + 2 r', + ru, y] 
+. +2 +, x+ + M 0. 

Bd x =0,, = 0, =0 ſetzt, fo redueirt fi 






ν, ; 
hwinden fol, fo muß Y, die Form F,y 
‘, fo fann man beweifen, daß y ein 


Sleihung (CE) if, woraus fich folg- 
baben mag, wodurch der ausge- 


4 


Hieraus folgt, wie bereits in 6. 37 und $. 103 bemerkt iſt, daß eine 
Function, welde in einem Theile ihres Laufes durch die algebraifche Function 
fx und in einem andern Theile durch eine andere, nicht mit der erften iden⸗ 
tiſche Function fx ausgebrüdt wird, nothwendig eine Stetigfeitsunterbrechung 
von einer niebrigen oder höhern Ordnung für den Werth von x erfährt, wel- 
her der Wiedervereinigung der Functionen f, £, entfpriht; denn fonft würde 
die algebraifche Function : 
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 ‚=k-— fx, 
fo wie alle ihre Ableitungen bis ins unendliche verjchwinden, ohne identiſih 
Null zu fein, was dem eben bewiefenen Satze zumiber fein würbe. 


$. 135. Wir haben in 6.70 angenommen, und man nimmt es gewöhn: 
ih an, aber ohne formellen Beweis, dag die Function: 


x 
dx 


x 


log. x = 


1 
eine irrebuctibele transcendente Function ift, welche fich durch Feine entwickelte 
oder unentwidelte algebraifche Function ausprüden läßt; aber erſt Lionville 
bat diefen wichtigen Sat auf folgende fehr einfache Art bewiefen. *) 


Wenn log. x durch eine entwickelte algebraifche Function = ausge: 
1 





drückt werben fönnte, worin X, X, ganze pofitive Polynome bezeichnen, welche 
als prim unter fich vorausgefeßt werben fünnen; fo erhielte man durch Diffe 
venzirung : 


4 — 4 2 
1 _ ZU-ÄK, Hr AL RX, - Xxxꝙ, 
x — X, x 1 ı 


woraus folgt, Daß X, durch x theilbar iſt; aber X nicht, weil fonft X nicht 
zu X, prim wäre. Man Fann alfo fegen: 

X, =xıZ, folglich X! = oxr-15 + #5! 
wo Z ein nicht durch x theilbares Polynom bezeichnet und n einen ganzen 
pofitiven Erponenten. Dan erhält alfo die Gleichung: 

20-1592 xX —_ ne -1EX — väiX, 
oder: 

EX — x(ZX! — ZIX) — zZ, 
welche ungereimt ift, weil ber zweite Theil derfelben durch x theilbar iſt, aber 
der erfte nicht. 
Wir wollen nun annehmen, daß bie Function y = log. x implicite durch 
die algebraifche Gleichung: 
fx, =X,y +X_y1+..+X,+X%,=0 (bh 

beftimmt werben könne, wo die Eoefficienten X,, etc. ganze Polynome von x 
bezeichnen; fo hätte man: 


df df 
. —_ ı = 
dx + dy" 0 


| 


— 


*) Journal de Mathematiques, t. Il. p. €6. 
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wenn man für y’ feinen durch die Differenzirung ver logarithmiſchen Func- 
Werth ſetzt: 


df df . 
Ä 2 + Fries 0. (i) 
" Benn nun aber eine der Wurzeln der Gleichung Ci), welche als irreductibel, 
8 als nicht in rationale Factoren von x zerlegbar vorausgeſetzt iſt, die Ei- 
haft Hat, die Gleichung Ch) identiſch zu machen, fo wird dieſe Gleichung, 
veren erfter Theil eine rationale Ba von x ift, auch durch alle übrigen 
Burzeln ver Gleichung Ci) identiſch gemacht. Wenn man alfo diefe Wurzeln, 
welhe im Allgemeinen eben fo viele verfchievene Functionen von x find, reſp. 
nit y., Yar cr Yu bezeichnet, fo hat man: 





dx ix Ix 
FT — dy., — — dy, ' o.... — _— dys, 
nd folglich 
dx | — 1 X, 
== 4, tn te. tm) S— (=). 


| mas, wie eben bewiefen worben, unmöglich iſt. 

Die Trandcenvente ⸗* läßt ſich ebenfalls durch Feine algebraifche Function 
ausdrũcken; denn die Gleihung f(x, e ) = 0, wo f eine algebraifche Func- 
tion bezeichnet, iſt gleichbedeutend mit der Gleichung flog. y, y) = 0, de— 
ven Unmöglichkeit eben bewiefen iſt. 

Dagegen bilden die Sinus, Eofinus und Kreisbogen Feine irreductibelen 
Transcendenten, weil fich diefelben in Exrponentialgrößen und Logarithmen ver- 
wandeln laſſen, indem man imaginäre Wurzelgrößen anwenvet, woburdh, aus 
einem algebraifchen Geſichtspunkte betrachtet, die Natur der Function nicht ge- 
ändert wird. 

Die Potenzen mit irrationalen Exponenten bilden ebenfalls Feine irreduc- 


tibelen Transcendenten, weil der Ausdruck y — x" gleichbedeutend ift mit 


y—er!EX, und ſich alfo die durch x” angebeutete Operation an x, wo a 


eine Irrationalzahl bezeichnet, durch die durch das Zeichen log. x angebeutete 
Operation und durch die durch das Zeichen e“ angedeutete Operation an eo“ 
serrichten läßt. 

Es bliebe nun noch zu beweifen übrig, daß die Functionen eo“, log.x auch 
irrebuctibel unter fih find; allein da biefer Beweis complicirter ıft als die 
vorhergehenden, fo verweilen wir auf die Abhandlung von Liouville ſelbſt. 

Im Allgemeinen fehließt fich der Beweis ver Irreducitibilität der verfchie- 
denen transcendenten Functionen an die Unterfuchungen über die Theilbarfeit 
der Zahlen und über die algebraifche Jerlegbarkeit ver Gleichungen an, und 
alle diefe Unterſuchungen Haben das mit einander gemein, daß dadurch mehr 
die Theorie, ale die K ortfihritte der Methoden veroollfommnet werben, worauf 
tie Anwendungen des Caleuls beruhen. Da bei diefen Unterfuchungen die Be- 
weife faft immer durch die Zurückfuͤhrung auf das Abſurde geführt werben, fo 
ſtößt man dabei au auf die Schwierigkeiten und Complicationen einer Be—⸗ 
weisart, welche zwar Iogifch fireng ift, aber welche über den rationalen Zu- 
fammenhang und über die Erzeugung oder den Grund der bewiefenen Wahr- 
heiten keinen Aufſchluß gibt. 
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11. Vertauſchung der Beränderlichen. 


6. 136. Es iſt Hier der Ort, die Bertaufhung der unabhängigen 
Beränderlihen, welche wir bei der Auseinandberfegung der Principien der 
Theorie der Ableitungen und der Differenziale ($. 39 und $. 56) nur anges 
deutet haben, allgemein zu behandeln, 

Wir wollen annehmen, daß, wenn y ald Function der unabhängigen Ber- 
änderlichen x betrachtet wird, diefe Function und ihre Ableitungen der ver⸗ 
fhiedenen Oxbnungen in einer Gleichung: 

dy diy d’y — 
f X, Y} dx ' x ! dx ’ vv... = 0 D 

vorkommen, umd es darauf ankommt, zu wiffen, wie die Ableitungen: 

dy dy d’y 

dx’ ix2 N) "ax 2400000 
als Functionen einer dritten unabhängigen Veraͤnderlichen t, welche mit x unb 
y durch eine gegebene Gleichung: 

9090 (9) 

verbunden ift, ausgebrücdt werben müflen. 

Wenn man die Gleichung (9) in Beziehung auf die unabhängige Verän- 
derliche t differenziert, fo erhält man eine Reihe von abgeleiteten Gleichungen: 














dp dx do dy do _ 

Ku tT at Ka 
dp dx dp diy dep dx? dp dy? 
x a ty an de ae dy2 ae 


dx dy dp dx dp dy do 


d42 
+2.(8..2,%9 =) +70 (9 


dzdy 6 ae + Axde de 7 Ayae 
dp d’ix dp d’y 
— 1 — — — tc. = * 
Ketten * 
ete. 
Aber andererſeits hat man auch: 





woraus folgt: 
dy’__ ‚dx dx d?y dy d?x\  /dx\? 
& " u — \a ae -47m): 2)’ 
und folglich: 
mr _ (de re, 
dx? — \dt dt2 dt dt? di 
Durch diefelbe Rechnung findet man: 
Er ide dr, 
dx3” |\di/ dt d dt d 
nf. f. 
Bermittelfi ver Gleihungen (y), (9), (yN, etc. kann man aus den 
vorhergehenden Formeln die Beränderlihe x und ihre Ableitungen: 


d!y /d2x\? dx dy 1] dx\5 
der \ar/ a dr de] u): 
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dx d:x dx 
a’ an "ae 
iſchaffen, fo daß die Formel CF), nachdem man die Werthe von: 
dy diy d’y 
j dx ' dx ! dx ’ oc... 
bſtitnirt hat, nur noch die Größen: 
j dy d.y d’y 
ıJı Fr au! a, sono 


er und ebenfo könnte man fie darauf zurüdführen, daß fie nur noch die 
voßen: - 


440 400 


dx d’x d’x 
ı X 7 ae’ 8 1 seen 
6. 137. Die Bertaufhung der unabhängigen Veränderlichen ift nur ein 
fonzerer Fall der Bertaufhung der DVeränderlichen überhaupt. Wenn man 
r die beiden in der Gleichung (F) vorkommenden veränberlichen Größen x, 
zwei andere veränderlihe Größen v, 6 ſubſtituiren will, welche mit ven er- 
a durch die beiden Gleichungen: 
yYX rd) =0, da, y vd) = 0 
bunden find, wo 4 die unabhängige Veränverliche bezeichnet; fo nimmt man 
m dieſen beiden letzten Gleichungen die fucceffiven Ableitungen, indem man 
y, ” als unentwidelte Sunctionen von t betrachtet, wodurch man eine Reihe 
m Gleichungen erhält, welche wir der Kürze wegen mit: 
I I (99, CN, CpN, CyHN, etc. 
zeichnen wollen. Die Anzahl diefer Gleichungen iſt — 2n, wenn a 
x böchfte in der Gleichung (N) vorkommende Differenzialcvefficient if. Ber- 
ittelft diefer 20 Gleichungen drüdt man alsdann in Verbindung mit ven bei- 
n Gleichungen, wovon fie abgeleitet find, die Größen: 
dx dx dx dy dy dey 


— —ñh — — 400 — — 1 
gr de FIT Bu A Bar 7 Bar, die 1) 
8 Zunctionen von: 





dr d?r d’v 
u’ tz ' v.... de (2) 
13, und fubflituirt die erhaltenen Ausdrücke in die Werthe von: 

dy d’y d’y 

dx ' dr dx pero Am 
8 Functionen der Größen (1); fo erhält man endlich die Formel (F) ver- 
ittelft der Größen (2) ausgebrüdt. 

$. 138. Um die Allgemeinheit diefes Verfahrens zu zeigen, brauchen wir 

I nur auf den Fall zweier unabhängiger Veränderlicher anzuwenden. Es ſei 


iher: 


t, v, 


da d—e d?z d?z d?z 


F X, Jı 3} dx ' gy' ax dxdy ' Ay: ’ u) 0 (F) 


Fu | 


eine Gleichung, worin man für die drei Veränderlihen x, y, = drei andere 
Beränderlihe u, v, t ſetzen will, wo bie beiden lebten als unabhängige Ber- 
änberliche behandelt werden und alle drei mit x, y, = durch die Öleichungen: 
x z, u, v, t) = 0 x z, u, », t) = 0,9 
OR er a BE 
verbunden find, fo hat man: 
da dz dx dz dy da da dx dz dy 


9 — 


u Try wa SwatrT 








d?z d2z dx\2 d?z dx dy d2z dy\? 
dv? — de 1.) 2a dir tr ap 
dz d?x dz d2y 
tax am tm 
d’z dız dx dx d?2z /dx dy dx dy 
va = eat are r) 


dız ds dy dz dx dz dy 


ta Target de 

d? d?z /dx\2 d’z dx dy d? dy\? 
es rar (2 
dt dx2 (dt dxy_ di. d dy2_ \dt 


dz d’x ds , d2y 
Kae ty an! 
etc. 


Aus diefen Formeln leitet man die partiellen Ableitungen: 
dz dı d?z d?z d?z 


dx ' dy' IT ' dxdy ' dy2 ] etc., (3) 
als Functionen von: 
dx dy da dx dy ds 
DTZ Ta Paar Taer Teer 
d2x d2 d?z d?x d? d?z 


dv ' 2"! de!" de’ de’ m 
d?’x d2y 422 


— 0, — ,„j etc. 
drat“ drdt edte“ 


ausgebrüdt, ab. 

Aber wenn man andererfeits die Gleichungen CD) fucceffive in Beziehung 
anf v und in Beziehung auf t differenzirt und bis zu ven Differenzialen von 
derfelben Ordnung, als die höchflen in der Gleichung (CF) vorkommenden Ab- 
leitungen fortgeht; fo erhält man I viele Gleichungen, als erforderlich find, 
um die Größen (4) und folglich die Größen (3) als Functionen von: 


du du d?u du d?u 


— [1 2 II, eo 
dt ar! art ' ara ’ 


auszubräden. *) 


e) Wir wollen das vorhin Gefagte durch rin Beifpiel erläutern, welches in der 
Mechanik und in der mathematifchen Phyſik häufig vorkommt. 
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Britties Rapitel. 


Beftimmmug des Werthes der entwickelten und nnentwickelten 
fanctionen von mehreren veränderlichen Größen, wenn diefe Functio⸗ 
nen nuter unbeftimmten Formen erfcheinen. — Theorie der Marima 

und Minima dieſer Functionen., 





1. Beftimmung des Werthes der entwidelten Functionen von mehreren veränderlichen 
Größen, wenn biefe Functionen unter unbeflimmten Formen erfcheinen. 


$. 139. Wenn Functionen von einer einzigen unabhängigen Veraͤnderli⸗ 

den für befondere Werthe diefer leßtern unter den unbeftimmten Formen: 

0 

+8 
riheinen, fo wird der Werth folcher Functionen nach den in ap. 3 des vor- 
jergehenden Buches angegebenen Berfahrungsarten beftimmt; aber wenn eine 
Zunction = von zwei unabhängigen Veränderlichen x, y unter einer jr un⸗ 
beſtimmten Formen für ein Werthepaar der Veraͤnderlichen x und y erſcheint, 


Es feien x, y, z die rechtwintligen Eoordinaten eines Punktes und r, w, 
y die Polareoordinaten befielben, fo hat man bekannilich zwiſchen diefen ſechs 
Beränderlichen die folgenden drei Gleichungen: 























zZ = FC008.0, = rsin.osin.y, X = rsin.w cos. y, 
und vermittelt des vorhin angegebenen Berfahrens findet man: 
du du du C0s.w COS. du sin.y 
I ar mw coy r — dyrsin.o’ 
du du du cos.» sin. y du cos. y 
dy gr ein.v ein.y rn r dyrsin. wo’ 
du du du sin.o 
iz drang r ’ 
d?u d?u d?u cos.?wsin.Cos.y d?u sin.yCos.y 
— —Sain. _— — 
ray =: sin. osin.y Ccos.y + de: 7 7TAmſ— 
dꝛu 8in.wCo8s wSin.yCos.y du ,cos.:y — sin.’ 
+2 dwdr r dydr ( r *) 
Wu (cos.’y — sin.’y)cos.w du sin.?wsin.yCos.y 
dy do rꝰ sin.o dr r 
du 008.» sin.y .( 1 du (I — cos. 
de r? —(Zein.o+ sin.o dy rsindu /' 
d’u d’u ef d’u sin.» 008.0 sin.y 
—— — — v— — — * 
dxdz Tr ee A 7° r? 
d’u (cos.?o—sin.?’») Cos.y d’u sin.y Cos.o d’u sin. y 
dodr r — dydr Frsin.o dudy r? 
du (sin.’o — C08.’w) CoSs.y du sin.o COS.w COS.y 





do r? dr r ‚ 


7 


fo kann man den Zahlenwerth der Function durch bie erwähnte Methode erſt 
dam beflimmen, nachdem man einen willtührlihen Zufammenhang oder eime : 
willkuüͤhrliche Relation zwifchen den beiden unabhängigen Veraͤnderlichen ange⸗ 
nonmen bat, und der für = erhaltene Zahlenwerth ändert fi) im Allgemeinen 
mit der zwifchen y und x aufgeftellten Relation. Man kann daher, fo Tange 
x und y unabhängig bfeiben, die Unbeflimmtheit der Function = nicht abfolnt 
befeitigen, fonvern blos im Allgemeinen Grenzen angeben, zwilchen welchen 
der 


Werth von = liegen muß. 
—5 
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— f(x, 9) 

F(x, „)' | 
und x,, Y, feien die Werthe von x, y, welche die Functionen f und F gleich 
zeitig verihwinden mahen. Mit Po, Jo⸗ For etc. wollen wir die Werthe be⸗ 
zeichnen, welche die partiellen Ableitungen p, q, r, etc. der Kunction f anne 
men, wenn man darin <—x,, y=y, febt ($. 124) und P,, Qu, R,, etc. 
feien die analogen Größen für die Function F. Endlich bezeichne y,‘ den 
Werth, welchen das ſich aus der zwifchen y und x aufgeftellten willführlihen 


Relation ergebende Verhaͤltniß y! — = für daſſelbe Werthſyſtem von x und 
y annimmt; fo wird der Werth =, von = ausgebrüdt durch: 





du du ' d?’u sin.w cos.» sin.yp 
dydz = dr 0.0 cos. w sin · · — 77 7 


d’u (cos.? — sin.2o) sin.y du Cos.y cos.w du cos. y 
dedr r dydr rsin.o u ddp r? 
du (sin?o — cos.?v) sin.y du sin.w cos. u sin.yp 
+ dw r? — dr r ’ 
d’u d?’u d’u cos.?w cos.? d’u sin.? 
du = 1 Sin.’o cos.’y Fa — 4 + dyp? Erg 
d’u Sin.wC0o8.wC08.?’y d’u sin.ywCos y 
dwdr r 2 dydr r 
du sin.ypcos.y du cos.?o cos.?y + sin.ꝰ 
dody r?tang.w dr r 
sin.’y — 2 sin.?u cos.? du sin.wcos. 
on - r? sin.o >) +27 — 

















dy rsin’o 
d’u cos.’»sin.?y du cos.?y 
+ d’u sin »Ccos.wsin.?y Pu sin.ycosy 
dodr r dydr r 
d!u sin.ycos.y du (er + y) 
dudy T’tang.o dr r 
du (ey ren tostu ty du sin.ycos.y 
3.0 mer) _: 7æ — 
r’sin.o dy r?sin.:o 
du _ d®u d’u sin.’ o d’u sin.wCos.w dusin.?o 
a ne tan 
du sin.o cos. 
du r 


dꝰ u 
5 = 77 sin vo sin.’y + 








' 








3. d. Ueberſ. 


(a) 


‚ bleibt unter diefer allgemeinen Form, wegen der Unbeflimmtheit des Co⸗ 
cienten y’, unbeftinmt; aber wenn man zu gleicher Zeit: 


pr, — O, PR, =0, (pP) 


u, = u =0, (D 
te, fo verfhwänbe der Coefficient y’, und ver Werth von =, bliebe nicht 
dr unbeflimmt, | 

Wenn endlich die beiten Syfleme von Gleichungen (pP), (g) gleicdhreitig 
tt fänden, fo müßte man von den Functionen f, F die Ableitungen der 
eiten Drbnung nehmen, welche im Allgemeinen ausgedrückt werden durch : 

er +2 + ty? + 9% 
R + 2Sy' + Ty? + Qy“, 
bfih frx=x,, y= y, dermöge der Gleichungen (g) auf: 
+ 207% + toy%or Bo + 250770 + Toro 
‚ueiren, woraus folgt: 
— fo +25 yo +67” 
eg, ZZ ——— (b) 
u R, +28 yo + Toy, 
d diefer Werth iſt wegen der Unbeflimmtheit des Coefficienten y/, im All- 
meinen unbeflinmt, 

Wenn ferner: 

Fr) =(,s, =z(0,% =0; R,=0,8,=0,T, =0, 
ire, fo müßte man zu ben Ableitungen ver dritten Ordnung übergeben, 
f. f. Diefes Verfahren laͤßt ſich Teicht auf eine beliebige Anzahl unabhän- 
zer veränverliher Größen erfireden. 

Deifpiel 1. Es fei: 

— log.x + log.y x, 
x+ 2y—3 


T; 


= 1, Jo = 1, 
fommt: 
Po =1,9, =1ı P, = 41, Q, = 2, 
raus folgt: 
.— 1+7% 
nd! 
1+2y', 
ıd =, kann alle Werthe zwifchen — oo und + co annehmen. 
Beifpiel 2, Es fei: 
‚-e-W+r-1 
Kl —y+ 


;.=1,1»=1, 
' hat man: 


3 
pPo =0,% = 0 Pr, u, =—1, 


nd =, befommt ben beflimmten Wert — 
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Beifpiel 3. Es fei: 
„_ ar 
+? 
fo gefchieht den Gleichungen (p) und (g) Genäge. Man muß daher zu ' 
Ableitungen der zweiten Ordnung übergehen und man erhält: 
„=, = 2,t, = ıR, = 2,8, =0,T, = 2, 
woraus folgt: 





‚x.=o0, =, 


Der Werth von z, liegt, obgleich er unbeftimmt ift, zwiſchen den Gr 
zen O und + 2, wie man fände, wenn man auf dieſe Function von y’, 
gewöhnliche Regel für die Beſtimmung der Marima und Minima anwendet 

$. 140, Die eben auseinandergefehte Methode kann unbrauchbar werd 
wenn die Functionen por gu, Por Qy, etc. unendlich werden, oder felbft ur 
unbeftimmten Formen erfibeinen, und alsdann muß man zu befondern Re 
nungstunftgriffen feine Zuflucht nehmen. Wir wollen 3. B. die Function: 

z=yyx?+y? 
betrachten, deren partielle Ableitungen der erfien und zweiten Orbnung | 
gende find: 
xy __. x? 4 2y2 


p= — — I — —— 
Vve+47 vx+y 
y? _ x? __. 2y3 + 3yx? 
r= —— ZZ — t= — —8 
(x? + y?)? (x? + y?:)? (x? + y2)1 


Für die Werthe x, — 0, y, = verſchwindet die Function = und i 
partiellen Ableitungen erjcheinen unter der Form * . Ferner überzeugt n 
ſich leicht, daß ſich die wahren Werthe ver Größen p, q, r, s, t nad 
vorhergehenden Methode nicht würden beftunmen Iaflen; aber wenn man 
Syſtem fehr nahe liegender Werthe betrachtet, für weldes: 


xx, + I = JAx,ı 


.  ‚=y+ Jy, = ASy,ı 
ift, und wenn man Sy, = afx, febt, fo kommt: 
— 1 + 202 
pP = IK, ———, 4 > An, te, 
yYite Vitae: 
3 
r a 0 * 3. — 2a? + 3a 


0 = — — ! — ! —, h 
dt Gt Gd+anl 
Nun Tann man Ax, gegen die Grenze Null convergiren laſſen, und 

fi) a an diefer Grenze in y‘, verwandelt; fo bat man: 


BP =0, 9 =0, 
43 #3 1 
nl. _ ® ;' — art tere, 
d+3y"”,) At, dry”)? 
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Die Werthe von r,, s 2 t a bleiben unbeftinmt, aber liegen immer zwi- 
(den gewiffen Grenzen, we 


id ind +1, and ntſprechen y — 0, y,,=+v»; 
nn 0 u + 1, n ” „ yo = to, yo 0; 
u» — 2 u +2, v» nn „zZ - 0, Y,=+t». 


11 Beftimmung des Werthes der unentwidelten Functionen, wenn fie unter unbe- 
immten Sormen erfcheinen, 


$. 141. Es fei: 

(x, =0 (c) 
eine Gleichung, welche y implieite als Function von x beſtimmt, und wir 
wollen feßen: 

df 
N af, = N. 


Beun der erfte Theil der Gleihung (e) für x — x, verſchwindet, was y 
anch für einen Werth haben mag, , fann man aus biejer Gleichung nicht un- 
mittelbar den entiprehenden Werth von y,, welcher anſcheinend unbeftimmt iſt, 
obleiten. In diefem Falle verſchwindet bie Function: 

— ID — f&ıy 
für jeden Werth von y und Ay, und folglich verſchwindet die Function 
flx,, y) ebenfalls amahfängig von y. Mithin rebucirt fich die Ableitung der 
Bleihung (ce), welche im Allgemeinen die Form: 

((x,y) +yt&,y„) = 0 
bat, für x x, anf: 


y 


f'(x,, Je) = 0, 
and aus diefer letzten Gleichung zieht man den Werth von y,. Wenn ber- 
felben ebenfalld genügt würde, fo müßte man zu der Gleichung: 


x, J,) = 0 
übergehen, u. f. f. 
es fei 3. B.: 
fx,y) = mx — x ꝓ lot. (T +x) =0, x, =0, 
fo iſt die abgeleitete Gleichung: 
2mx — 1 + — 7 + —EE =(, 


1+ x xy 
und fie rebueirt fih für x = 0 auf: 
—1+y=0, swery = 1. 
Bir wollen ferner 
IG, =? — Dr — sleeli a) =0, 1, = 0 
fegen, fo ift bie erfte abgeleitete Gleichung: 
25 ee: (ii +x) 0, 


gar - — [log (1 + Bye + 2x(y? 9 1+x 


und wenn wir das Glied mit y’, welches für x — 0 verfhwinden muß, hin- 
weglaflen, fo bleibt und die Gleichung : 


a+IM—D-Yloeld+D)=0, 


' 
J 


um 1 


welcher noch unabhängig von y durch ben Werth x — 0 Oenäge geſchicht 
Aber wenn man die zweite Ableitung: 


2x +9 —leli +9]! +"? —- NA— 2x) — TE =€: 
nimmt und darin x — O fest, fo find die zugehörigen Werthe von y die bei- 
den Wurzeln der Gleichung : 
y? — y — 1 — O. 
F. 142. Wir wollen nun eine Differenzialgleichung: 
J& ı D=0, (c’) 
betrachten und viefelbe zunächft auf die Form: 
f(x, y) 
F(x, y) 
gebracht annehmen. Durch x,, y, wollen wir bie Werte von x, y bezeig 
nen, welche die Functionen f, F zugleih verſchwinden machen, und mit y', 
ben zugehörigen Werth von y4; ſo wird der Werth von y/, vermöge der For 
mel (a) durch die Gleichung bes zweiten Grades: ER 
— kt %r — 
* 4 oder Q,yo'? C— I — po = 0 
gegeben. Wenn außerdem die Gleichungen (p) und (g) erfüllt würben, fo 
wäre der Werth von y’, nach der Formel (b) eine Wurzel der Gleichung bes 


dritten Grades: 
? * 250* rto, 
R,-+2S,y' o+T,y” Ru 
oder: 


ſ. f. 137, — (28, ty, + RR, — 2), nn =0, 
u. 1 


Es kann jedoch gefhehen, daß der Werth von y’, wirklich unbeftimmt iſt, 

was 3. B. der Fall fein würde, wenn die Gleichung: 
a? HP — Dyr—p=0 
für alle Werthe von y’ unabhängi ig von den x und y beigelegten Werthen er- 
füllt würde. Alsdann würde die Gleichung: 
Ty3 + 2S— Oy?2 + (R—2)y —r=0 

und alle durch wiederholte —— ——— abgeleiteten Gleichnugen eben⸗ 
falls identiſch gemacht. Dean fände dag der durch vie Gleichung: 


= 


yo = 


"= 
x 


egebene Werth von y’ für die Werte x, = 0, y, = O virklich unbe 
t — 

Allgemein, wenn bie befonderen Werthe x,, y, ber Gleihang (ec) um 
abhängig von y’ genügen, fo reducirt ſich die abgeleitete Gleichung: 


y’ 


Berlin wm 
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af Yo 
el der Ausdruck (Gy), welcher den Werth von * für /—= 0 aus⸗ 
rat, nach dem weiter oben Gefagten ($. 141) verfhwinden muß. Die 


uuchonen: | 
=): (ar 
(= 0 dy/o 

üffen im Allgemeinen die brei Größen x,, y,, y’, enthalten, und folglich 
mn die Gleichung (c’,) in Beziehung auf die Unbefannte y‘, nicht Iinear fein. 

Wir wollen annehmen, daß die Gleihung (e) in Beziehung auf y' al« 
ebraifch oder von der Form: 

SEHN+IKN HR ND 7? +ee—0 

fi, fo verwandelt ſich die Gleichung (c”,) in folgende: 
a. af. dA df, _ df öf 
Dr rer 
md iſt folglich im Allgemeinen in Beziehung auf y‘, von einem um eine Ein- 
eit höhern Grade, als die Gleichung (cd) in Beziehung auf y'. 


u. Beflimmung der Marima und Minima der entiwidelten Sunctionen von mehreren 
Beränderlichen. 
5. 143. Wenn die Function zweier Veränberlichen: 
2 = f(x, y) 


geben ift und man nimmt zwifchen y und x eine willführlihe Relation an, fo 
pirb = eine Function der einzigen unabhängigen Veraͤnderlichen x und man hat: 


ds 





F z=p+ yıı 

x 

diz 

— or + 2sy! + ty!2 + 45 

dx? 
3 

—- = a + day Im? Ic + Ir" 
x 

te. 


Die DOuerflrihe über den Differenzialen dz, d?z, etc. follen Totaldiffe- 
enziale andenten; die Buchftaben p, y, r, etc. haben die in $G. 124 angege- 
sene Bebeutung und y’, y’, y!, etc. bezeichnen, wie gewöhnlich, die Die. 
enzialcvefficienten der Größe y, welche vermöge der zwilhen y und x ange= 
ımmenen willführlihen Relation, als eine Function von x betrachtet wird. 
diernach hat man für die gemeinfchaftliche Bedingungsgleihung des Maximums 
md Minimums ($. 91): 


pt =, (d) 

mb außerdem muß in dem Falle des Marimums die Ungleichheit: 
r + 2sy! + iy/? + qy!! < 0 (d,) 

nd in dem Falle des Minimums die entgegengefeßte Ungleichheit: 
r + 2sy! + ty2 4 il > 0 (d,) 


erfüllt werben. Wenn man nun ausdrückt, daß diefe Bedingungen unabhängig 
bon der zwifchen y und x willführlich angenommenen Relation erfüllt werben ; 
Cournot, Theorie der Zunctionen ꝛc. 11 
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fo werden eben dadurch die Bedingungen des Marimums und Minimums ber: 

Function = in der Vorausſetzung der Unabhängigkeit ver Veränderlichen x, y: 

Soll aber die Gleichung (d) unabhängig von jeder Relation zwifcdher y: 

und x erfüllt werden, fo muß einzeln: u 
p=0,g=0 (e) 

fein, wodurch die Ungleichheiten (d,) und (d,) auf folgende rebucirt werben: 

r + 2’ +12 <0, | 

r +2 +92 > 0 

Soll der gemeinfchaftliche erfte Theil diefer beiden Ungleichheiten für jeden: 

Werth von y’ vaffelbe Zeichen behalten, fo müffen die Wurzeln der in Bezie⸗ 
bung auf y’ aufgelößten Gleichung: oo. 


"+ 2y+Yyr = (N 
imaginär fein, wozu erfordert wird, daß die Bedingung : 
sꝛ — ri <0 (&) 


erfüllt wird, welches wieder erfordert, daß die Functionen r, t baflelbe Zei⸗ 
hen haben, nachdem man die aus den Gleichungen (e) gezogenen Werthe von 
x, y ſubſtituirt hat. Wenn die Ungleichheit (g) durch dieſe DDertde erfüllt 
wird, fo findet ein Maximum, oder Minimum flatt, je nachdem die Zum- 
tionen r, t beive negativ ober pofitiv find. 


$. 144. Die Theorie der Marima und Minima der Functionen mit zwei 
unabhängigen Beränderlichen ergibt ſich fehr einfah aus der Betrachtung ver 
Niveaulinien ($. 127), deren Differenzialgleihung die Gleichung (d) iR. 
Denn es ift einleuchtend, daß die Niveanlinie in dem Punkte (x, y), für we 
hen die Function z ein Maximum oder Minimum ift, verfchwinden oder vie. 
mehr fih auf einen ifolirten Punkt reduciren muß. Es wird alfo erfordert 
(wie wir fpäter bei der Betradhtung der fingulären Punkte ebener Curven 
näher zeigen werden), daß man aus der Gleichung: 

'=-- (4) 
feinen reellen Werth von y’ ableiten fann, obgleich die Weribe von p, q We 
ber imaginär, noch unendlich find, weil fonft die Function = aufhörte, reell 
zu fein, ober wenigftens eine Stetigkeitsunterbrechung der zweiten Orbnun 
erführe., Der vorhergehende Werth von y’ muß folglich unter der unbeftimm- 


ten Form * erſcheinen, und man bat folglich für das Maximum, wie für bei 
Minimum: 
p=0,q4=0. 


Der wahre Werth von y’ wird folglich nach dem weiter oben Gef 
($. 142) durch die Gleichung : ee 
r + sy! 


+ ty’ 
welche von der Gleichung CM) nicht verfchieden ift, gegeben, und damit maı 
endlich aus dieſer Gleichung Feine reellen Werthe für y’ ableiten Tann, mul 
die Ungleichheit (g) erfüllt werben. 

Wenn man dagegen die Ungleichheit: 


2 — rt > 0 


'=— 
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r fo ergeben fih aus ber Sleihung (NM) zwei reelle Werthe von y’, und 
der Punkt (x, y) iſt der Durchfchnittspunft zweier Zweige nun, n’ınn‘ (Fig. 40) 
einer Niveaulinie, welche die Ebene der xv um den Punft m herum in vier 
Regionen theilt, wovon in zwei berfelben der Werth von z von dem Punkte 
m aus zummmt, während er in ben beiden andern von vemfelben Punkie aus 
abnimmt. 

6. 145. Die Bedingungen (eo) und (g) find die des abſoluten Mari- 
mums und Minimums. Wenn man zwifchen y und x die Relation y — yx 
annımmt und in diefer VBorausfegung den Werth von x beftimmt, welcher die 
Function = zu einem relativen Marimum oder Minimum macht, fo ift die- 
fer Werth die Abſciſſe des Punktes, wo die Linie y = gx von einer Niveau. 
Hinie berührt wird. 

Im Alfgemeinen verfteht man unter relativen Marimis und Mini- 
mis diejenigen, welde ftattfinden, nachdem man zwifchen den unabhängigen 
Beränderlichen willführliche Beziehungen angenommen hat, woburd die Anzapl 
derfelben vermindert wird. 

$. 146. Gewöhnlich find die Evefficienten r, s, t ter Gleihung (f) nur 
von den Beränverlichen x, y und nicht von y’ abhängig; aber wenn es ge— 


ſchieht, daß dieſe Eoefficienten zufällig unter der Form 7 erfheinen, fo 
kann es auch gefchehen, daß fich ihre nach den im Anfange viefes Kapitels an- 
gegebenen Berfahrungsarten gefundenen wahren Werthe mit y’ änvern, und da 
alödann die Gleichung (M in Beziehung auf y’ nicht mehr vom zweiten Grabe 
it, fo werben die vorhergehenden Schlüffe unzuläflig. Es fei z. B.: 
2—y Yx * 52, 
fo geſchieht nach F. 140 den Gleichungen (Ce) durch das Werthſyſtem x = 0, 
y= 0 Genüge, und die Gleichung (M verwandelt fih in folgende: | 
y’+2y)?7+y=0. 

Da diefe Gleichung die reelle Wurzel y! — 0 hat, fo entfpricht das 
Eyftem der eben angeführten Werthe feinem Maximum oder Minimum der 
Function = und in allen folchen Fällen bat man die Ungleichheit (g) nicht 
mehr zu betrachten. 

F. 147. Wenn die Werthe von x, y, welche ven Gleichungen (Ce) genü- 
gen, auch den Gleichungen: 

r_0,s=0,t=0, (e,) 
Genäge leiften, fo kann die Gleichung CM) nicht mehr den Werth von y’ ge⸗ 
ben, welcher ſich alsdaun aus der Formel: 
u + 2uwy’ + wy’? 
a4 2uy/ + vy”? 





' y=-— 


oder: 
u- 3uy/ + 3wvy? + vw? = 0 (f,) 

ergibt. Da diefe Gleihung von einem ungeraden Grave in Beziehung auf y' 
ift, fo lange die partiellen Ableitungen der dritten Orbnung u, v, w, w nicht 
von y’ abhängen; fo Hat fie nothwendig eine reelle Wurzel, und folglich Fün- 
nen bie e x, y, welche Wurzeln der Gleichungen (e) und (e,) find, 
die Function = nicht zu einem Maximum, oder Minimum machen, wofern 
nicht einzeln: 

uı=(0,u=0,w=0,'=0, (e,) 

11* 
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iR, d. 5. wofern nicht alle Glieder des Totafbifferenziales ber dritten Orbnung: 


dx3 ' 
wie die der Totaldifferenziale der erften und zweiten Ordnung einzeln ver- 
ſchwinden. 
Außerdem iſt erforderlich, daß das Polynom des vierten Grades in Bezie⸗ 
bung auf 5: 


dx? 


wenn es gleich Null gefegt wird, nur imaginäre Werthe für y’/ gibt, und wenn 
diefe neue Bedingung erfüllt wird, fo findet ein Marimum, oder Minimum 
ftatt, je nachdem das Polynom für alle Werthe von y’ beftändig negativ over 
beftändig pofitiv bleibt. 

Wenn man diefe Analyfe weiter fortiegt, fo erhält man als allgemeine 
Regel für die Eriftenz des Maximums oder Minimums folgende: 

1) Es muß das erfle Totalbifferenzialverhältnig oder die erfte Totalablei- 
tung, deren Glieder nicht fämmtlich einzeln verfchwinden, von einer geraden 
Drdnung fein, und 

2) muß diefe Totalableitung daſſelbe Zeichen behalten (nämlich das ne- 
gative in dem Kalle des Maximums und das pofitive in dem Falle des 
Minimums), von welcher Befchaffenheit das zwifchen den unenvlich Fleinen 
Beränderungen der unabhängigen Veränverlichen willführlih angenommene Ber- 
haltniß auch ſein mag. 

ieſes iſt in der That die Regel, welche vie Schriftſteller ohne alle Ein- 
fohränfung für die Beitimmung der Marima und Minima zu geben pflegen; 
aber wobei eine fehr wichtige Befchränfung nothwendig if. Denn wenn 3.9. 
einige der partiellen Ableitungen u, w, w, v unter den unbeflimmten Formen 


y' = erfchienen und ihre wahren Werthe fih mit y’ ändern fünnten, fo 


Tonnte vie Gleichung (f,) Feine algebraifche oder in Beziehung auf y’/ von fei- 
nem ungeraden Grade mehr fein und nur imaginäre Wurzeln haben, fo 
ein Darimum oder Minimum flattfinden könnte, ohne daß die Gleichungen (e,) 
erfüllt würden. 

$. 148. Wenn die Function z eine Stetigfeitsunterbrehung der zweiten 
Ordnung erfährt und die Ableitungen p, q beide unendlich werden, fo wirb 
der Werth von y’ durch die Gleichung (49 wieder unter einer unbeftimmten 
Form gegeben, und man muß für jeden Fall eine fpeeielle Unterfuhung an- 
ftellen, um zu erfahren, ob viefer Umfland einem Marimum oder Minimum 
Yon z entipricht, ober nicht. 

Es fei z. B.: 


: —_ x? 2 
fo iſt: N + 7° 


2x 2y 


P= ——ı 9= ——— 
3(x2+y2)} 30224 72) 
und bie Werte x = 0, y = 0, welde z verſchwinden machen, machen p 
und q unendlich. Denn wenn man y — ax fett, fo erhält man die Werthe: 
2 1 2 a 


P= — 


3 Ethan Titan!’ 


165 


elche für x — O unenvlih werben. Aber an diefer Grenze verwandelt ſich 
s Berhältnig « in y', und die Gleichung (d‘) gibt: 


1 ’ 
= = fr in. 

Die Jmaginarität dieſer Werthe von y‘ zeigt, daß es Feine durch den 
Hangspunkt der Eoordinaten gehende Niveaulinie gibt, und daß folglich Die- 
tPunkt einem Marimum oder Minimum von z entfpricht, Uebrigens erhellet 
8 der Form der Function, daß fie nur ein Minimum geftatten kann. 

F. 149. Bir wollen nun die Function: 

m drei Beränderlichen betrachten und der Kürze wegen folgende Bezeichnun- 
n anwenden: 





du _ u __ da 
a“ ww, hıy = Bi 
d’u d?u d?u 
u „m dy: u er ei 
d?a d?u d?u 


FPF Fakes). a Pr Fred; Bar vr Fr 


tenn man fich zwilchen x und jeder der beiden andern Veraͤnderlichen y und 
eine willtüßrlihe Relation aufgeftellt denkt, fo wird u eine Function ber 
tzigen Veraͤnderlichen x, und die gemeinfähaftliche Bebingungsgleihung für 
s Maximum und Minimum ift: 
da 
I =p +tpyY+tp=0. 
oM alfo ein abſolutes Marimum oder Minimum ($. 145) flattfinden, oder 
N die vorhergehende Gleichung unabhängig von den willführlihen Verhält- 
fen y’, =‘ erfüllt werden, fo muß einzeln: 
p, =0, , =0, 9; = 0 (E) 
in, wodurch fich der allgemeine Ausdruck von 
d?u 
dx? 
f das Polynom: 
try”? +7,22 + 26,2y° 4 8,32 + 9,,Y7'2‘) 
ducirt. Außerdem iſt erforverlih, daß dieſes Polynom daſſelbe Zeichen be- 
lt, ohne zu verfhwinden, was für relle Werthe man y’, 2 auch beilegen 
ag, und “ folglich die Gleichung mit y’, z', welche gebilvet wird, wenn 
an dieſes Polynom gleich Null fest, niemals für die eine diefer Veränderli- 
en einen reellen Werth gibt, was für einen reellen Werth man der andern 
‚eränderlichen auch beilegen mag. 

Wenn man diefe Gleichung in Beziehung auf y’ auflöft, fo findet man, 
ıB y' beftändig imaginär bleibt, wenn für jeden Werth von =! die Bedingung: 
(2 + 2,2? — r,Crz2? + 29,2 +7) <0, 

der: . 
rt) ar + 2 ran — rn, <O 
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erfällt wird, welche letzte Bedingung ihrerſeits erfüllt wird, wenn zunaͤchſt: 
8,2? —_rr, < 0, 3° —_rr, < 0, (G) 
und dann: 


(929,3 — 7391,39? — Gr)? —rır,)< 0. (6,) 
if. Die Ungleichheiten (G) erfordern, daß die drei partiellen Ableitungen r,, 
r,, T, daſſelbe Zeichen Haben, und wenn bie eine biefer Ungleichheiten ftatt- 
findet ‚ fo ift die andere eine Folge aus ver Ungleihheit (G,), fo daß biefe 
legte Ungleichheit in Verbindung mit der einen ber Ungleichheiten (G) und 
mit den Sleihungen (E) das Syſtem der Bedingungen für tie Eriftenz bes 
Marimums oder Minimums bildet. Aus der Symmetrie folgt ferner, daß in 
diefem Syſteme aud: 
8,3° — Fre <OQ 

fein muß, und es findet ein Marimum ftatt, wenn bie drei Ableitungen r,, 
T,, FT, Negativ find, und ein Minimum dagegen, wenn fie alle drei poſitiv find. 

Wenn die MWerthe von x, y, 2, welde den Gleichungen (E) genügen, 

auch den folgenden: | 

r, 0, rn, =0, r, =0; 1. =0, 53 =0,83=0, (E,) 
enügten, fo wäre zu ber Eriftenz des Marimums oder Minimums erforder: 
li , daß viefelben Werthe alle partiellen Ableitungen der dritten Drb- 
nung verfchwinden machten, und daß die Totalableitung ver vierten Orb 
nung beftändig daſſelbe Zeichen behielte (nämlich das negative Zeichen in 
dem Falle des Marimums und das pofitive in dem Falle des Minimums) 
unabhängig von den willführlichen Verhältniſſen y', z/; u. ſ. f. 

Diele Regel würde jedoch unbrauchbar werden, wenn die nicht verfehwin- 
denden partiellen Ableitungen unter einer unbeftimmten Form erfchienen und 
FSunctionen ber — y', z’ würden, wie wir an ben Beiſpielen von 
FTunctionen zweier Beränderlicher gefehen haben, 

Die vorhergehende Regel würde ferner unbrauchbar und man müßte für 
jeden Fall eine ſpecielle Unterfuchung anftellen, wenn die partiellen Ableitungen 
der erften Ordnung over der höhern Ordnungen unendlich würden. 

$. 150. Als Anwendung diefer Theorie wollen wir unter allen ifoperi- 
en Dreieden das zu beftimmen ſuchen, deffen Flächeninhalt ein Maxi⸗ 
mum ift. 

Wenn man den Umfang des Dreieckes mit 2c, zwei Seiten deffelben mit 
x, y und feinen Slächeninhalt mit z bezeichnet, fo hat man vie befannte Formel: 


2 = Y ces) (ey) K+r-09, 
und die Gleichungen des Marimums find: 
_ ___e(e—y)(2c—2x—y) 
pP = ——u |, 
2/ cC—)Cce-N)a+r—) 
— e(e—- x) (2e — 2y -x) 
2 e(e—-Ile—y) &+7—e) 
oder wenn man bie Auflöfungen x= To, y= + hinweglaͤßt: 
(c—y)(2c—2x—y) =0, (c—X)(2c— y—x) 3 0. 
Diefe beiden Testen Gleichungen zerfallen in bie vier Syfteme: 


xac,hy=c 


=(, 
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y=4., kc—ıy—ı=0; yz4,x=(; 
x= ca 2e — 2%ı—y=0; ober x=c,y=0; 
2c— 2ı —=(, 2—2ı—y=0; x=y= ze 


| _, Das legte Syſtem ift das einzige, welches der Aufgabe im geometrifchen 
* genügt und die übrigen entſprechen dem Falle, wo das Dreieck unmög⸗ 
Es iſt: 
1 —— 
em Afs leo, 
| [le x) +y-— c)]? 
| =_1r._ 12h 
| Ne · tr} 
1 — 2) c—x 
t — — TV c „NIE, 
[ce -J&+y— 9) | 
Die durch bie Ungleichheit (g) ausgedrückte Bedingung verwandelt fih alfo nach 
verrichteter Reduction in: 
«+y— )?>0 
mb wird für alle reellen Werthe von x, y erfüllt. Uebrigens iſt Far, daß 
r und t negativ find, und folglich entipricht das Syſtem x=y=3c einem 
Marimum der Function z. Hieraus folgt, daß das Dreied, welches der 
Aufgabe genügt, ein gleichfeitiges ift, wie auch in ven Elementen ver Geo⸗ 
metrie bewiefen wird. 
$. 151. Wir wollen noch das Syſtem ver Werthe von x, y fuchen, für 
welches die Function: 
_— 2 +bx-+ cy 
vi+rx+y? 
en Marimum wird, fo haben wir bie Gleichungen: 
—_bzartylyoe) _ 5 
d+x2+472)? 
—_ us txlxcb) _g 
d+2:472)? 


P 


oder einfacher: 
b—ax+y(by—ex)=0, c—ay+x(ex—by)=0. (b) 
Diefen Gleichungen wird genügt, wenn man 
b — ax — O, e—ay=0, folglih by — cx =0 (i) 
ſetzt, und der Werth des geſuchten Maximums iſt: 
z — „ a?+b2?-+c?. 
Das Syflem (Ci) enthält überdies alle reellen Auflöfungen des Syftemes Ch); 
tenn wenn man y auf die gewöhnliche Weile zwifchen den Gleichungen Ch) 
eliminirt, fo erhält man für die refultivende Gleichung mit x: 


(b — ax)[(b? + e2) x2ꝛ +2abx a? + c?]=0; 
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und nachdem man ven Factor b — ax in Rechnung gebracht hat, gibt der au 

dere Factor für x nur die imaginären Werthe: 
ab + V —c?!(a2 +b2-+-c?2) 

— — b2 + c2 " 


Es if: 


r— _ etrnidtr tr) ts —ar try] 
A424 72} 


_ _ Ay—_ Ute +) yet sar—ed] 


(i+x24y2)3 
 - Er IAFFFY)rIyl—ayt+zlex—tby)] 
(+22472% 
Für die Werthe von x, y, welche den Gleichungen (i) genügen, reduciren 
ſich diefe Ausprüde auf: 
a?(a?2-1-c2) — a?bc — a?(a? +b2) 
— je 777777777 — — 3— 
(a? +b?+c2)3 (a2 + b2 + c2)% (a? + b2 + c2)? 
und da ſich die Ungleichheit (g) auf: 
a6 
J5—— 
reducirt, fo wird fie nothwendig erfüllt. Ferner kann kein Minimum ftattfin- 
den, weil die Werthe von r, t nothwendig negativ find, 


Aus diefer Rechnung folgt, daß die Werthe ver veränberlihen Größen 
y’, x’, welche die Function: 


r_ — 


__ X+ Yy + Zi 
viry?tz 
zu einem Marimum machen, für u den Werth y X? + Y2 + Z2 geben, 
wie bereit im $. 129 bemerkt worden, und durch die Gleichungen: 
Y—Xy=0, 2 —Xı=( 


beftimmt werben. 
Zur Rechtfertigung des in dem angeführten $. Geſagten bliebe nun noch 
zu zeigen übrig, daß bie Gleichungen: 
v_x lo, 2x0 
dx dx 
Linien angehören, welche die durch die Differenzialgleichung: 
Xdx + Ydy + Zdiz = 0 
haracterifirten Flächen in normaler Richtung treffen; allein biefes ergibt fich 
aus der Theorie der krummen Flächen, wovon in dem folgenden Buche bie 
Rede fein wird. 


IV. Marima und Minima der unentiwidelten $unctionen. 


$. 152, Zur Beflimmung der Maxima und Minima der Veränderlichen 
y, welde durch die Gleichung: 
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fx, )=0 (k) 
implicite als Function von x gegeben wird, feße man: 
Mf df 
I ___. — 
— dx dy —_ (k‘) 


und leite aus den Gleichungen (k) und (k‘) die Werthſyſteme von x und y 
ab, welche die Function y zu einem Marimum oder Minimum machen konnen. 


Diefe Werthe fubftituire man in vie Gleichung: 





af _ 
de 
welche fich wegen y! = 0 af: 
a2f df 
ty” “ 


reducirt, um ſich zu überzeugen, daß biefelben Werthe y! nicht verſchwinden 
machen und um zu gleicher Zeit, wenn es nöthig iſt nach dem Zeichen 
von 5“ das Marimum von dem Minimum zu unterjcheiven. 
Es fei z. 2. die Gleichung: 
x? — 3axsy+y’=0 (a) 
gegeben, welche die unter dem Namen des Descartes’fhen Foliums be- 
kannte Curve (Fig. 44) ausdrückt, fo ergibt ſich daraus: 


_ay— x? 
"= 2 —_ ar’ (a‘) 
und die gemeinfchaftliche Gleichung für das Marimum over Minimum ft: 
ay — x2 =(, (8) 


Dur die Elimination von y zwilchen den Gleichungen (a) und (PB) er- 
gibt fich die Gleichung: 
x6 — 2a?’ =(, 
deren Wurzeln, welche wir hier allein betrachten wollen, folgende find: 
x 0, x=af 2, 
welchen die reellen Werthe von y entfprechen: 
yz0, y=a V 4. 
Die Gleichung (k!) verwandelt fih in: 
(1? —ar)y)" + 220, 
und wenn man in biefelbe die Werte x = a X 2, y— ax ſubſti- 
tuirt, fo gibt fie = —Z, und folglich entfpricht diefes Syſtem einem 
DMarimum, wenn a pofitio ift, ober einem Minimum, wenn dieſer Evefficient 


negativ iſt. 
Für das Syſtem x = 0, y = 0 erfiheint der Werth von y’ vermöge der 


Gleichung (a!) unter der unbeftimmten Form 7 aber die Ableitung dieſer 
Gleichung oder die zweite Ableitung der gegebenen Gleichung ift: 

gr —ar)y' + 2yy? — 2ay +2, 
während bie britte Ableitung folgende if : 
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(7? — GI — 3a) y" + 27° +20. 
Wenn man in biefen beiden Gleichungen x — 0, y= 0 feht, fo reduciren 


fe f$ uf) =0, "= zZ und folglich entfpricht viefes Syftem von 


Werthen einem Minimum von y. 
Wenn wir nun bemerken, He die gegebene Gleichung in Beziehung auf 
die Beränderlihen x, y ſymmetriſch ift, fo folgt daraus, dag das Syftem 
dy 


x=0,y=0 einen ver aus biefer Gleichung abgeleiteten WBertpe von —— 


verſchwinden macht, daß es auch einen ver Werthe von * verſchwinden und folg⸗ 


lich einen Werth von ni oder y’ unenvlich machen muß. Die beiden Eoor- 
x 


binatenaren berühren alfo die durch die gegebene Gleichung ausgebrüdte Curve 
im Anfangspunfte. 
$. 153. Wenn es darauf anfommt, die Werthe von x und y zu beflim- 
men, welche eine implicite durch die Gleichung: 
f(x, y, z) = 0 (1) 
gegebene Function = biefer beiden Veränberlichen zu einem Maximum ober 
nimum macht, fo feßt man p=0, qg= 0 ter: 
aft | Ge | Sur | GE m) 
aa rt mn ( 
wodurch fich die Gleichungen, aus welchen die Werthe der partiellen Ableitun- 
gen r, 5, t ($. 133) abgeleitet werden müffen, auf folgende reduciren: 
df d?f df d2f df d2f 
tat taten 
Hierauf muß man fi überzeugen, ob bie aus ven Gleichungen (1) und (m) 
abgeleiteten und in die Ausdrucke von r, s, t fubftituirten Werthe von x, y, z 
der Ungleichheit (g) genügen. In Beziehung auf die Ausnahmefälle, welde 
vorkommen fünnen, wollen wir nicht weiter ins Einzelne gehen, weil fie fid 
nad dem bisher Gefagten one Schwierigleit behandeln laſſen. 
$. 154. Es fer: 


u f(x, y, 2, 2.0...) 
* Function von n veraͤnderlichen Größen, welche durch m Bedingungsglei⸗ 
ungen 
f. (x, y, æ, ...) — O, 8, y, 2,...) O, u folk re) =0 (N) 
mit einander verbunden find, fo dag mn — m Veraͤnderliche unabhängig bleiben. 
Wenn man die Function u zu einem Marimum oder Minimum machen will, 
fo muß man da = 0 ober 


df df df 
—d —d —d 2ö 
a rs trzet 0 (n‘) 


ſetzen. 
Die Gleichungen (u) führen auf die folgenden: 
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df, 
ix x + — dy + — da + ... 0,) 
a ne 
| dx + — dy + — \ z+ ..... = 0, 
(a) 
* ‚+ dz + or — — 0. 





Nachdem man in ben Steigungen (aa und (n‘‘) eine Anzahl m ber 
ferenziale dx, dy, ds, .... eliminirt hat, fegt man bie Multiplicatoren der 
- m willfüprlich bleibenden Differenziale einzeln gleih Null, ſo geben 
en — m Öleihungen in Verbindungen mit den Gleichungen (n) die Werth 
ME VON X, y, 2, ....., welche die Function u zu einem Marimum oder 
nimum machen können. Hierauf muß man fi überzeugen, ob bie Junction 

durch die Subſtitution biefer Werthe in dem einen Falle negativ und in 

andern pofitio wird, von welcher Beichaffenheit die Verhaͤltniſſe der will- 
lich gebliebenen Differenziale auch fein mögen, was zu complicirten Rech⸗ 
zen führen kann. 

Was die Elimination zwifchen den Gleichungen (n‘) und (n‘) anlangt, 
läßt fie ſich durch vie Methode der unbeflimmten a ef wovon 
ı häufig in ber Analyfis Gebrauch maht, am eleganteften — 
est man hätte bie erfien Theile der Öleichungen (n’) durch die Factoren 

«An multiplieiet, man abbirte fie dann zu dem erften Theile der Stel. 
g 8* und ſetzte endlich die Multiplicatoren der Differenziale in der reſul⸗ 
wen Gleichung gleich Null, fo u man n Gleichungen: 





de — ſ. 2000 4 Am — = 0, 
dx dx 
z + A, — + A, Es + 0... .+ Am "dr =(, 
J dy 
etc. etec., 


hen welchen man die m unbeſtimmten Kartoren A, , har oc Am elimini- 
fonnte, fo daß man die n — m Enpgleichungen erhielte. 


$. 155. Wir wollen 3. DB. annehmen, daß man das Minimum ber 
etion: 


ur 4 y2? £z22 4 .„. 
e, indem die VBeränderlihen x, y, 2, ..... durch die Bedingungsgleichung: 
ax + by + ca . == k 


einander verbunden find, worin a, b, c u. k conflante Zahlen be 
nen. Wenn man auf die eben angegebene Weife verfährt, ſo erhält man: 


staA,=0,y+bA, =(0,2+ cl, =0, etc. 
3 Hinausläuft auf: 


__-_1_- -. ee, (eo) 


— — 


a b c 


aus ſich nach den befannten Eigenfchaften der Proportionen ergibt: 
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2 Vi tr titke 3 
a — bp co Ta rb2 te? + etc. — 22 +b2+c2+ etc." 
_lL_ 2a -Etrtitee 2 
ax — by ca "Tax+by+eztetc. x’ 

und folglich: _ 
u_.n Yu — k? 








k TOT Farbton  etbltärten 
Um ſich zu überzeugen, daß dieſer Werth von u wirflih ein Minimum 
ift, braucht man nur die identiſche Gleichung: 
(a? +b2 4-c2 +etc.) (x? +y? +22? +etc.) = (ax +by+cz + etec.)? 
-+ (bx — ay)? + (cx — ar)? + eic., 
anzufeten, welche in viefem Falle wirb: 
_— k? + (bx— ay)?2 + (cx— az)? + etc. 
— a? 4 b? + c2 + etc. ' 
woraus man fieht, daß bie Ungleichheit: 
ka 
"> a2 4 b2 + c?2 etc. 
in der That für alle Werthe der Beränverlichen erfüllt wird, welche den Glei⸗ 
tungen (o) nicht genügen. 
Wenn man nur drei Veränberlihe x, y, z hat, welche rechtwinklige Eo- 
orbinaten bezeichnen, fo drückt ver Fleinfte Werth von Y u den Abfland des An 
fangspunftes von der Ebene: 


ax + by+ cz —k 
aus, 


Yiertes Kapitel, 


Ausdehnung der Tahy lor'ſchen und Maclaurin’fchen Formel auf 
entwickelte Functionen von mehreren unabhängigen Beränderlichen. — 
Lagrange’s Formel zur Entwicelung der uneutwickelten 
Functionen. 





1. Ausdehnung der Taylor’fhen und Maclaurin’fchen Formel auf entwidelte 
Functionen von mehreren unabhängigen Beränderlichen. 
$. 156. Wir brauchen nur die Function: 
= f(x, y) 
von zwei unabhängigen Veränverlichen zu betrachten, weil fih vie für dieſen 
Fall —32 — Formeln leicht auf eine beliebige Anzahl veränderlicher Größen 
en laſſen. 
Um die Function: 


f(x + b,y+ k) 
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ich den fleigenden Potenzen der Incremente hund k zu entwideln, feße man: 
h=ahl,k= akı, 
iſt: 
FEVTh, J 46) EGVP ah“, y 4— ak) = fa, 
id wenn man bie Function fa wie eine Function von einer einzigen Veraͤn⸗ 
lichen dur die Maclaurin’fhe Reihe entwidelt, fo erhält man; 


fo) + No+ Met tee N 


Aber nah der Negel für die Differenzirung der mittelbaren Functionen 
man: 


‘ 4 ‘ y 4 | 
fa d are ytak),,d. re yrak),, 








ver fürzer: 
df df 
= —h+ — k 
. ja dx + dy 


id eben fo bat man 


EN? Hr in 
fa= dx? hr r2 dxdy + dy2 ' 
d3f d’f dsf d3f 
Ua = —_—h3 —__ hiik — _ hikr 2 __Xk0B 
a dx? h 43 55* k 4355* “rt dy3 ' 


etc. 

ıdererfeits iſt: 
Sl) = fa, y) = 2, 

d aus den vorhergehenden Gleichungen ergibt fi: 

/'() = ph’ + dk 

f!'(o) = rh!?2 + 2shk’ + tk!2 

f''"'(o) = uh!! + 3uh’?k! — Iwh/k!? + vk’3, 

etc. 
Wenn man diefe Werthe in die Formel (/) fubftituirt und darın für h’, 

ihre Werthe in h, k febt, fo verfchwindet die Hülfsgröße =, und man 
yält: 


k 
<+b, „+k)=2 + D +17 






-h2 hk k? 
— — — ti — 
+ t'T7' 7'773 
h3 h k h ok ks 
Fragt" 1+2 Ttr"7T° 1+2 *7553 


+ etc. (F\ 


In viefem Auspende Tann man flatt der Buchſtaben p, q, r, 
ifferenzialcvefficienten ſetzen, welche fie ausbrüden, und wenn mar 
r Kürze wegen bie bereits in $. 43 und $. 124 angewandte {v:P. 
ichnung gebraucht, fo erhält man die Formel: 


nr 
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h k \d2 h k\?2 d? 
rettete) 
h k\3 d’z i 
rate Du 


woraus das Gefeh des Fortfchrittes für eine beliebige Anzahl von Beränt 
lichen erbellet. ) 

Die ſo erweiterte — Reihe wird unbrauchbar, wenn bie Fu 
tion’ z und ihre partiellen Ableitungen p, q, r, etc., oder einige berfelben, 
befondere Werthe der VBeränderlihen x, y, unenvlich werben, wie bereits 
der Entwicelung der Functionen von einer einzigen veränderliden Größe 

eigt ift ($. 106). Sie wird ferner unbrauchbar, wenn die Function z, o 
* partiellen Ableitungen unbeſtimmte Werthe annehmen und ſich die Un 
ſtimmtheit nur durch die Annahme einer willkührlichen Relation zwiſchen 
Veränderlichen x, y und folglich zwiſchen den Incerementen h und k beſeiti 
läßt, wie dieſes im vorhergehenden Kapitel näher gezeigt if. 

$. 157. Es fei vr; der Werth des Neftes, welcher die Reihe (f) erg 
zen muß, wenn man fie bei dem Gliede mit ver Potenz ai fließt, fo 
man nad) $. 109: 

aitı (1-60, ) aitı 
= — fit — \ 1/7 —_ ,. tn 
7 123... (i+1) m) 


wo 0, ©, unbelannte, zwifchen O und 1 liegende Zahlen bezeichnen. W 
man alfo bie Reihe (®) mit dem Gliede: g 


e) Es ſei: f(x, y) = xeys, fo if: 


af d 
—— = mxu—lyn, F = pınya-l, 
de def 
FIT Bu m(m—1)x=—2yn, Axdy — mnım—Ayı-l , 
«d2f 
day — n(o—I)xmya-2, 
a3f 
I = m(m-- {)(m—2) x» —3y», 
af 
dxsdy = mo(m—I)xm—-2yr—l, 
d*f 
dıdy® = mp(n—|I)xr—1 y>—2, 
d’f 


na 1- Zune, 
und folglich: 
(x+b,y+k)=(+b)ey+ bh = 


xayı + mın yah + pen äyah + etc. 


+ .nxaya-ık + — xm—1 yn-Ihk + etc. 


“ n(n—1) 
N 7.7 y k? 4 etc. 
N + ete. 
3. d. Ueber 


1% 


h k\ d'z 

at 7) 1+2.3....i 
ſchließt, fo wirb der Reſt R;, welcher diefe Reihe ergänzen m mbol⸗ 
ansgebrückt durch: nß, ſymbotiſqh 


(* kt ditif(x+ Oh, y+-0k) 
"(dx + y) 1.23... (i+1) 
der auch durch: , , 
_ fh kit dittf(x+A,h,y+9,k 
Be) rn 
Die in diefen Formeln vorkommenden Zahlen @, 9, find unbekannt und 
Tonnen nicht zur Berechnung der Werthe von R;, fondern bios zur Beftim- 


von Grenzen dienen, zwiſchen welchen viefe Werthe liegen müffen. 
Da der Werth von r; durch das befiimmte Integral: 


1 
2 


. a [} ® 

i — T 5 3 7 ; I fit (« — 8) . Bid 6 

ansgedrüdt wird, fo bat man für den Werth von R; auch die beiden andern 
ſymboliſchen Ausprüde: 


1 h/h kt k, 
B= 23m I (-- + 35) HERR, yrk—)Bidß, 
0 


1 ı/h kıitt h 
R= — — —_ 2) atıf<t+h—. _81.Biaß, 
' 1+2+3 0000 ickiti I (- + —5) — d (x+ . —* ytk ß) 6 dß 
0 


Um von biefen letzten Formeln eine Anwendung und zugleich den Beweis 
derſelben zu geben, wollen wir i = 1 feten, fo daß man hat: 
aa) + N Hrn = [ID Baß 

Es fer: 

2f(x, f 

u? = f(x, y) nn =f',(x, y) nn = f(x, y)ı 
folglich : 
f" (a) = hilf + (a—B)ht, y+(a—B)k 
+ 2h’k'f[x+(a—B)h!, y+(a—P)kI+kf,[x+(a—P)k', „+(a—P)k’] 
— br2fux + b—hbiß, y+k— KB) + 2 hikif/ (x + b—hid, y+k—k'ß) 
+ktf,(x+h— bp, s + k— kB); 


fo hat man: 
R, = h% "u —h—hiß y+k—k/ß) · Bdß 
J i 
+ 2h’k ’(x+b—hß, y+k— kB) + Buß 
0 


+ in YA (,C@th—hiB, y+k— kB) » Buß. 
0 
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In dem erflen Gliede des Werthes von R, Tann man £ für die Ber- 


änderlihe 4 fegen, wenn man ch! = h flatt @ für die obere Grenze des 
Integrales nimmt, umd alsdann verwandelt fich dieſes erfte Glied in: 


VALI 2027 ,0.7274 Pr HR) > Ai 
0 0 


fo daß in feinem Ausdrucke die Hülfsgrößen &, h’, k! nicht mehr vorkommen. 
Man könnte demſelben Gliede, wenn man Ir für die Veränderlihe 4 feht, „ 
auch die Form: 
b2 pP h 
—/ "@rh— Br s+kR) + Baß | 
0 1 
eben, und wenn man bie beiven andern Glieder des Werthes von R; berfel- « 
ben Transformation unterwirft; jo erhält man für R, die beiven Ausbrüde: 
. | 
—E —D — + ZUKE CB, + — A) 
0 { 


+ Ruth, y+k— 9) · Bab, 
—E YA —J — (+28, J+k-M) 


+ kat, 8, y+k—B)8 > Baß. 


Durd eine ähnliche Rechnung erhielte man die allgemeinen Werthe nd 
R;, deren fombolifcher Ausdruck weiter oben angegeben iſt. 

$. 158. Wir wollen mit 20, Por Io Fo, etc. die Werthe bezeichnen, « 
welche die Functionen z, p, q, r, etc. annehmen, wenn man x—=0, „= 
fett, jo gibt die Gleichung (F): 


=, +Rr +0 


t 
4 


x? x y y? 
— — — — iL — 
tn 73 t% 77 TA— 
xꝰ x? y x y2 y3 
— — . — — — — t 
test Tg Item Tttg tete 


und auf biefe Weife ıft die Maclaurin’fhe Formel auf die Entwidelung ber, X 
Functionen von zwei Beränverlichen erfiredt. Dean kann auch fchreiben: x 


an=znt (= + FrZ ars + ( Fr 4 — ) = 
3z . 
+ ( = + ETF 5 3 + etc. 


Statt die Functionen mit mehreren Veränverlichen duch bie Maclaunril 

Ihe Formel nach den Potenzen jeder unabhängigen Veränderlichen zu entwideiz 
was auf fehr compljcirte Entwicelungen führt, entwidelt man gewöhnlich viefe \ 
® 












Functionen nur nach den Potenzen einer der Veränderlichen; aber alsdann fs‘ 
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Esefficienten der Glieder der Reihe nicht mehr Conftanten, ſondern Func- 
aller übrigen unabhängigen Veränderlihen. Man kann daher fegen: 


f(x, J, 3, cn) * f(o ıyı &ı ...) + ſ⸗ (0, Yı2 ...) 0 — 


x? x3 
+ flo, J, 2...) 7.2 + flo, y, æ, ....) 12.3 + etc, 


R, ſu, 4, etc. die Ableitungen von f in Beziehung auf die Veränderliche 
ichnen. Die Anwendbarkeit diefer Formel fett voraus, daß die Werthe 
MY, 2, ... die Aunctionen: 
flo, 5, 2, +...), 80, Jr & u) lo, Jr 2, u), etc. 
unendlich machen und außerdem, daß man die Grenzen des Fehlers an- 
fann, welden man begeht, wenn man die Reihe mit einem gewiffen 
ſchließt. Hieraus folgt, dag eine Formel, wie: 
x 
— + ete. 


x x? 
—f gi NZ . gu . 
=f(o,y) + f'(o, y) 1 +"(o, y) 12 + fo, y) 1.2.3 
ne Fläche nur in einem Theile ihrer Ausdehnung darftellen kann, nämlich 


win dem Xheile, worin die Werthe von y die Zunctionen f(o, y), ECo, y), 
le, y), ete. nicht unendlich machen. 





1. Lagrange’s Formel zur Entwidelung der unentwidelten Functionen. 
$. 159. Es ift eine Gleichung von der Form: 
2 x + y% (a) 
‚ und man foll z in eine nach den ſteigenden Potenzen von y fort- 


de Reihe entwideln. Wenn y eine ſehr Fleine Größe bezeichnet, fo 
x der Näaherungswerth von z für y S 0. Kine zweite Annäherung gibt 
Berth: 


ı=x + yi, (a,) 
wlden man für z in die Function f fubflituiren Fönnte, fo daß man einen 
mehr genäherten Werth von z erhielte, welchen man ſeinerſeits in die 
ion f fubilituirte u. f. f. Es iſt der Zwed ver gefuchten Entwidelung, 
dieſer fuccefliven Subftitutionen zu überheben, und von welder Größen- 
g der Eoefficient y auch Sein mag, fo ift doch einleuchtend, daß der 

te Theil der Sleihung (a,) aus den beiden erften Gliedern der gefuchten 
ickelung beſteht. Die Coefficienten der höhern Potenzen von y fände man 
dem Macla urin’fchen Lehrſatze, wenn man bie ſucceſſiven Differenziale 
Gleihung (a) in Beziehung auf die Veränderlihen z, y nähme und dann 
den Werthen der aus den Differenzialgleichungen gezogenen Ableitungen: 

d?z d’z d*z 

— —, ——, et. 

dya '" dys ' yet 
=0, z=x feste. Es verſteht ſich von felbft, daß die auf dieſe Weife erhal- 
me Reihe convergent fein muß, weil fonft das ganze NRefultat der Rechnung 
Iferiich fein würde. Die Bedingungen der Convergenz find von Cauchy 
Igspeben , auf veſſen Abhandlungen wir die fih für folche feine Unterſuchun⸗ 
pm imirreffirenden Lefer wermrüen. 
Das vorhin zur Beftimmung der Coefficienten der fuccefliven Glieder der 
Wahten Entwickelung angevemtete allgemeine Verfahren würde das Bildungs- 
ph diefer Evefficienten gar nicht oder nur fehr fchwerfällig zu erfennen ge- 
Kournot, Theorie der Zunctionen ıc, 12 
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ben, während e6 fih ganz leicht herausftellt, wenn man nah Raplaı 
eine Function der beiden Veraͤnderlichen x, y vermöge der Gleichung 

















trachtet. 
Wenn man unter biefem Befiätapantie vifferenzirt, fo erhält ma 
d d 
—=1+ fin 0 dE * =fs + yfz + —, 
und folglich: 
ds das d!z 422 dz \? 
— — f oo — — + ® . 
tan tt tr ) 
Nun fei dz eine Function von =, fo hat man: 
alu + 5 
d?z da 
dy = I dxdy ra * T5 
und wenn man de ds 
ax’ dxdy 
— 
— pe + Oft pe) 
oder: 
d 
a(v- 2) a(v⸗ fæ⸗ =) 
dy - m 


Wir wollen 2 — fs fehen, fo gibt bie erfle der Gleichungen 
Berbindung mit der vorhergehenven : 
dz 
=) 


FR ei 5 a [cn . 
ya — 
Wenn man hier 2 = (fs)? o ergibt aus der B 
ver Gfeidhung (e) mit der RO giht ſih aus der Vert 
a⸗ [er] F [m 
_ MI _ 1 dl 


dy — dxdy dx? 


dd d ' 
en 


FE. Lied, &% =) 


—— 














Bern man y am 0 folglig az, S1 fehl, fo reducirt fir 


Ausdruck anf: hr 
(= 
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‚der Machanrin'ſche Lehrſaß gibt folglich: 


= Y og „de ci)? dc)? 
x + 1 x+ 173 x" + 2 —— + ete. (d) 
$. 160. Es fei nun gz eine neue Zunction von =, weldhe nad ben 
nzen von y entwidelt werden foll, fo hat man vermöge der erften der 
ungen (b): 





dz 
dx 


d+yz 
dy 
wenn man @’z + fz = %z fett, fo gibt bie Formel (c): 


da da 
d 4 ‘ f — “ ‘ f 2 Gm 
d?2»gz (4° 5) £ ya.) | 
Kr Tau — — — — 4 





= img: . fi» 





dy? * dx 

man ebenſowohl für ſucceſſive die Functionen: 
Y'z (ſ2)2, p'z + (ſa)), etc. 

en ann, fo ift einleuchtenn, daß man allgemein hat: 


Ä [a9 am - 
dys Fr 
wb für die befonderen Werthe 1=0, = x: 
( dee 98 ) _ derifgx + (fx)"] 
dy* 0 








dx’! 3 


y° d? + ix + (fx)? 
ET 7 —— 1 

Die Formeln (d) und Ce) laſſen fih offenbar auf ımentwidelte Functionen 
m zwei ober mehreren unabhängigen Veraͤnderlichen ausdehnen. 

$. 161. Die Formel (d) kann zur Auflöfung algebraifcher und transcen- 
mter Gleichungen angewandt werben, vorausgeſetzt, daß fie auf eine conver- 
nte Reihe führt. Es fer z. D.: 

z=xı-+ kr" 

ne Sleihung, woraus man den Werth von = als eine nach den Botenzen 
m k fortfchreitende Reihe mit x ableiten will, jo gibt die Formel (d): 


k x” + k? « zmr?’a—1 PR 0 3m(3m — 1)8-2 4 ete. 
1 1+2 1.2.3 


d wenn man 3 — a" fehte, fo ergäbe ſich aus der Formel (e): 


_x+ 














"—=n+ ern * * — ° n(2m-n— 1)x27te-2 
'mmun, 
+ 753° nat i) Gm +0 — Yatetr-3 + ete. 


12” 
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Ausführlicheres über die Anwendungen diefer Formeln auf die Aufl 
ver algebraifchen Gleichungen findet man in Yagrange’s Werfe „über 
Auflöfung der Gleichungen.“ 

Wir wollen noch die transcendente Gleichung: 

z=xıHt esin.z 

betrachten, welche der unter dem Namen des Kepler’fhen Problem: 
der Aftronomie befannten Aufgabe entfpriht, und wo vie Veränderlidhe 1 
Zeit, oder eine Größe bezeichnet, welche der Zeit proportional zunimmt, 
Coefficient e die Ercentriceität der elliptifhen Bahn eines Planeten un! 
Beränterliche z den Winfel, welcher bie excentriihe Anomalie des Pla 
genannt wird; fo haben wir: 

e? d+ sın.?2x e3 d? «sin.! x 


1-2 dx + 1.2.3 dx? 





z = ı + — + sur + 
=x+ esin.x+ sin.2x + 7 (3sin, 3x — sin.x) + etc., 


und da die Creentricität e ein fehr Heiner Bruch iſt, wenigftens für die H 
planeten, fo convergirt die Reihe fehr ſchnell. 

Bei den Anwendungen ber Analyfis auf die Aftronomie und auf bie 
thematifche Phyſik, hat man oft den Brud: 

1 
1-23, +y° 

nach den ſteigenden Potenzen von y zu entwideln, und. diefe Entwick 
nimmt eine fehr elegante Form an, wenn man fich der Lagrange’fchen 9 
bedient. Denn wir wollen 


v1—2y+y =1—yx 





fegen, fo iſt: 
da _ 1. 
dx Vi Nr+y: 
zs—=x+ re) 


und um biefe Ießte Gleiching auf die Form (a) zurüdzuführen, br 
man nur: 








fz —. * (22 - 1) 
zu ſetzen. Andererſeits gibt die Reihe (d) durch Differenzirung: 
dz _ y dfx y2 d2.(fx)? y3 d3.(fx)3 
—-1+-—:» — —— — 
dx * 1 dx + 1+2 dx2 1+2+3 dx? 
und folglich hat man: 
ö— — 1. LE =D, ro, ——— 
ZZ ve "Teer Bear Cr Baer are > Dar oe 


d3 » (x? — 1)? y® dr. (x? —1)" 
142 +3 +23 dx? + 000 4 1°23,..ne2u — _ 
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känftes Rapitel, 
Ueber die Bildung der Differenzialgleichungen mit einer oder 
mehreren unabhängigen VBeränderlichen. 


r 
} 





I. Bon den Differenzialgleichungen zwifchen zwei Veränderlichen. 
"5. 162. Wenn man die Gleichung: 
ix, y)=a, (a) 
wrn a eine Konftante bezeichnet, differenzirt, fo brüdt die Differenzialglei- 
hung der erften Ordnung: 


— —y 7 
dx + dy y 0, (a‘) 
wrans Die Sonflante a verfchwunden ift, eine Relation zwilchen x, y, y’ aus, 
wihe flattfindet, was für einen befonvern Werth man diefer Conftanten in der 
dleichung (a) auch beilegen mag. Wenn man diefe Gleichung (a) als einer 
teide von Curven, welche ſich nur durch die verſchiedenen Werthe des Para- 
ters a von einander unterfcheiden, angehörig betrachtet; fo drückt die Glei— 
jung (a“) eine gemeinfchaftliche Eigenfchaft aller diefer Eurven aus, vermöge 
eiher die Richtung der Tangente beftimmt ift, wenn die Koordinaten x, y 
es Derührungspunftes gegeben find. 
Wenn man 3. 2. die Gleichung: 


22 4 yı=a, 
Ferenzirt, fo erhält man: 


x 4 yY’ =0, beim 


id fo lange der Parameter a unbeftimmt bleibt, gehört die erfte Gleichung 
ı einem Kreife von einem beliebigen Halbmefler, deſſen Mittelpunft im An- 
maspunkte der Coordinaten liegt, und die zweite Gleichung drückt eine allen 
eſen concentrifchen Kreifen gemeinfchaftliche Eigenfchaft aus, nanılid) die, daß 
re Zangente auf der vom Anfangspunfte der, Coordinaten nach dem Beruh- 
maspunfte gezogenen geraden Line ſenkrecht iſt. 

Wenn der Parameter a auf irgend eine Weiſe mit ven Veränderlichen x, 
in der Gleichung: 

F(x, y,a)=0 (b) 
bunden vorkommt, fo kommt derfelbe im Allgemeinen in der Differenzial- 
leichung: 

d F dF 
— — 59 b’ 

dx + dy ! * 
ah noch vor; aber wenn man a zwiſchen den Gleichungen (b) und (b eli- 
wurt, fo gilt von der refultirenden Gleichung: 

f(x, y, „)= (0 (c) 
as eben in Beziehung auf die Gleichung (a“) Geſagte ebenfalls, und ſie 
rückt eine gemeinjame Eigenſchaft affer der Curven aus, weiche durch die 
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Gleichung (b) ausgedrückt werden, wenn man der Conflanten a fnsceflive ch 
Reihe verfchiedener Werthe beilegt. 

Wenn man den Werth von y, welcher einem beliebigen Werthe vom! 
entfpricht, willführlich annimmt, fo ei der Werth der Eonflante a implicite 8 
flimmt, Denn es feien x,, y, diefe beiven zufammengehörigen Werthe von x, 
fo bat man zwiſchen x,, y, und a bie Sleichung : 

Flx,, Jr) =0, 
und wenn ber ſich aus diefer Gleichung ergebende Werth von a in bie 
Hung (b) fubflitwirt wird, fo brüdt dieſe eine beſtimmte, durch den 
(X, 1 Yo) gehende Eurve aus, 

Nachdem man den Werth von a beftimmt bat, kann man aus ber 
hung (b) die Werthe der Function y ableiten, welche zwei verſchiedenen 
then der unabhängigen Beränderlihen x entfprecden, und ber Uinterfchieb di 
Werthe ift die Summe ber unenblih Heinen Zuwächſe, welche vie 
in dem Intervalle erhalten bat, wofern fie in dieſem Intervalle Feine 
brechungen ter Stetigfeit erfahren hat ($. 51). Man fagt daher, daß 
Sleihung (b) das Integral der Gleichung (ec) fei, weil biefe letzte de 
Werth des Zuwachſes dy ausdrückt, welcher für jedes Syſtem der Werthe ve 
x und y einem Zuwachſe dx entipricht, und weil die erſte Gleichung den 
des Integrales oder der Summe diefer unendlih Heinen Zuwäche m 
gegebenen Intervalle ausdrückt oder beflimmt. U 

Da die Gleichungen (b) und (e) inſofern gleichbedentend find, ale? 
derfelben Reihe von Eurven angehören, fo fann man aus dem Vorherg 
fhon fließen: 1) daß die Function y und bie Curve, deren Drbinate fie 
durch die Gleichung Ce) vollftändig beflimmt if, wenn man bie einer 
x, entiprecdende Ordinate y, willführlih annimmt, und 2) daß, wenn 
Differenzialgleihung direct gegeben ift und e6 darauf anlommt, fie zu inte 
riren oder eine Gleichung zwilchen x und y zu finden, welche verielben 
nügt, die Integralgleihung nothwenbig eine willführlihe Conſtante em 
halten muß, wenn fie diefelbe Allgemeinheit haben foll, wie die gegebene Di 
ferenzialgleihung. Wir werden auf diefe wichtigen Eigenfchaften wieder zurüd 
fommen, wenn wir von ber Theorie der integration der Differenzialgleichun 
gen reden werben, und unfer gegenwärtiger Zwed war blos, ſchon hier einig 
allgemeine ee her die Natur der Differenzialgleichungen mitzutheilen. 

$. 163. Es fer: 














Fi&x,y,a,b))=0 (d) 
eine Gleichung zwifchen den Beränderlihen x, v, welche zwei Parameter « 
b enthält. Wenn man diefe Gleichung zweimal hintereinander bifferenzirt, | 
erhält man die Differenzialgleihungen ver erfien und zweiten Orbnung: 


dF d4F ı_ A 
u + y’r> (d‘) 
dıF d’F dir dF 
— - —— y/ — — yl — yi— u 
F — 5 + FEB) + y’ 0, (4) 


welche im Allgemeinen die Parameter a, b gleichfalls enthalten. Mau fan 
a, b zwilchen dem drei Gleichungen (d), (d’), (d) eliminiren und die reful 
tirende Differenzialgleichung : 

sn ")=d, (e) 
welche von der zweiten Ordnung ift, drückt eine gemeinfame Eigenfchaft alle 
Eurven aus, welchen die Gleichung (d) vermöge einer ſchicklichen Beſtimmm 
der Parameter a, b angehören Tann. 


—— G — — — 


| die Conſtanten a, b näher zu beſtimmen, konnte man ſich geben: 
ı Punkt der Curve oder die einer Abfciffe x, entfprechende Ordinate y,, 
die Richtung der Tangente in dieſem Punkte ober den Werth y’, der 
ı y‘ für — 2* Abſciſſe. 

an alsdann hat man die beiden Gleichungen: 


aF dF 
F(x,, Yor%, b)=0, 5) + 7), = 0, 
0 


aF\ _ 4F dF 
>); (5 die Werte von Zu, 7, bezeichnen, wenn man barin 


ı =, Seht, und aus dieſen beiden Gleichungen Tann man die 
von a, b ableiten, um fie in die Gleichung (d) zu fubflituiren. 
att die Eonflanten a, b unmittelbar zwiſchen ven drei Gleichungen 
) (d’') zu eliminiren, faun man b und a fucceflive zwifchen ven beiden 
Bleihungen eliminicen, wodurch man zwei Differenzialgleichungen ver 
Jrbrung : 
(, yıYı )=0, (f,) 
X, yYı Yıb)=0, (f,) 
wovon bie eine blos den Curven angehört, für welche a einen beflinm- 
th Bat, indem b willführlich bleibt, während die andere aus bemfelben 
ben Garoen angehört, für welche b einen beflimmten Werth hat, und 
ihrli t. 


» Lange die Conſtanten a und b unbeflimmt bleiben, hat jede der Glei⸗ 
(f,) und (f,) diefelbe Allgemeinheit, als die Gleichung (d) oder wie 
hung (oe). Man kaun alfo aus der Gleichung (f,) durch Differenzi- 
nen durch x, y, y', a ausgevrüdten Werth ableiten, welcher ver Glei- 
e) Genüge leiftet, was für einen Werth a auch haben mag. Wenn 
lglich zwiſchen der Gleichung (f,) und ihrem Differenziale:: 
FT Fur | PB Mi 
dx + dy ’+ Ay "= 
sflante a eliminixt, fo findet man bie Gleichung (e) und man würde 
falle wieder erhalten, wenn man die Conftante b zwilchen der Glei- 
f,) und ihrem unmittelbaren Differenziale: 
df, dh, | dE, u—_ 
dx + y trag? 0 
te. Wenn man endlich y‘ zwifchen den Gleichungen (f,) und (f,) eli- 
fo erhält man die Gleichung (d). 
3 fei z. B. die Gleichung: 


x — — by 0 (1) 
, fo erhält man durch zwei unmitielbare Differenzirungen: 
2x— a — by =(0, (2) 
2 — by!! = 0, (3) 
un durch Elimination der Conſtanten a, b die Differenzialgleichung der 
: Ordnung: 
x2yli _ 2sy' + 2y=0, (4) 


deun man abwechſelnd bie Eonflanten b, a zwifchen den Gleichungen (1) 
') eliminiet, fo erhält man die beiden Differenzialgleichungen ber erſten 
ng: 
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xt,’ — 2xy — alıy — y)=0, 
x? + hy— by =0, 
deren unmittelbare Differenziale find: 
sy’ + xa,uU _ 2y — 2 — al Fl! N—0, a 
x(2 — by")=0, (8 
und man erhält die Gleichung (4) wieder, wenn man a zwifchen ven & 
ungen (5) und (7), oder b zwifchen den Gleichungen (6) und (8) elimi 
Endlich gibt die Elimination von ) zwifchen ten Gleichungen (5) und (6) 
Gleihung (1) wieder. 
Aus diefer Analyfe muß man jchliegen: 1) daß einer ——— 
der zweiten Ordnung zwiſchen x, y, )“, y“ zwei Gleichungen von verſt 
nen Formen zwiſchen x, y, y’ entfprechen, welche derſelben genügen, d 
zwei erfle Integrale ber Gleichung der zweiten Ordnung; 2) daß U 
Smtegrale, wenn fie dieſelbe Allgemeinheit haben follen, wie die Diff 
gleichung der zweiten Ordnung, welcder fie genügen, jedes eine will 
Sonftante enthalten müflen ; 3) daß die Gleichung zwifchen x, y, welde 
beliebigen dieſer Differenzialgleichungen der erften Ortnung in aller 
chen Allgemeinheit und folglich auch der Differenzialgleihung der zweiten D 
nung, wovon fie das zweite Integral ift, ©enüge Ieiftet, zwei willl 
liche Conſtanten, nämlich tie in den beiden erften Integralen vorkommen 
Conftanten, enthält; 4) daß diefe beiden willkührlichen Conftanten implicite 
flimmt find, wenn man bie der Abfciffe x, entfprechenden anfänglichen 
Yu )'o angibt, oder wenn ein Punkt gegeben wird, durch welden vie 
gehen muß, deren rechtwinklige Coorbinaten x, y find, fo wie ber Rick 
der Tangente in biefem Punkte. t 
$. 164. Diefe Unterfuhung läßt fich Teicht weiter verfolgen, indem m 
fie anf Differenzialgleicgungen von einer beliebigen Drbnung anwendet; ı 
da man allgemein bei dem Uebergange von einer Gleichung mit zwei Ben 
derlichen zu ihrer Differenziale der n!r Ordnung immer n Eonflanten elimind 
fann, fo folgt, daß das u! Integral einer Differenzialgleihung von bis 
Ordnung oder die Gleihung x und y, welde diefer Differenzialgleichung mit «i 
erforberlihen Allgemeinheit genügt, » willführlihe Conftanten enthalten me 
Die Differenzialgleihung der nien Dronung hat a Differenzialgleichungen | 
u — ff" Ordnung, wovon jete eine wilführlihe Eonftante enthält, zu dh 










erften Integralen, u Differenzialgleichungen der (a — 2)t= O 
nung, jede mit einer binären Combination dieſer n Eonftanten, zu ihren zw 
n(u—1)(n 


ten Sntegralen; - — Differenziafgleihungen der (n— 3)" 


1+2 
nung, wovon jede eine ternäre Combination berfelben Conftanten enthält, 
ihren dritten Integralen, u. f. fe Wenn man y, y, yW, ....y* 
zwifchen ven n erften Integralen eliminirt, fo erhält man das n!* Integral | 
gegebenen Differenzialgleigung der u!" Ordnung oder die Gleichung zwild 
x, y, welche derfelben mit den n willführlichen Conftanten Genüge leiſtet. 
Diefe on Eonflanten werden implicite beitimmt, wenn bie Werthe: 
Yor Yun vr Yu ren y,„e-» 
für die Abſeiſſe x, gegeben find. 
Man fagt, ein Integral fer allgemein ober vollftänpig,® wenn de 
felbe fo viele willtüprliche Konftanten enthält, daß es denſelben Grad 1 
Allgemeinheit behält, wie tie Differenzialglerhung, welcher es genügt, N 
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diefem allgemeinen Integrale ergeben ſich die particnlären ober befondern 
Sntegrale, wenn man den willführlichen Eonftanten beftimmte Werthe beilegt. 
So if z. 2. die Sleihung: 
(y+b)x-+a(y— mr?) =0, 

worin a, b willführlihe Conftanten bezeichnen, das allgemeine Integral ber 
Differenzialgleichung ber zweiten Orbnung: 

(y+anz!)sy" + 2y(y—ıy)=0. (9) 
Wenn man fucceflive a =0, a=w ſetzt, fo erhält man die beiden Glei⸗ 
dungen: 

 y+tlbl=0, y—ı?=(, 


welche beide der Gleichung (q) genügen; aber welche nur particuläre Integrale 
derſelben find, weil die erfte nur die willführliche Conflante b und die zweite 
gar feine willführlihe Conftante mehr enthält. 

Die in einem n'" Integrale vorkommenden u willführlichen Conftanten 
müflen von einander verfchieden fein, wenn das Integral vollftäntig fein fol. 
Dffenbar könnte man ſtatt einer willführlichen Conſtanten C die zweitheilige Con⸗ 
fante C, + C, feßen, allein diefe lebte Conftante würde, obgleih fie an- 
jcheinend zwei willführliche Eonftanten C,, C, enthält, ſich doch bei allen vor⸗ 
fommenven Operationen wie die einglievrige Eonftante C, deren Stelle fie ver- 
teitt, verhalten, die beiden Conftanten C, und C, würben nicht wirflid von 
einander verichieven fein und in eine einzige zufammenfallen. Cbenfo enthält 
der Ausdrud: 


C, —W 4 G,erıte 


nur fcheinbar zwei verfchiedene willführliche Conftanten C,, C,; denn man 
fann denfelben auf die Form (C,erı + C,ewa) er bringen, und fo lange bie 
Eonftanten C,, C, willführlich bleiben, fann man für den Faclor C,er'+C,e”3 
eine einzige willkuͤhrliche Conſtante C fegen, ohne daß der Ausbrud feine All- 
gemeinhe:t verliert. Wenn wir fagen, daß das vollftändige Integral dieſelbe 
Allgemeinheit hat, wie die entfprechende Differenzialgleihung, fo ſoll dieſes 
fo viel heißen, daß beide dieſelbe Reihe, over viefelben Reihen von Eurven 
ausbrüden; allein es fann außerdem Gleichungen geben, welche ver Differen- 
zialgleichung Genüge leiften, ohne in dem vollftändigen Integrale begriffen zu 
jein, oder zu der Reihe der particulären Integrale zu gehören, und man nennt 
taher folhe Oleihungen finguläre Integrale oder finguläre Aufld- 
fungen. Bir werben die geometrifche Bedeutung der fingulären Integrale 
ter Differenzialgleichungen der erften Ordnung bald fennen lernen und in ber 
Tteorie der Jntegration der Differenzialgleichungen auf tiefen wichtigen Punkt 
wieder zurüdfommen. 


1. Gleichzeitige Differengialgleichungen. 


$. 165. Wenn man ein Syflem von eben fo vielen Differenzialgleihun- 
en als Funckionen x, Y, 2, .... ver unabhängigen Beränderlichen 4 hat, 
A fann man daraus immer eine Enbbifferenzialgleihung ableiten, worin blos 
zwei Beränderliche, 3. B. t und x vorfommen; wenigftens unterliegt die Bil- 
dung dieſer Endgleichung feinen andern Schwierigfeiten, als denen, welche bie 
Elimination zwifchen gewöhnlichen Gleichungen, worin feine Differenzialeveffi- 
cienten vorfommen, barbieten fann. 

Denn wir wollen zunähft annehmen, dag man zwei von i abhängige 
Sunctionen x, y und zwei Differenzialgleichungen habe, welche wir durch: 


186 


Kin, Kt, ey yye YO, 
f, (t; X, xt, x, o... ximı); y, yı y', vo. yı‘) — 0, 
ausbrüden fönnen, wo x), y() nah ver Lagrange’fhen Bezeihnungsart 
am: , ur dx d' , . 
bie Differenzialcvefficienten J, * bezeichnen. Wenn man die erſte Glei⸗ 


hung n, mal und die zweite a mal hinter einander bifferenzirt, fo erhält man 
außer den beiden gegebenen Gleichungen noch a + on, Gleichungen, worin ber 
höchſte Differenzialcvefficient von y gleich yltzı) iſt, und wenn man zwilchen 
dieſen n + n, + 2 Gleichungen die Größen: 
Yoy Jr nu ya, 
deren Anzahl nicht größer als n + no, + 1 fein kann, eliminict; fo enthält 
die reſultirende Gleichung nur die Größen t, x, x’, x’, eic.; und bie Ord⸗ 
nung diefer refultirenden Gleichung kann offenbar nicht größer fein, als bie 
größte der beiden Zahlen m n,, m, +n. 

Wir wollen nun annehmen, daß man zwifchen der unabhängigen Berän- 
berlichen t, den » Functionen x, J, 3, .... und ihren Ableitungen der ver- 
fiedenen Ordnungen » Gleichungen babe; fo wird ein ſolches Syſtem, ein 
Syſtem gleichzeitiger Differenzialgleihungen genamt., Es kam 
hierbei geſchehen, daß nicht alle in dem Spfleme ber gleichzeitigen Differenzial- 
gleichungen vorkommenden Ableitungen in Beziehung auf diefelbe unabhängige 

eränberliche t genommen find; allein vermittelft der Formeln für die Bertau- 
[hung der unabhängigen Veränderlihen kann man das gegebene Syſtem gleich 
eitiger Differenzialgleichungen immer auf ein folches zurüdführen, worin bie 
bfeitungen alle in Beziehung auf diefelbe unabhängige Veraͤnderliche genom⸗ 
men find. 

Es feien: 


x(), ya), zw) 


. 24000 0 

die höchſten Ableitungen der Functionen x, y, 2, ....., welche in dem gege- 
benen Syfteme vorkommen, fo wollen wir, wenn bie Veränberlichen y, z, «... 
und ihre Ableitungen eliminirt werben follen, um eine Endgleichung mit t, x, 


zu, xl, en zu erhalten, 
e—na-—+p- etc. 


Wenn man jede der Gleichungen des Spftemes s mal vifferenzirt, fo er- 
halt man, mit Einfchluß ver gegebenen Gleichungen, im Ganzen v (s + 1) 
Gleichungen, und die Anzahl der zu eliminirenden Größen: 


Yıyr I soon y(etı), 
z, z', ZU, se z(rt), etc. 


fegen 


ift glei: 
(+ +1)+p++N)+e.=s+ (+1) —N=rc+H1)—1, 
fo daß folglich die dur die Elimination erhaltene Endgleichung von feiner 
dhern Ordnung, ald von der (m +s)=(m +n-+p-+ etc.)'" Orbnung 
kann; aber wohl von einer niedrigern Ordnung, was 3. B. nah dem 
thergebenden der Fall fein würde, wenn man zwifchen den Veränderlichen 
t, x, y und ihren Ableitungen nur zwei Gleichungen hätte, und wenn bie 
hörhften Ableitungen von x und y in derſelben Gleichung vorlämen. 
Betrachten wie insbefondere den Ball, wo bie gegebenen Gleichungen alle 
von der erſten Ordnung find und auf die Form: 


Be 2 11 Pe 6 7 Pr Te t, x, y, 3, 0), 8! — f, (t, x, Jr 2, u), ete- 
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gebracht werben konnen; fo iſt es, flatt alle dieſe Gleichungen zu gleicher Zeit 
zu differenziven, einfacher, immer biefelbe, z. B. die erſte, Gleichung zu biffe- 
venziven, indem man nach jeder Differenzirung für die durch dieſe Operation 
in den zweiten Theil eingeführten Ableitungen x’, y’, =’, etc. ihre unmittelbar 
durch die gegebenen Gleichungen gegebenen Werthe fubftituirt, und man er 
alsdann nah » — 1 furcefliven Diferengirungen mit Einfchluß der erften ber 
gegebenen Gleichnngen » Gleichungen zwilchen den Ableitungen x’, x’, ..... x”) 
und den Beränberlihen t, x, y, =, ote., jo daß es blos noch darauf ankommt, 
: zwifchen dieſen » Gleichungen die v— 1 Beränderlichen y, 2, etc. zu elimini⸗ 
sen, um die gefuchte Endgleichung zu erhalten. 


nt. Bon den Gleichungen mit partiellen Differenzen. 
6. 166. Es feien zwei Oleichungen von der Form: 
a= f(x, yJ, 2), 

F (x, y, 2, ga) = 0 (x) 
gegeben, wovon die zweite blos eine Function ber Veränderlihen x, y, z 
würbe, wenn man für «@ feinen aus der erften gezogenen Werth fubftituirte; 
fo faun man z als eine Function ver beiden unabhängigen Veränderlicden x, 
betrachten, und wenn man bie Gleichung (x) fucceflive in Beziehung auf biete 
beiven Beränverlihen vifferenzixt; fo erhält man, wenn die Buchftaben p, q 
ihre gewößnliche Bebeutung behalten : 


er ar 4* af Kl a0 
dx + iz do tur) { 
dr dE ARE EN ng (8) 
retten) ne) 


Zwifchen den Gleichungen (g) und (g') Tann man die Bunctionen ga, 
Ga eliminiren, und da die ſich durch dieſe Elimination ergebenve partielle 
Differenzialgleihung ($. 124): 

xy 2, p, ) 0 
von der Form der Function ꝙ unabhängig iſt, fo drückt fie eine gemeinſame 
Eigenfhaft aller Werthe von = ald Function von x, y aus, weldhe man aus 
der Gleichung “2 ableiten fann, wenn man bie Korm der Function 9 verän- 
dert, ohne die Aunctionen F und f zu ändern. Sie drüdt folglih auch eine 
gemeinfame Eigenſchaft aller Flächen aus, deren Gleichung zwifchen x, y, z, 
sermittelft einer entfprechenden Beflimmung der Function ꝙ auf die Gleichung 
(0) zurüdgeführt werben kann. 
Es fei 3. B.: 
e=zax + by‚z— ga=0 
oder: 
= = pl(ax + by); (h) 
fo nehmen die abgeleiteten Gleichungen die fehr einfache Form an: 
p — ala = 0,q — by’a =0, 
woraus folgt : 
pD—ag=0. (i) 
$. 167. Wenn man zwei Gleichungen hat, wovon bie eine partielle Dif- 
ferenziale und die andere blos die urfprünglichen DVeränverlichen ohne ihre Ab- 
leitangen enthält, aber welche beide venfelben Zunctionen entfprechen und den⸗ 
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felben Grad von Allgemeinheit haben; fo wird bie zweite Gleichung das alt. 
gemeine Integral der erften genannt. Die Gleichung (h) iſt alfo das all 
emeine Integral der Gleichung (i), weil fie vermöge der Unbeflimmtheit dei 
Feihene Y alle Gleichungen enthält, woraus man einen Werth von = alı 
Function von x, y ableiten fann, welcher der Gleichung (i) genügt. 

Der Grund diefer Benennung „Integral“ ift derfelbe, als bei ven Glei 
chungen, welche einer gewöhnlichen Differenzialgleichung zwiſchen zwei Veran: 
derlihen genügen ($. 162). Denn wir wollen annehmen, daß man, nachden 
die Function 9 particularifirt ift, den Veränderlihen x, y zwei Syfleme vor 
Wertben (x, , Yu), (X, , y,) beilege, und es feien z,, =, bie entiprechenben 
Werthe von z; fo ergibt ſich aus der Gleichung (h) der Werth der endlichen 
Differenz z, — z,; aber dieſe enblihe Differenz ift die Summe oder bad 
Integral der unendlich Heinen Incremente, welche die Function = erhält, 
wenn x auf irgend eine Weife von dem Werthe x, zu dem Werthe x, und 
zu gleicher Zeit y ebenfalls auf eine beliebige Weife von dem Werthe y, über: 
geht, abgefehen von dem Ausnahmefalle, wo die Function z Stetigkeitsunter⸗ 
bredungen der erften Ordnung erfährt, während man die Größen x, y fo 
variiren läßt. 

Die Gleichungen, welche aus der Gleichung (h) abgeleitet werben, wenn 
die willführliche Function H particularifirt wird, find particuläre Integrale der 
Gleichung (i), und in allen Fällen muß man unter particulären Sntegralen 
die verftehen, welche fich aus dem allgemeinen Integrale ergeben, wenn man 
eine oder mehrere der willführlichen Functionen particularifirt, welche vieles 
allgemeine Integral enthalten muß, wenn es diefelbe Allgemeinheit haben fol, 
wie die Gleichung mit partiellen Differenzen, welcher dieſelbe entfpricht, oder 
wenn man zwifchen den willführlihen Functionen, Relationen aufſtellt, welde 
diefe Allgemeinheit befchränfen. 

Wenn man z. DB. die Gleichung: 

== p(xt+ay) + Y(x — ay) (k) 
bat, worin p, % willführlihe Funetionen bezeichnen, und man berechnet ver- 
mittelft diefer Gleichung die partiellen Ableitungen der erften und zweiten Orb- 
nung p, q, r, s, t, fo erhält man: 

p= gta) + Y’R—ay)ı 
q= ap'(x +ay) — ab'(x —ay), 
r= g"(&+ay) + Wk — ay) 

s = ag (x ay) — al!(x — ay), 

= a2pli(x Hay) + art (x —ay), 

Hieraus ergibt ſich die partielle Differenzialgleichung der zweiten Orb 
nung: 

air —t, () 
welche die willführlichen Functionen 9, W nicht mehr enthält und, wie man 
in der Folge fehen wird, diefelbe Allgemeinheit hat, als die Gleichung (K). 
woraus fie abgeleitet ift; und umgekehrt ift die Gleichung (k), welde ber 
Gleichung (1) mit aller möglichen Allgemeinheit genügt, das allgemeine In⸗ 
tegral derſelben. 

‚ Aber wenn man zwiſchen den Functionen ꝙ, eine gewiſſe Abhängigkeit 
annimmt, namentich tr = — gt oder bi — ſetzt, fo find die Glei⸗ 
ungen : 

sZya tray) — ya), ) —ay) 
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worin noch die eine willführliche Function ꝙ vorkommt, nur particuläre In⸗ 
tegrale der Gleichung (I). 

Die partiellen Differenzialgleichungen können wie die gewöhnlichen Diffe- 
renzialgleichungen finguläre Integrale oder finguläre Auflöfungen 

‚ d. h. man kann venfelben in gewiſſen Fallen durch Gleichungen zwi⸗ 
den den urfprünglichen Beränderlihen genügen, welche ſich durchaus nicht 
ans dem allgemeinen Integrale durch Wartieularifirung der darin vorkfommen- 
ven willführlichen Functionen würten ableiten laſſen. Wir werben bald Bei- 
ſpiele diefer fingulären Integrale bei den Anwendungen der Differenzialrech- 
sung auf die Theorie der krummen Flächen kennen lernen, und diefer Gegen- 
fand wird auch fpäter bei der Integration der partiellen Differenzialgleichungen 
im Sprache kommen. 

$. 168. Eine partielle Differenzialgleichung der n!" Ordnung fann erfte 
Sntegrale von der (n — Qien Ordnung, zweite Integrale der (u — 2)" Ord⸗ 
mung, u. ſ. f. haben. So ergibt fih 3. B. aus der Differenzialgleichung der 
erſten Ordnung 


p= Hg, (m) 
worin Z7 eine willkuͤhrliche Function bezeichnet, wenn man fucceffive in Be— 
nebung auf x und y bifferenzirt: 

r —sll’g, s = tllg, 

md dann wenn man Zl’q eliminirt: 

rt — 22 — (), (n) 
Aus dieſer Gleichung der zweiten Orbnung, welcher vie Gleichung (m) voll- 
Iommen äquivalent ift, fo lange die Function IT unbeftimmt bleibt, iſt biefe 
Function IT verſchwunden. 

Die Gleichung (m) iſt folglich ein erſtes Integral der Gleichung (n), 
und wenn man eine Gleihung mit x, y, z angeben fünnte, welde der Glei- 
hung (m) auf die allgemeinfte Weife genügte; fo hätte man das zweite In⸗ 
tegral der Gleichung (n). 

Run kann man zwar der Gleichung (m) nicht durch eine einzige Gleichung 
mit x, y, z, aber durch ein Syftem zweier Gleichungen zwifchen x, y, z und 
einer Hülfsveränderlihen &, nämlich: 

= =a-r xpa + yYya, (0) 

1 + xypa + yYa=0 (0‘) 
genügen, wovon bie zweite die Ableitung der erften in Beziehung auf bie 
Hülfsveränderlihe © if. Denn wenn man die Gleichung (o) fucceflive in 
Beziehung auf x und y differenzirt, fo erhält man: 


P=ya+ ect + 24a + nya), 


d 
= ya +42 I + ala + mio), 
oder wegen der Gleichung (0): 
p = ya, ga = Ya, 
und fo lange bie Zunctionen 9, %, fo wie I] willführlich find, iſt das Sy- 
Rem diefer Iehten Gleichungen gleichbeveutend mit der Gleichung (m). 
Da das Syflem ver Gleichungen (0), (0) die willführlichen Sunctionen 


sy, % und eine Hülfsveränderlide a enthält, welche man nicht eliminiren 
fann, fo lange die Zunstionen %, % unbeflimmt bleiben; fo drückt daſſelbe 
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folglich das zweite und volifländige Integral der Differenzialgleihung (n) d 

zweiten Orbnung aus. Diefe Form der partiellen Differenzialgleihung n 
ei unabhängigen Beränberlichen fchließt fih an fehr intereffante genmetrifc 
terfuchungen an, welche wir bald Fennen lernen werben. 

6. 169. In S. 166 haben wir gefehen, daß bie Elimination einer wi 
kührlichen Function in einer Gleichung mit drei Beränderlicden auf eine pa 
tielle Differenzialgleichung der erften Oronung führt, worans wir umgefeh 
ſchließen, daß das allgemeine Integral einer partiellen Differenzialgleichung d 
erften Drbnung mit drei Beränderlihen eine willkührliche Zunction einer g 
willen Größe c enthalten muß, welche felbft als Function der drei Veraäude 
lichen beftimmt iſt. Wenn die Anzapl der zu eliminirenden willfüßrlichen Fun— 
tionen größer ift, fo führt die Elimination im Allgemeinen auf eine Gleichur 
mit partielen Differenzen von einer höhern Ordnung; aber es findet aleban 
zwifchen der Anzahl der eliminirten willführlichen Functionen und der Drdnu 
der ſich aus der Elimination ergebenden partiellen Differenzialgleichung fe 
beftimmtes Verhaͤltniß mehr flatt. Umgekehrt kann man nicht unmittelbar vı 
ber Ordnung einer partiellen Differenzialgleihung auf die Anzahl der willfüß 
lichen Functionen fchließen, welche ihr Integral enthalten muß, um allgeme: 
oder vollftändig zu fein, fo wie man von der Ordnung einer Differenzialgle 
Hung mit zwei Beränderlihen auf die Anzahl der willführlihen Eonflante 
ſchließn ne ihr allgemeines Integral enthalten muß. 

8 feien: 


ae=fx,y 2), P=f,lky 2) 
zwei Functionen, deren Zuſammenſetzung aus x, y, z gegeben iſt, und weld 
in der Gleichung: 
F(z, y, 2, 9a, YA) = 0 (p) 
unter den Zeichen der willführlichen Functionen 9, & vorkommen; fo werben 
wenn man die Gleichungen : 


dF dF 

k 0, ds = 0 (9) 
dFE dF _ dF _ 
dx dry — 0 dy2 *0, * 


biſdet, die unbeſtimmten Functionen pa, WR, ya, WB eingeführt, un 
wenn man fie mit ya, WB verbindet, fo hat man zwiſchen ven fechs Gle 
dungen (pP), (q), Cr) ſechs Größen zu eliminiren, was im Allgemeinen nid 
auf eine partielle Differenzialglei u. führen fann, welche von der Form de 
Aunctionen 9, Y unabhängig if. enn man zu den Ableitungen ber dritte 
Ordnung übergeht, fo erhält man vier neue Gleichungen: 

dF _ Fr _ dF _ 42 F 

ax! dx2dy ' dxdy? ' dy3 
und es werben nur zwei neue unbeflimmte Functionen pa, WB eingeführ 
Man kann alfo, und zwar im Allgemeinen auf mehrere Arten, eine partiell 
Differenzialgleihung der dritten Ordnung bilden, welche von der Form be 
Functionen 9, Y wnabhängig iſt, und von welcher die Gleichung (p) das all 
gemeine ‘integral ift. Aber es kann auch geſchehen, daß fi die Functione 
9, V eliminren laſſen, ohne daß man zu den Ableitungen der dritten Ord 
nung überzugehen braucht, und daß alſo die Gleichung (p) das vollſtaͤndig 
Integral einer partiellen Differenzialgleihung der zweiten Ordnung ift, wovo 
wir weiter oben ein Beifpiel an der Gleichung CK) gehabt haben. 


=(, 


191 


Es ſei allgemein » die Anzahl der im einer Gleichung mit drei Beränder- 
lichen x, y, = vorkommenden willfüßrlichen Zunctionen und bie Zufammenfegung 
jeder unter dem Zeichen der willlührlichen Funetion vorkommenden Größe in 
x, 3, = gegeben; fo hat man, wenn man mit biefer Gleichung ihre partieffen 
Ableitungen bis zu der von der n"" Drdnung inclufive verbindet, eine Anzahl 
von Gleichungen, welche durch: 


1+2 +3 +... to +1 -tr20r9 
wird, während die Anzahl der in viefem eme von Gleichungen 
v ben willfübrlichen Functionen und Ableitun em ir = un 


iſt. Die Elimination iſt in allen Fällen nur in fo fern möglich, ale: 


‚WW +1) < ernern, oder n > 2 — 2, 


d. 5. man muß im Allgemeinen bie Differenzirung bis zu der (20 — )ten Ord⸗ 
nung fortfegen, fo daß die ſich aus der Elimination ergebende partielle Diffe- 
eihung von der (20 — 1)'" Dronung iſt; allein fie kann auch von 
einer hohern nung fein. 

$. 170. Betrachten wir nun eine Gleihung mit vier Veränderlichen: 

Fly, x, y, 2, la, DJ] = 0, (s) 
worin ꝙ eine willkührliche Function der beiden Größen a, 4 bezeichnet, deren 
Zufammenfegung aus u, x, y, z befannt und durch die Hülfsgleichungen : 
e= fu x, y2),, B=f,(uxy, :) 

gegeben ift. 

Wenn man die Gleihung (=) in Beziehung auf jede ter brei Veraͤnder⸗ 
lichen x, y, = bifferenzirt, fo erhält man drei Öleichungen : 


dr dF dF 
Fri la a 272 227 ( 


worin außer ber willführlihen Function ꝙ (a, AB) ihre beiden partiellen Ab- 
teitungen 2, > vorfommen. Nun hindert aber nichts, diefe drei unbeflimm- 
ten Größen zwifchen den vier Gleichungen (s) und (t) zu eliminiren, wodurch 
man eine partielle Differenzialgleichung der erſten Ordnung erhält, welche von 
der Form der willlührlihen Function ꝙ unabhängig iſt. Hieraus folgt umge- 
fehrt, daß das vollfländige Integral einer partiellen Differenzialgleichung ber 
Dronung mit drei unabhängigen Beränderlichen eine willtührliche Fuuc- 
*8 von zwei Größen enthalten muß, wovon jede eine beſtimmte Zuſammen⸗ 
ung bat. 
i Beun man das Borhergehende verallgemeinert, fo kann man fagen, daß 
das vollfländige Integral einer partiellen Differenzialgleichung der erften Ord⸗ 
zung mit n unabhängigen Veraͤnderlichen eine willführlihe Function von n—1 
enthalten muß, wovon jede auf eine beflimmte Weife aus denn + 1 
Beränderlichen, wovon nur n unabhängig find, zufammengefept ift. 
Wenn man die Gleichung: 
F[e, x, y, 3, pa, A), Yly, 1 = 0 
hätte, fo müßte man mit der Differenzirung bis zu der vierten Orbnung fort- 
sehen, um in allen Fällen die Elimination der willführlichen Kunctionen P, % 
und ihrer Ableitungen zu bewerfftelligen, wo @, 6, 7, Ö wieder Größen be- 
jeihnen, deren Zufammenfeßung aus u, x, y, = befannt ift. 
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6. 171. Der einfachfte Fall ift der, wo die Größen a, ß, ... nur 
eine unabhängige Veraͤnderliche, 3. B. x enthalten, und in biefem Falle kann 
man PX, DX, ... ſtatt pa, WB, .. ſetzen, WO 9, Ur u wieder willführ- 
liche Functionen bezeichnen. 

Es ſei daher: 

F(x, y, z, 9x, Ur, u.) = 0 
eine Gleichung mit zwei nnabhängigen Veränderlihen, worin n willführliche 
FZunctionen, Yx, dx, ... vorfommen. Wenn man nmal in Beziehung auf 
die Beränderliche y differenzirt, fo werben baburd die Ableitungen der Func⸗ 
tionen 9, %, .... nicht eingeführt, und man erhält folglich n + 1 Gleichun- 
gen, zwiſchen welchen man immer die n unbeftimmten Functionen px, x, .. 
eliminiren Tann. 

Desgleihen, wenn man die Gleichung hätte: 

Flu, x, y, 2, (x, ), VCx, Y)ı ee) = 0, 
worin wieder n willführliche Functionen vorkommen; fo brauchte man nur n mal 
in Beziehung auf die Beränderlihe = zu differenziren, und man erhichte eine 
binreichende Anzahl von Gleichungen, um die Elimination aller willführlichen 
Functionen vornehmen zu fünnen, weldhe Elimination alsdann auf dieſelbe 
Weife, wie die der willführlihen Eonftanten in den Gleichungen mit zwei 
Beränderlichen bewerfftelligt wird. 
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Anwendungen der Differenzialrechnung auf die Theorie 
der Frummen Linien und Flächen. 





Erftes Kapitel. 


Eon deu Tangenten, den Normalen und den Aſymptoten ebener Curven. 
Anwendung der Polarconrdinaten. 








ang und Bedeutung der abgeleiteten Sunctionen oder der Differentialquotienten 
defasten ergibt. der That ift diefe Aufgabe der Conftruction der Tangen- 
2 die erfte Veranlaffung zur Erfindung ver Differenzialrechnung geweſen, wes⸗ 
alb Iegtere auch anfangs die „Methode der Tangenten” genannt wurbe. 
Das elegantefte Verfahren zur Auflöfung der Aufgabe: an eine Curve 
keinem gegebenen Punkte (x, y) eine Tangente zu ziehen, beftebt 
rin, daß man die Gleichung diefer Tangente ſucht. Es feien 8, 7 die ver- 
aderlihen Coordinaten der gefuhhten Tangente, auf diefelben Aren und den⸗ 
ben Anfangspunkt, wie die Coorbinaten x, y der Curve bezogen; fo iſt bie 
Kluhte Gleichung der Tangente: | 


1 
n-ı1=2d-n, 


kn fie erfüllt die doppelte Bedingung: daß die durch fie ansgebrüdte gerade 
Nie durch den Punkt (x, y) geht und zugleich mit der Are der x einen Win- 


bildet, deſſen trigonometrifche Tangente durch * ausgebrüct wird, 
Eournot, Theorie der Bunctionen ıc. 13 
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Die Gleichung der Normale einer Eure, d. h. der geraden Linie, welch 
im Punkte (x, y) auf der Tangente fenfrecht ift, iſt nach einem befannien 
Principe der Geometrie: 
„ Y—— 69 
und läßt fih auf Me mei g ſormegiſche 0 Form bringen: 
— x) dı 0. 
Wenn man in ber ? Stein der Tangente 3 = 0 ſetzt, fo erhält man 
= 7 
ı— = Im = 
J 
und die Entfernung + (x — &) des zehe ute⸗ ber Ordinate von dem Punkig 
worin die Tangente die Are der Abfciffen durchſchneidet, wirb bie Subtag; 
gente genannt. Das doppelte Zeichen foll blos anbeuten, daß nur bie abfe 
Iute Größe diefer Entfernung oder Yänge in Betracht gezogen werben fol, wal 
für ein Zeichen der aus ber vorhergehenden Gleichung erhaltene Werth ve 
x — E auch haben mag. 
Wenn man chenfo in der Gleichung ber Normale 7 = 0 feßt, fo ki 
det man: 





_.4_ u 
“!% m 
und die Entfernung + (E — x) des Punktes, worin die Normale die Are da 
Abſciſſen fchneivet, von dem Fußpunkte der entfprechenden Ordinate, wird vi 
Subnormale genamt. 
Die Ordinate y ift alfo die mittlere Proportionafe zwifchen der Subtam 
gente und der Subnormale. 
Zuweilen verfteht man unter der Tangente und der Normale aud bu 
zwilchen der Curve und der Are der Asfeiffen liegenden Stüde der Tangenkı 
und Normale, und dieſe Längen werden alsdann rvefp. Be durch: 


TEE 1) A 
Vaxı + very frz 1+- yı2 ' 


+ Y Var + dy? 
— dx 


Für jede gegebene Curve muß man in die vorhergehenden Formeln die aus der Glei 


=+,YAl+y". 


hung der- Curve als Kunction von x abgeleiteten Werthe von y und von y’ = — 
fubftituiren. 
Wenn diefe Gleichung unter der Form: 


)=0 | 
gegeben iſt, fo hat man: a 


Var+Y dy—=O(, J 
dx dy 


und die Gleichung der Langerte Pa Mi: 
(— —* + &— 3% = (b). 


d. h. fie ergibt ſich aus der —— ber Curve, wenn man dari 
die Differenzen 5—x, 7 —y für die Differenziale dx, dy ſetzt, was in de 
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hat flattfinden muß, weil man die Tangente als die Verlängerung einer durch 
sei einander mendlich nahe Iiegende Punkte gezogenen Sehne betrachten Tann. 
Die Sleihung der Normale ift in diefem Kalle: 


df df 
IKT EI =ı0. (c) 


Wenn man in den Gleichungen (b), (c) die Coorbinaten &, 7 als Eon- 
mten und x, y als veränverlihe Eoordinaten betrachtet, fo gehören viefe 
leichungen zu zwei Linien, welche durch den Punkt (&, 7) gehen und deren 
urchſchnittspunkte mit der Curve (a) die durch den Punft (&, 7) gezogenen 
angenten oder Normalen diefer Curve beflimmen. 

Die Sleihungen (b) und (c) würden ſich nicht ändern, wenn bie Glei— 
mg (a) bie Korm f(x, y) = c hätte, wo e einen conftanten Parameter be- 
ichnet, welcher durch Differenzirung verſchwindet. Dean Tann alfo die Linien 
) amd (ec) auch als die geometriihen Derter der Punkte betrachten, worin 
e von dem Punkte (£, 7) ausgehenden geraden Linien vie Curven, welde 
m erhält, wenn man dem Parameter c eine Reihe befonderer Werthe beilegt, 
räßren, oder rechtwinflich durchſchneiden. 

6. 173. Wenn man die Winfel, welche die Tangente mit den durch den 
met (x, y) in dem Sinne ber pofitiven Koorbinaten zu den Aren der x und 
t v gezogenen Parallelen bildet, mit «, A bezeichnet, fo hat man: 





eosa. « * ——, cos. + — —. (d) 
ir ir" 


zenn man die ähnlichen Winkel für vie Normale mit A, s. bezeichnet, fo er- 
lt man: 
1 


4 
ot — I —_, ca.u = tr —— . 
v1r7% 


x + (9) 
vV1+y”2 
Die Zeichen diefer vier Werthe müffen fo miteinander verbunden werben, 
ij fie der Gleichung: 
cos. & cos. A + con. B cos. u = 0 


kmüge leiſten, welche befanntlih ausprüdt, daß die Tangente und Normale 
f einander fenfrecht find. 


Wenn die Gleihung der Curve unter der Form (a) gegeben iſt, fo hat 








an 
—— ——— 4 — 
Ra df = df\ 2 df \2 


$. 174. Unter ver Länge eines zwiſchen zwei gegebenen Punkten Tie- 
mden Eurvenbogens verſteht man die Grenze, welcher fich die Yänge einer 
dieſen Eurvenbogen beichriebenen und von denfelben Punkten begrenjten Po- 
gonallinie ohne Ende nährt, wenn bie Anzahl ihrer Geiten ohne Ende zunimmt. 
jenn alfo die Länge bes von dem Punkte (x,, yo), als Anfangspunft, bie 
: dem Punkte (x, y) gehenden Curvenbogens mit s bezeichnet wird, fo tft ⸗ 
ne Function von x, welche nach der Definition ber Differenzialgleichung : 
de = + VYdx -d2 = + Vi + y2 + dx (s) 
emäge Teiftet, wo das Zeichen + oder — genommen werben muß, je nach⸗ 


m der Eurvenbogen für zunehmende Werthe von x zu- oder abnimmt. DVer- 
dge der Gleichung (s) verwandeln ſich die Formeln (d), (d) in folgende: 
13* 


196 


dx dx 
ds ds 


Man fagt auch wohl: daß die Ränge eines Curvenbogens die einer gı 
ben Linie ift, auf welde fi) der Curvenbogen genau Iegen Tiefe, wenn ' 
felbe einen vollfommen biegfamen und unausdehnbaren Faden bildete; al 
diefe Definition ift, abgefehen davon, daß fie eigentlich einen Iogifchen Zi 
enthält, mehr phyſiſch, als mathematiſch, und daſſelbe Tiefe ſich von jeder 
dern Definition der Größe s fagen, wenn man dabei die Anwenbung des 
griffes der Grenze oder des unendlih Kleinen vermeiden wollte. 

Nicht fo verhält es fich binfichtlich der von einer Curve eingefchlofle 
Fläche; denn wenn man die Fläche A eined Polygones beflimmt hat und : 
befchreibt innerhalb deſſelben eine gejchloffene krumme oder gebrochene Linie 
ſieht man fofort ein, daß von A ein Theil B viefer Größe binweggenom 
wird, fo daß der Begriff der Grenze oder des unendlich Kleinen zur Bef 
mung oder Meffung der Größe B nur dann erforberlih ifl, wenn ber Um— 
von B eine Eurve ıft, und nicht vermöge ber Definition dieſer Größe felb| 

Wenn man die Bleihung (s) nicht zur Definition der Größe s fi 
nimmt, deren Begriff alsdann als a priori gegeben angejehen wird; fo ı 
die Gleichung (s) auf folgende Weife abgeleitet. 

Es fei mm, (ig. 41) ein fo Heiner Eurvenbogen, daß die Curve im: 
halb der Ausvehnung deſſelben ihre Eonverität immer nach derſelben Seite Fe 
oder ihre Tangente zwiſchen m und t nicht ſchneidet; fo nimmt man mit ! 
himedes als Grundſatz an, daß die Länge des Bogend mm, zwiſchen 
der Sehne mm, und ber der umfchließenden gebrochenen Linie mtm, Mi 
Dezeichnet men alfo das Intervall pp, = nr mit Ix, ſo hat man: 


nt=V/ 1 +93%.Ax, nmtzrt— ro, = Ax — Ay, 


Sehne nm, = * + — «Az. 


Das Berhältnig der Länge der gebrochenen umfchließenden Linie zu ber 
Sehne wird folglich ausgedrückt durch: 


Tr Fat 


x 
» Ay: 
⸗ 14 Ax? 


und bat offenbar die Einheit zur Grenze. Folglich hat auch das Verhaͤltni 





j dy . d 
cat —, ct; ht, csu=+ 








die Einheit zur Grenze, woraus fi die Gleichung (3) fofort ergibt. 

6. 175. Wir wollen nun die vorhergehenden Formeln auf einige Beifp 
anwenben, Da die Gleichung der auf ihren Mittelpunkt und auf —* Haı 
aren bezogenen Ellipſe von der Form ift: 

x? y? 
a: + b2 = 1, (e, 


fo verwandelt fi) die Gleichung (b) in folgenve: 
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lich in: 
&x — 


»Gleichung (b,) iſt die einer andern Ellipſe, welche durch den Punkt 
geht und deren Durchſchnittspunkte mit der Ellipſe Ce) die Berührungs- 
tiefer Elipfe und der von dem Punkte CF, 7) ausgehenden geraden 
nd. 

nn man für die Halbaren a, b die Werthe ca, cb feßt und die Con- 
fih ändern läßt, fo erhält man eine Reihe ähnlicher concentri- 
Iipfen, und die Punkte, worin jede berfelben von der Ellipſe (b,) 
n wird, find Diejenigen Punkte, worin fie von den vom Punkte CE, 7) 
den geraden Linien berührt würbe, 

Gleichung (b,) ift die der Tangente der Ellipſe (e) im Punkte (x, y), 
ın darin &, 7 als veränderlihe Coorbinaten betrachtet. Aber wenn 
egen x, y als veränderlih und &, m als conftant betrachtet, fo wird 
eichung die einer geraden Linie, welche die Ellipſe in zwei Punkten 
‚ worin fie von den vom Punkte (CE, 7) ausgehenden geraden Linien 
vird. 


nn man in der Gleichung (b,) 7 = 0 ſetzt, fo erhält man &= = 


Subtangente ifl von der Are 2b unabhängig und für die gegebene 
iefelbe, als für den über der Are 2a als Durchmefler befchriebenen 
Hieraus ergibt fi eine in allen Elementarlehrbüchern der analytifchen 
ie angegebene, fehr einfache Conftruction der Tangente der Ellipſe. 
» Gleichung der Normale der gegebenen Ellipſe ift: 

M—y)x E-NYV7_y 

a2 — b2 u 

n man darin 7 = 0 ſetzt, fo ergibt fih daraus für den Ausbrud der 
nale: | 


E—-ı = — — x, 


e Zahlenwerth iſt der Abſeiſſe proportional. 
; die Gleichung der auf ihre Are und ihren Scheitel bezogenen Para- 
ende iſt: 
„”=2px, 
e Gleichung ihrer Tangente und Normale, refp.: 
n—-PpE+)=0, pm —-NıE—D=V0. 
e Subtangente der Parabel iſt der doppelten Abfeiffe und die Subnor- 
m Parameter oder der doppelten Entfernung des Scheiteld vom Brenn- 
er Parabel gleich. 
e Gleichungen der Tangente und Normale der Iogarithmifchen Curve: 
y=logx 
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find refp.: 
{ 
n -,=—-06-9 y—yz=ı(x—D). 


Dur die Vertauſchung der Aren verwandelt ſich die erfte Gleichung ı 
folgende: 


E-x=— (y — 5), 


und wenn man darin 7 SO ſetzt, fo erhält man x — S— 1, d.h. die Sul 
tangente bat einen conflanten Werth. Diefe Eigenfhaft gibt die wah 
geometrifhe Definition der Curve an die Hand, wovon nur eine arıthmetiid 
Definition gegeben wird, fo lange man blos fagt, daß die Abfciffen die Log 
rithmen der zugehörigen Drbinaten find. 
$. 176. Unter den Curven, weldhe man transcendente genannt hat, wi 
ihre Orthogonalgleichungen Exponential-Iogarithmifhe, ober Kreisfunction 
enthalten, ift die Cyeldide in der Gefchichte der Mathematik die berühmteſ 
und zugleich wegen ihrer vielen intereffanten Eigenfchaften die merfwärbigfl 
Sp nennt man nämlich die Curve, welche ein beliebiger Punkt M (Cäig. 4 
eines Kreifes NMN! befchreibt, welcher ohne leiten auf einer unbegren 
ten geraden Linie XX, der Bafis der Cyeloide fortrollt, d. h. fo Ä 
daß die Ränge eines beliebigen Bogend MN ver Länge des Stückes ON $ 
geraden Linie, womit alle Punkte des Bogens MN fucceffive zufammenfaßle 
glei iſt. Wir wollen den Halbmeffer CH = R, den veränderlihden Win] 
CN = 9, die Abfeiffe des Punktes M, nämlid OP = x und die rechtwi 
lige Ordinate PM = y feßen, indem der Anfangspunft O der Punkt if, a 
der Punft M die Baſis XX berührt, fo haben wir nach der Definition d 
Cycloide: 
ON=RYy, PNMI Riin. ꝙ, PN =INZR( — cos. Y), 
woraus folgt: 
x—R(g — sin. ꝙ), (D 
y=R(1— cos. ꝙ). (8) 
Jede der Gleichungen (f) und (g) kann für die Gleichung ver Cycloide genoi 
men werben, indem bie eine die Koordinaten x, g und die andere die € 
orbinaten y, ꝙ enthält. Nach der Beichreibungsart der Curve fann ber erze 
gende Kreis auf der Baſis XX zur Rechten und Tinfen des Punftes O ei 
unbegränzte Anzahl von Umwälzungen machen, und die geometrijche Eontinuil 
fordert folglich, daß man die Eyeloide als aus unendlich vielen, einander glı 
hen Bogen, wie OMQR, beftehend betrachte. Die gegenfeitige Entfernw 
OR der End- oder Fußpunfte eines ganzen Cyeloidenbogens tft ver Lan 
des Umfanges des erzeugenden Kreifes gleich und die der Mitte von OR ci 
fprehende Ordinate S@ ift dem Durchmeffer des erzeugenden Kreifes glei 
und theilt den Eyrloidenbogen OQR in zwei fommetrifche Theile. 


Um biefe unbegrenzte Bewegung des Erzeugungskreiſes ausbrüden zu E 
nen, muß man annehmen, daß die Beränderlihe ꝙ fowohl pofitiv, als negal 
genommen werden, und ihre abfolute Größe eine beliebige Anzahl ganzer Ui 
drehungen erreichen und auch überfchreiten kann. Diefes vorausgefeht, drü 
jede der Gleichungen (f) und (x) die Cyeloide wegen ber Periopicität ber Zus 
tionen sin. @, cos. ꝙ in der ganzen Ausdehnung ihres Laufes oder Zuges au 
Es findet daher zwifchen der geometrifchen Erzeugung der Eurve und der an 
lytiſchen Unterfuhung ihrer Gleichung eine genaue Correlation flatt, was vı 
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ber durch die Befchreibung der Curve gegebenen oder beflimmten Wahl der 
mübbängigen Beränvderliden y herrührt ($. 11). 

Gejegt nun, man wollte die Gleichung der Cycloide zwifchen den recht- 
wnfligen Coordinaten x, y haben, fo ergibt fih aus ver Gleichung (g): 





co. — 2. folglich sing = + ER = 37, 


x die Wurzelgröße pofitiv, oder negativ genommen werden maß, jenachdem 
sin. ꝙ I pofitiven oder negativen Werth hat. Die Gleichung zwiſchen 
und v ıfl: 





R 
ser jeden Werthe von x entfpricht nur einer der unendlich vielen Werthe bes 


lasdruckes: 
R arc. cos. (=) 
R 


ud außerdem dürfen die beiden Zeichen der Wurzelgröße nicht zugleich ange» 
nndt werben. Man muß das obere Zeichen nehmen, wenn der Punkt (x, y) 
oa Bogen OQ angehört, und das untere Zeichen, wenn biefer Punkt zu dem 
Dosen DR gehört, indem man biefelbe VBertaufchung der Zeichen vornimmt, 
» oft man durch den Scheitel, over durch den Fußpunft des Cyeloidenbogens 
Wenn man die beiden Zeichen zu gleicher Zeit anmwendete, fo würde bie 
hung (h) zwei Cyeloiden von entgegengelehter Tage ausprüden (Fig. 43), 
wie hinſichtlich ihrer geometrifchen Erzeugung in feiner Verbindung mitein- 
uder fliehen, und die gewöhnliche Eorrelation zwifchen der Geometrie und Ana- 
ie, wie man fie 3. B. bei den Kegelfchnitten findet, würde hier nicht flatt- 
nden. Später werden wir auf das Princip und auf die Einſchraͤnkungen dieſes 
zuſammenhanges zwiſchen den analytiſchen Formeln und den geometriſchen Ge— 
gen der Beſchreibung der Linien zurückkommen. 
$. 177. Zur Beflimmung der Zangente der Cyeloide könnte man die 
Bleihung (h) differenziren; allein es ift einfacher, die Veränderliche 9 beizu- 
khalten und mit den Gleihungen (M, (g) zu operiven, woburd man erhält: 
d««=R(1 —co.p)dy, y—=Resin.gydg, 


x = Rare. cm (II )t RR 7; (h) 





ad folglich: 
dr _ img „Non, / Roı 
y zu y 


dx T 1—cos.p . 
dieſer Werth wird = 0, wenn y=2R ift, was an den Scheiteln der Cy- 
loidenbogen flatifindet und er wird unendlich, wenn y verfchwindet. Die 
ufpunfte der Eycloivenbogen find folglich Rückkehrpunkte, worin die Tan- 
ente auf der Bafls der Cyeloide fenfreht wird. Für den Werth der Sub- 
wrmale bat man: 


N 2Ry— y?—Rein.g. 
Die Rormale MN der Cyeloide durchfchneidet alfo die Baſis XX in dem 
Sunfte N, wo biefe gerade Linie von dem Erzeugungskreife berührt wird, und 
fe Tangente TM geht durch den andern Endpunft N’ des auf der Baſis X'X 
ſenkrechten Durchmeſſers. Für die Länge der Normale MN hat man folglich 
ven ſehr einfachen Ausdruck: 
MN=./2Ry, 


00 _ 


wovon wir fpäter Gebrauch machen werden. Bemerken kann man auch, Def 
die Länge MN in der Nähe des Punktes O immer mehr und mehr abuimm, 
obgleich fich die Normale immer mehr und mehr gegen die Are der x neigt. 


2. Bon den Afymptoten ebener Curven. 


$. 178. Unter einer Afymptote einer ebenen Curve verfteht man eine 
erade Linie, welcher fih ein auf der Curve bewegender Punft ohne Ende n& 
Bert, ohne fie jemals zu erreichen, fo daß das von diefem Yunfte auf die ge 
rade Linie gefällte Perpendikel 5 Fleiner werben kann, al& jede enbliche Größe, 
ohne jemals gauz zu verfehwinden, wozu erforberlich ift, daß der Eurvenzweig, 
worauf fi) der Punkt bewegt, in's Unendliche fortläuft. 


Et 


J 
2 
.. 


” 
. 


be 
“ 


Da der Unterſchied der derſelben Abfeiffe entfprechenden Drbinate der 


Curve und ihre Afymptote dem Quotienten aus der Länge 5 und dem Cofinus 
des Winkels, welchen die Afymptote mit der Are der x bildet, gleich if; fe 


convergirt derfelbe gegen Null, wenn x unendlich groß wird. Zu gleicher Zei: 


eonvergirt der Winfel, welchen die Tangente der Curve mit der Are der x bildel, 


gegen eine Grenze, welche nichts anders iſt, als ver Winfel, ven dieſelbe Are j 


mit der Aſymptote bilvet. 


Die Gleichung (b) wird die einer Afymptote, wenn bie Vorausſetzutg | 
von x=w oder y= oo alle Bliever verfchwinden macht, worin diefe Bew - 


änderlichen vorfommen, fo daß die Gleichung nur noch die veränverlichen Co— 


orbinaten &, 7 und conflante Parameter enthält. Man fubftituirt alfo in dieſe 


Gleichung den aus der Gleichung der Curve abgeleiteten Werth von y, dach 


x ausgedrückt, und fest dann x — + 00 ; fo erhält man alle nicht zu ber Aue 
der y parallelen Aſymptoten. Diefe letztere findet man, wenn man den Werth 


von x ale Function von y fubftituirt und dann y= + oo febt. 


Wenn wir die auf ihren Mittelpunkt und auf ihre Aren bezogene Hyper 


bei nehmen, deren Gleichung folgende ift: 


x? y2 _ 
Fr 7 *16 
ſo erhalten wir für die Gleichung der Tangente: 
Ex 7 — 1 ® 
Pr 7 


Wenn man in biefe Ießtere Gleichung den Werth von y als Funchon von 


fubftituirt, fo verwandelt fie fih in folgende: 
J g4ı2 1 4 1 


— —— — — — 


a? — b a? x? — x 
und wenn man darin x—= + co feßt, fo reducirt fie fih auf die Gleichung: 
b 
=+ T 


der beiden Aſymptoten der Hyperbel, wie aus der Lehre von den Kegelſchnitten 


⸗ 


bekannt iſt. 
Wenn man in der Gleichung: 


41 
n-)=— (#2) 


der Zangente der logarithmiſchen Linie y = log. x die Abſeiſſe x +& 
ſetzt, nachdem für y kein Werth als Function von x fubflituirt iſt: fo ‚erhält 
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a feine Afymptoten; aber wenn man dagegen ven Werth von x als Func- 
ı von y in biefe Bleichung fubftituirt, fo verwandelt fie fich in folgende: 
Y—-,ı +De=58, 

' wenn man hierin y= — oo feßt, fo rebucirt fie fih auf E=0. Folg- 

ift die Are der y eine Afymptote der Curve. 
Die vorhergehende Methode bevarf in dem Falle einer rn ee ‚, wo 
die Sleihung der Curve nicht in Beziehung auf y und auf x auflöfen 
t. Es fe: 
y=mıH+tn 
Gleichung einer nicht zu der Are der y parallelen Afymptote, fo ergibt 
daraus: 0 


TI z=m + I y 

x x . 
> wenn x unendlich groß wird; fo convergirt der Werth des Verhältnifies 
- gegen die Conflante m. Wenn man alfo in der Gleichung der Curve 


= ax fest, und die Grenze der neuen Veraͤnderlichen & für x—= + 
bt; fo iſt diefe Grenze, wenn fie eriftirt, ein Werth der Conſtanten m. Setzt 
m alsdann in der Sleichung der Eure: 
y„-ı=ß 

d fucht ebenfalls die Grenze, gegen welche die Veränderlihe 8 convergirt, 
an x gegen die Werte + co convergirt, fo ift diefe Grenze ein Werth 
e Sonftanten n. 

Eben fo fände man die nicht zu der Are der x parallelen und folglich die 
der Are der y parallelen Afymptoten. 

Wir wollen 3. 3. die Curve betrachten, welhe das Descartes’iche 
»lium genannt wird (Fig. 44) und deren Gleichung: 

x3 — Jaxy + y? 0 
reits an einem andern Orte (6. 152) unterfucht if; fo wird die Gleichung 
chen & und x: 
3 a40 
X 


raus für die Grenze von & folgt m —1. Setzt man alsdann y+-x=Pß, 
erhält man für Die Gleichung zwiſchen 4 und x: | 
3(9? + aß) B®_ 
3064 ) - — ——— + 770 
waus fih na = — a für die Grenze von 8 ergibt. Within iſt die gerade 
ne y + x -+a=0 eine Afymptote der gegebenen Eurven. 


a+t1= 





' 


3. Anwendung ber Polarcoorbinaten. 


$. 179. Man geht von der Gleichung einer Curve zwiſchen rechtwinfti- 
n dinaten zu ihrer Gleichung zwiſchen Polarcoordinaten über, wenn 
an ſetzt: 

x Sr cos. , y=rsing, 

9 r alsdann den vom Anfangspunkte der Coordinaten, welcher jetzt der Pol 
mannt wird, nach bem Punfte (y, x) gezogenen Radiusvector und ꝙ den 
Binfel bezeichnet, welchen dieſer Rabiusvector mit der Halbare ber pofitiven 
bildet. Aus dieſen Gleichungen ergibt ſich: 
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dx — dr eos. — rsin.gdy, dyy—drein.g + rcos.gdy, (1) 
und folglich hat man: 


5 tang.pg-+r 








Aber wenn man den Winfel, welchen die Tangente im Punkte (x, y) mit ber 
Halbare der pofitiven x bildet, mit © bezeichnet, fo hat man: 


dy _ dr 1 + tang. O tan. __ , 
dx F taug. 6, dp T tang. 9 — tang. ꝙ =eot.(0-p). 8 

Der Winkel, welchen die Tangente der Curve mit dem nach dem Berüß- 
rungspunfte gehenden Radiusvector bildet, (ft = (0 — ꝙ). Man fann folg- 
lich dieſen Winkel vermittelt der Formel (j) berechnen und die Tangente con 
firuiren, wenn die Gleichung der Curve zwifchen Polarcoorbinaten gegeben ‘ 
Wenn man durch den Pol ein Perpendifel auf den Radiusvector zieht, 
ſchneidet daſſelbe die Zangente in einem Punfte, deſſen Abfland vom Pole 
ausgebrüdt wird durch: 


p=rtag. (0 — ) = r? =, (k) 
und man nennt die Länge p nach der Analogie zuweilen die Polarfubtan- 


gente. 
Die Formel (j) läßt fih durch eine fehr einfache Eonftruction direct er 
halten; denn es feien m, m, (ig. 45) zwei einander unendlich nahe Tiegenke 
unfte einer Curve, fo daß die gerade Linie mt, weldhe eine Tangente ve 
urve im Punfte m ift, als die Verlängerung des unendlich Fleinen Bogen 
mm, betrachtet werben kann; O fei der Pol und OX vie gerade Linie, von 
welcher aus die Winfel ꝙ gezählt werden. Wenn man mit dem Halbmeſſer 
Om den unendlich Fleinen Kreisbogen mu befchreibt, fo hat man mu — rdg, 
um, — dr, und man fann mum, als ein gerabliniges, in us rechtwinkliges 
Dreied betrachten, welches gibt: 
dr 
rd " 
Man kann aber den unendlich Heinen Sector Omu aud als ein in m red 
winfliges Dreieck betrachten, und folglich iſt: 
tang. umm, = cot.(d — 9). 
$. 180. Da die Länge eines Curvenbogens, von einem auf ber Curve 
genommenen feften Punkte aus gezählt, eine Größe ift, welche nicht von dem 
angewandten Eoorbinatenfyfteme abhängt, fo braucht man, um den Ausbrud 
von ds in Polarcoordinaten zu erhalten, für dx und dy nur ihre aus ben 
Gleichungen (i) abgeleiteten Werthe in die Formel: 
ds? — dx? + dy? 
zu fubftituiren, wodurch man erhält: 
| ds? = dr? + r2dy2, (1) 
Die vorhergehende Conftruction gibt auch dieſes Nefultat fehr einfach, wei 
man mm, nur ald die Opptenufe des in ze rechtwinkligen Dreieds mum, # 
betrachten braucht. | 


tang. umm, = 


Unter der von einer auf Polarcoorbinaten bezogenen Curve eingefchloffe- 
en Fläche verfteht man die Fläche, welde zwilhen ver Eurve, dem feften 
ad dem beweglihen Radiusvector Om Tiegt. Wenn alfo der bewegliche Na- 
msvertor aus der Lage Om in die unendlich wenig davon verſchiedene Lage 
Im, übergeht, fo nimmt die von der Eurve eingefchloffene Fläche, welche wir 
it u bezeichnen wollen, um bie Fläche des unendlich Heinen Dreiecks, Omm ,, 
orin Om, als die Grundlinie mu als die Höhe betrachtet werden kann, zu. 
tan bat alfo: 

du = m (r+dr) rdy, 
d wenn man bie unenblich Meine Größe der zweiten Ordnung unberüf- 
htigt läßt: 


du = r2dg. (m) 


* Diesen derfelben Fläche, aber in rechtwinkligen Coordinaten ausge⸗ 
gt, iſt: 


du= > (xdy — ydx), 


2x? + y?2, dgo—d arc.1g 7) — ee (u) 


Wegen der Wichtigkeit der Formeln (m), (n) in der Mechanik und Aftro- 
mie kann es wünfchenswerth erjcheinen, fie durch die Methode der Grenzen 
zuleiten. Wir wollen daher bemerken, daß, wenn der Radiusvertor aus der 
ge Om in die Lage Om, übergeht, die Veränderlihen e, ꝙ reſp. um Ar, 
9 und die Envenflähe um den Sector Omm, — fa zunehmen. Nun 
gt aber die Fläche dieſes Sectors zwiſchen den Flächen der beiden Kreisfec- 
ren, welche venfelben Winkel am Mittelpunkte und die Halbmefler r, r + Ar 
ben, d. h. man hat, wenn Ar als pofitiv betrachtet wird: 


Au> —* Ay, Au — (r + Ar)? Ag. 
ber das Berhältniß: 
644 49 





* 2 AQ- 
st die Einheit zur Grenze, wenn Ag, Ar gegen Null convergiren, und 
glich Hat das Berhältnig: 


Au 





1 2 
Ph 


ud die Einheit zur Grenze, woraus ſich die Gleichung (m) ergibt. 

$. 181. Wenn die Gleichung einer Curve zwiſchen Polarcoorbinaten bie 
form r = fo hat, wo fyp eine Funetion ift, welche für alle reelle Werthe 
on @ reell bleibt, und mit ꝙ ohne Ende zu- ober abnimmt; fo «wird bie 
lurve eine Spirale genannt. Sie ſchneidet jede vom Pole and gezogene un⸗ 
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beftimmt verlängerte gerade Linie in unendlich vielen Punkten, und ver Bogen, 
welcher zwifchen zwei aufeinanverfolgenden Durchfchnittspunkten der Curve mit 
demfelben Rabiusvector Liegt, wird eine Windung genannt. Uebrigens haben 
bie geometrifchen Eigenfchaften viefer Curven faft nur theoretifches Intereffe. 

Die fogenannte Arhimedifhe Spirale, deren Gleichung folgende if: 

r=ag, 

bat die einfachfte Form. Man fann fich vorftellen, daß fie von einem Punkie 
m ($ig. 46) befchrieben wird, welcher fih mit einer conftanten Geſchwindigkeit 
auf einer durch den Pol O gehenden geraden Linie MN fortbewegt, während 
fih diefe gerade Linie felbft mit einer conftanten Winfelgefchwindigfeit um den 
Pol dreht. Auch muß man annehmen, daß, wenn der Punkt m dur den Pe 
geht, die bewegliche gerade Linie MN mit der feften geraden Linie OX, von 

welcher aus die Winkel ꝙ gezählt werben, zufammenfällt. | 

Den Parameter a, welcher die Ränge ausprüdt, die der Punkt ın auf der 

eraben Linie MN durchläuft, während dieſe einen Winfel befchreibt, welder 
5 zu der halben Umdrehung ober zu 1800 wie 1 zu = verhält, kann man 
immer als pofitio betrachten. Wenn die Conftante a poſitiv iſt, fo wird e : 
mit ꝙ negativ, und nad dem Geſetze der Bewegung ift einleuchtenn, daß die : 
negativen Werthe des Radinsvectord nach einer der Richtung der poſitiven 
Werthe gerade entgegengefesten Richtung genommen werben müffen. Wenn 
z. B. OM mit OX ven pofitiven Winfel MOX bildet, fo wird der Rabinte . 
vector von O nach m gemeflen; aber vorher bildete OM mit OX ben negas . 
tiven Winkel M’OX und der bewegliche Punkt m befand fih in m’, fo daß 
der Radiusvector Om! in dem entgegengefegten Sinne von OM‘ genommen 
werben muß. 

Die Archimediſche Spirale enthält alfo zwei Syſteme entgegengefehter 
Bindungen, welche fih im Anfangspunfte vereinigen. Wenn man eins biefer 
Syſteme a pen ‚, fo würbe die Curve im Anfangspunfte plößfich unterbro- 
den, und das Geſetz der Stetigfeit der yufammengefegten Bewegung, woburd 
die Curve befchrieben wird, bliebe unberüdfichtigt. 

Die Gleichung diefer Spirale gibt: 


tang. (9 —g) = — =g, 


fo daß die Curve die gerade Linie OX im Anfangspunfte berührt. Ferner hat 
man nach der Formel (k): 

— r? — 2 

pP — T — ap . 


Es fei R = 2a, fo daß der Radiusvector bei jeder Umdrehung des befchrei- 
benden Punktes um R zunimmt, fo erhält man: 


r=— (P) 
f 
woraus tang. (d— ) = — 9 folgt. Diefe Curve (Fig. 47) wird die hy⸗ 
perbolifhe Spirale genannt; he macht um den Bol, welchem fie fi 


ohne Ende nähert, ohne denfelben jemals zu erreichen, weil man ber 

p einen unendlichen Werth beilegen müßte, wenn r verfchwinven follte, une 
endlich viele Windungen. Sie hat die gerade Linie, deren Gleichung zwiſchen 
rechtwinkligen Coorbinaten y = a ift, zur Afymptote, indem der Winfel ꝙ von 
der Halbare der pofitiven x aus gezählt wird. Denn die Gleichung (p) wir 
in diefem Coordinatenſyſteme: 





y=afür = 0 folgt. 

an man us die negativen Werthe von 9 berüdfichtigt und die ihnen 
enden negativen Werthe von r conftrnirt, wie bereits bei der Archi- 
en Spirale bemerft wurde, fo befommt die logarithmiſche Spirale zwei 
fche Zweige. Da aber zwifchen ven beiden fo conftruirten Zweigen 
ine Unterbredung der Stetigfeit ftattfindet, fo bleibt dieſe Erweiterung 
ftruction der Gleichung (p) rein conventionell, und entfpringt, wie bei 
imed’fhen Spirale, nicht aus der Nothwenbigfeit der Erhaltung ber 
it der Bewegung, durch welche die Curve befchrieben wird. 

e logarithmiſche Spirale ift diejenige, deren Gleichung fol- 


9= I log. r, oder r— e"P, 
nm 


ht, wie die hyperboliſche Spirale, unendlich viele Windungen um den 
ıe ihn jemals zu erreichen; aber fie hat feine Afymptote., Die Formel 
für diefe Curve: 

cot. (6 — ) m, 
folgt, daß der Radiusvector mit der Tangente einen conſtanten Winkel 
oelche merkwürdige Eigenſchaft man zur geometrifchen Definition ver 
ehmen fann, 


Bweites Kapitel. 
Theorie der ebenen Umbhüllungslinien. 
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182. Es fei: 

F(x,y,a)=0, (a) 
Hung unendlich vieler Eurven, welde fih nur durch den Werth des 
erd a von einander unterjhheiden (6. 162), und: 

(&,y,)=0 (b) 
Differenzialgleihung, welche dieſer Reihe von Curven entfpricht und 
wird, wenn man bie Conſtante a zwifchen der Gleichung (a) und ihrer 
bleitung eliminirt; fo Tann es gefchehen, daß die in Rede flehenven 
einander nicht fihneiven, wie wenig bie fuccefliven, dem Parameter a 
en Werthe auch von einander verfchievden fein mögen. Diefer Fall 
desmal flatt, wenn man aus ber Gleichung (b) nur einen einzigen 
Berth für y‘ ableiten kann, was für reelle Werthe x und y auch bei- 
in mögen, weil, wenn mehrere ber Eurven (a) fih in einem Punkte 
Aſchnitten, die Werthe x,, y, für y’ eben fo viele verfchiedene Werthe 
üßten, als fih in dieſem Punkte Curven durchfchneiden, indem bie 
m biefer Curven im Durchſchnittspunkte verfchievene Neigungen gegen 
iſſenaxe hätten. | 
nn man 3.9. x? - y? — a0 feht, fo find die fraglichen Eurven 
ſche —2 welche keinen gemeinſchaftlichen Punkt haben können, wel⸗ 
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hen Werth der Unterfchied der Halbmeſſer auch Haben mag. Die Gleichung 
(b) wird in dieſem Falle: x + yy’ = 0 und fie gibt für y‘ nur einen einzi 
reellen Werth für alle reelle Werthe von x und y, wie es auch ver Fall * 
muß. Für x — O, 7 0 erſcheint zwar der Werth von y’ unter ber unbe 

immten Form 2; aber wenn man zur Beflimmung des wahren Werthes von 
y die Methove in $. 142 anwendet, fo kommt man auf die Gleichung y'? ——1, 
deren Wurzeln imagindär find. 

Es kann and gefchehen, daß die in der Gleichung (a) enthaltenen Linien 
fih alle in vemfelben Punfte ſchneiden, und diefes muß flattfinden, wenn bie 
Werthe der Coordinaten dieſes Punktes vermöge ber Steidung (b) für yf 
einen wirklich unbeflimmten Werth geben. So gehört z. B. die Gleichumg 
y— ax einer Reihe geraber Linien an, welche fi alle im Anfangspunftt 
der Coordinaten burchichneiden und da die Gleichung (b) in viefem Falle 
yx— y=0 wird, fo findet man, daß die Unbeſtimmtheit von y’ für die 
Werthe x — 0, y= nicht gehoben werben kann. 

6. 183. Wenn dagegen die Gleichung (b) fo beichaffen ift, daß fie für 
unendlihe S —* reeller Werthe von x und y mehrere reelle Werthe für y' 

ibt, fo var chneiden fich die Eurven (a) in einem, oder in mehreren Punkten. 

je wollen der Einfachheit wegen annehmen, daß zwei diefer Curven nur einen 
einzigen Durchfchnittspunft haben, wodurch in der Unterfuhung nichts geändert, 
ber Vortrag aber erleichtert wird. 

Es feren a und a + Aa zwei verfchievene Werthe des Parameters a, # 
find die Gleichungen der diefen befondern Werthen des Parameter a entſpre⸗ 
enden Eurven: 





F(x,y,a)=0 (a) 
F(x,y‚,a+ Jı)=0 (a,) 
und bie Coorbinaten des Durchfchnittspunftes find die aus dieſen beiden Glei 
Hungen abgeleiteten Werthe von x, y. Diefe Eoorbinaten ändern fi, und 
der Punft verrüdt fih auf der erſten Curve, wenn man Ja immer Heiner 
und Fleiner nimmt. Geht man zu der Grenze über, indem man Aa unendlig 
fein nimmt; fo verwandelt ſich die Gleichung (a,) in folgende: 


F(x, s, + d=0 


fo dag man ftatt der Gleichungen (a), (a,) bie beiden folgenden hat: 


F(x,y,a)=0 (a) 
d F 
da 0, (a') 


und die aus diefen letzten Gleichungen abgeleiteten Werthe von x, y find bie 
Grenzen, welchen fi die Werthe der aus ven Gleichungen (a), (a,) abge 
leiteten Werthe berfelben Coordinaten ohne Ende nähern, wenn man Aa via 
Ende abnehmen läßt. Mit andern Worten: der fo beftimmte Punkt (x, y) iſt 
der Durchſchnittspunkt zweier einander unendlich naheliegenner Carven, 
Gleichungen refp. folgende find: 

F(x,y,a)=0, 

F(x,y,at+da)=0, 

Diefer Punkt verrüct fih, wenn man den Werth bes Parameters verändert; 
er befchreibt in ber Ebene der Curven eine fletige Linie, wenn man biefen 
Parameter fich fletig ändern läßt, und nach den erften Begriffen der analytr 
ſchen Geometrie wird die Gleichung diefer Linie: 
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g RX, ) 50 (a) 

rd die Elimination von a zwifchen den Gleichungen (a), (a‘) erhalten. 

Die Linie (a) hat die merfwürbige Eigenſchaft, daß fie alle Linien der 
be (a) berührt; und in der That ift die Gleichung (a) nichts anders, als 
Gleichung (a), worin für a fein aus der Gleichung (a’) abgeleiteter Werth 
Function von x, y gelebt if. Man Fann daher, flatt unmittelbar die 
eihung (a) zu differenziren, um die Tangente der durch dieſe Gleichung 
Sgebrückten Eurve zu beflimmen, die Gleichung (a) differenziren, indem man 
Größe a nicht mehr als einen conflanten Parameter, fondern als eine 
netton der Beränderlidhen x, y betrachtet, und man hat daher, weil y felbft 
e Zunction von x if: 

dF dF dF /ıda da 


—_ / (2, u @\— 
at? dy + da it? dy 0 
r blog: 
dF dF 
— ı__Z- 
F *5 dy 0, 


if der für a zu fuhftitwirende Ausdruck mit x, v der Gleichung (a) Genüge 

Die Ableitung y’ Hat folglich für den gemeinfchaftlichen Punkt ver 
den Eurven (a), (a) denfelben Werth‘, welche der beiden Eurven man auch 
rachten mag, d. h. diefe beiden Curven haben in diefem Punkte eine gemein- 
aftliche QTangente, oder berühren einander. 

Die Euren (a) werben die umhüllten Curven und die Eure (a) 
rd die Umhüllungscurve genannt, weil fie die fämmtlihen Curven (a) 
rührt oder umhüllt. Dan nennt auch die Umhüllungscurve wohl die Berühß- 
ngscurve, weil fie der geometrifhe Ort der Berührungspunfte je zweier 
ander unendlich nahe liegender umhüllter Curven iſt, oder was eben fo viel 
ißt, weil der Durchſchnittspunkt zweier einander immer näher fommender um- 
ter Linien fi ohne Ende der Umbällungsiimie nähert, und zugleich bie 
ıngenten der beiven umhbüllten Linien im Durchſchnittspunkte fih ohne Ende 
ander nähern. 

6. 184. Um die Begriffe an einem Beifpiele zu firiren, wollen wir bie 
leichung: 

2 
144 22 (e) 
2p 


hmen, welche die Parabel ausdrückt, vie ein fchwerer materieller Punkt be- 
weibt, der vom Anfangspunkte der Coorbinaten aus unter einem Winkel auf- 
irtd geworfen wird, deſſen trigonometrifhe Tangente = a iſt, indem bie 
rdinaten y in verticaler Richtung von unten nach oben gemefjen werben. *) 

Wenn man den Wurfwinfel, und folglich den Parameter a fich fletig 
dern Iäßt, fo erhält man unenvlich viele Parabeln, deren Umbüllungslinie 
ich den obigen Formeln folgende Gleichung hat: 


xi = 22(2 — ) oder p — 2py — x? =(, (Y) 


‚ daß diefe Umhüllungslinie eine andere Parabel ift, deren Brennpunkt im 
nfangspunfte der Eoorbinaten Tiegt (Fig. 48). 

& faun gefchehen, daß die üllungslinie (a) einen Theil der Curven 
a) berührt, und einen andern Theil diefer Curven nicht. Wenn fih 3. B. 


yzax— 





*) Traite de Mecanique par Poissen, T. I. p. 397. 
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der Mittelpunkt eines Kreiſes von veränderlihem Halbmefler auf der Abfcifien- 
are fortbewegt (Fig. 49), fo daß die Abfciffe OP des Mittelpunftes dieſcs 
Kreites und fein Halbmeffer PM vie Abfciffe und Ordinate der Ellipfe ABA: 
find, deren Gleichung folgende iſt: 
x? 22— 
7 090 
fo iſt die gemeinſchaftliche Gleichung der in Rede ſtehenden Reihe von Kreiſen: 


@- +7 (ma), 
m? 


wo a die Abfeiffe des Mittelpunftes bezeichnet, und hieraus ergibt fich für bie . 
Gleichung der Umhüllungscurve: | 


welche folglich eine zweite zu der erflen concentrifche Ellipſe «aBa'B’ iſt, bie | 


diefelbe Are BB’ und die Are aa’ > AA! hat. Für alle zwifchen — — | 

Varta 
und m liegende Werthe von a berühren aber die einander unendlich nahe Tiegen- 
den Kreiſe fih unter fi) und auch die Umhüllungsellipſe nicht mehr, weil bie : 
Gleichungen (a), (a) geben: 


som tm) _,, —* _ (arte 
m? — m* 

woraus ſich für y ein imaginärer ergibt, fobald a größer wird als — _ . 
Ym!+a 





$. 185. Wenn eine Tinte durch eine Gleichung: 
F(x,y,a,b)=0 
gegeben ift, worin zwei Parameter a, b vorkommen, fo fann man zwiſchen 
a, b einen folhon Zuſammenhang fefiftellen, daß die durch die fletige Berän- 
derung des Parameterd a erzeugten umhüllten Linien eine gegebene Linie: 
PG, ) 30 
zur Umhüllungslinie haben. Da in dieſem Falle die Ableitungen von F und ꝙ 
y denfelben Werth geben müffen, fo hat man, wenn man y’ zwifchen bie» 
en Ableitungen eliminirt: 
dF dy dF dp __ 
dx dy dy d« 
und die Elimination von x, y zwifchen ven drei vorhergehenden Gleichungen 
führt endlich auf die gefuchte Gleichung zwifchen ven Parametern a, b. 
Es fei 3.3. die Gleichung: 
y2 -2ax +Hhb= s 
einer Parabel gegeben, deren Are mit ver Are der x zufammenfällt, und es fei: 
j x? + y? — r2 — 0 
bie Gleichung eines Kreifes, welcher die Berührungslinie aller durch vie erſte 
Gleichung ausgebrüdten Parabeln werden fol, wenn man varin a ſich ändern 
läßt, nachdem zwifchen a und b ein fehicklicher Zufammenhang feſtgeſtellt iſt; 
jo hat man, wenn man biefe beiden Gleichungen bifferenzirt: 


0, 
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y’ta=0, xs+yy=0, 
kaud x — a folgt. Subſtituirt man biefen Werth von x in die Gleihun 
e Parabel und in bie des Rreifes, fo erhält man ’ Hung 


+22 +0,22 +2 — 2 —0, 
d folglich: 
b=— (a? + r), 

daß die Gleihung der umhüllten Linien, worin der Parameter a willkührlich 
nbt, folgende. Form annimmt: 

y? + 2ax— (a + r?)=(, 

S. 186. Es Tann gefchehen, daß die Umhüllungslinie eine der umbüllten 
sten iſt, oder daß fi die Gleichung der erfteren dadurch aus der allgemei- 
a Gleichung der letztern ergibt, daß man dem veränderlichen Parameter einen 
ſtimmten Werth beilegt. Diefes findet ftatt, wenn ſich der aus der Gleichung 
) als Aunction von x, y abgeleitete Werth von = vermöge ber Gleichung 
ı) der Umhüllungslinie auf einen conftanten Werth reducirt, welcher auh — 0, 
er — © fein fann. Wir wollen 5. B. für die Gleichung der umbüllten 
nien folgende nehmen: 


x? +7? — 2) (x? — 2a) + 02 - 12) 22 —(, 
ergibt ſich aus der Gleichung (a): 


„re +tror) 


y2 — r2 ' 
ıd wenn man dieſen Werth von a in bie gegebene Gleichung fuhftituirt, fo 
Halt man für die Gleihung der Umhüllungslinie : 
x? (x? + y? 
pn 

ermöge biefer Gleichung iſt der durch die vorhergehende Gleichung gegebene 
zerth von a — 0, und in der That ift einleuchtend, daß ſich in dieſem be— 
adern Falle die Gleichung der Umhüllungslinie aus der allgemeinen Gleichung 
z umbüllten Linien dadurch ergibt, daß man dem Parameter a den befonvern 
zerth Null beilegt. Aber im Allgemeinen machen die VBeränderlihen x, y 
a aus der Gleichung (a) abgeleiteten Werth von a nicht verſchwinden, und 
e Umhüllungslinie gehört folglich nicht zu der Reihe der umhüllten Linien. 

Hierdurch wird, wenigftens für die Differenzialgleichungen ver erften 
vonung, bie Eriftenz der fogenannten fing ulären Integrale oder Auflö- 
ngen, wovon bereits in 6. 164 die Rede geweſen iſt, gerechtfertigt. Es iſt 
leuchtend, daß bie Gleichung (a) das allgemeine Integral der Gleichung (b) 
, daß die Reihe ver umhüllten Eurven der Reihe der partifulären Integrale 
tipricht, und daß das finguläre Integrale der Gleichung (b) die Gleichung 
r) der Umhüllungscurve i ‚, welche im Allgemeinen nicht mit einer der um«- 
illten Linien zufammenfällt, wenn gleich ihre Gleichung auch ver Gleichung 
) genügt, he daraus für y/ ein Werth von x, y ergibt, der mit dem 
entiſch iſt, welcher fih aus der Gleichung (a) ergibt, nachdem man aus die⸗ 
t Gleichung den Parameter a fortgefhafft hat. 

$. 187. Die beiden Umhüllungslinien, welde man erhält, wenn man 
em Tarameter a die beiden Werthe a, a + fa beilegt, haben im Allgemei- 
en einen Durchſchnittspunkt ($. 183), und für die Werthe von x, y, welde 
inem Durchfchnittspunfte angehören, ift der aus der Gleichung (a) als Function 
on x, y abgeleitete Werth von a wenigftens ein boppelter, weil jeder ber 

Eournot, Theorie der Functionen ıc, 14 


r?) =(, 
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fi in dieſem Punkte ſchneidenden umhüllten Tinien ein Werth von a entfpredien 
muß. Aber auf der Berührungslinie felbft findet Fein Durchſchnitt flatt, wer) 
man fihliegen muß, daß mehrere aus der Gleihung (a) als Function w 
x, y abgeleiteten Werthe von a für die Werthe von x, y einander 
werden, welche der Gleichung der Berührungslinie genügen. Sp gibt 3. 3 
die Gleichung (ec): 






„rt VYrormoe 

x oo. 
und die beiden Werte von a werden für die auf der Umbüllungsiinie () 
liegenden Punkte einander gleih. Nun ift aber aus der Theorie der algebens: 
fchen Gleichungen befannt, daß die Gleichung (a’) genau die Bedingung auf‘ 
drückt, unter welcher die als algebraifch und in Beziehung auf die Unbefannk 

a als rational vorausgefehte Gleichung (a) gleihe Wurzeln hat. 
Wenn die Gleichung (a) in Beziehung anf a aufgelöft, und auf die Form: 

a— /(xs,)=0 (a) 

gebracht ift, fo muß die Gleichung (a) wegen der darin vorkommenden War 
zelgrößen und deren doppelten Zeichen als vielfürmig betrachtet werden, fo daß 
fie mit mehreren verfchiedenen Gleichungen: 
a — G, y)=0,a—f, (x, ) S O, etc. (a,) : 
gleichbedentend if. Ä 
Sp gibt 3. B. die Gleichung (c) dur die Auflöfung dieſer beiden be 
fondern Gleichungen: | 





„„atvVeoinor (e,) 


x 


a = PVP (c,) 


x 


Die Gleichung (c,) findet für alle Punkte der umfchloffenen Yarabel flatl, 
welche auf dem Theile mO (Fig. 48) der Curve Tiegen, und vie Gleihum 
(e,) findet für alle auf dem Stüde mn Tiegende Punkte flat. Denn dat 
Binom ax—p, deſſen erfted Glied die veränderliche Ordinate der Tangente Ot 
ausdrückt, und deſſen zweites Glied eine dem Parameter ber umfchließenden 
Parabel gleiche Eonftante ift, wird offenbar negativ, wenn x verſchwindet, indem 
der Zahlenwerth dieſes Binomes für wachſende Werthe von x abnimmt, bi 
er verfchwindet, wenn x der Abfciffe des Berührungspunftes der Umhüllungt⸗ 
und der umhüllten Linie gleich wird, worauf diefer Werth, wenn x fortwährend 
zunimmt, nothwendig negativ wird. 

6. 188. Wenn die Gleihnng (a) auf die Form (a) gebracht iſt, N; 
rebueirt fih die Gleichung (a’) auf das abfurde Nefultat 1 = 0, weldes 
Gleihung der Umhüllungslinie nicht geben kann. Diefes rührt, wie wir ebes 
gefehen haben, daher, daß die Theile der durch eine der Gleichungen (a,) 
ausgedrückten Eurven feinen Durchſchnittspunkt mehr haben. -Mllein man uf 
bemerken, daß die Gleichung (a), wenn man für a feinen Werth f(x, y) fu 
ſtituirt, iventifch wird, fowohl als jede ihrer Ableitungen in Beziehung auf x 
amd y, fo daß man iventifch bat: 

JE gr 0 2060 dF 
da 


dx 


dF df 
«| 5*7 “Ay 





folglich: 
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Y__dE.dE d_ AR .dr 

dx dx’ da’ dy  dy’ da 
macht aber die Relation zwifhen x, y, welche bie Gleichung ber Umhül⸗ 
inie iſt, die Größe — verjchwinden, wenn bie Gleichung (a) von 


elgroͤßen befreit iſt, und folglich muß fie die Ausdrücke L, ¶¶ umend- 


achen, was ein Mittel an die Hand gibt, die Gleihung der Umbüllungs- 
zu finden, jelbft wenn die Gleichung der umhüllten Linien in Beziehung 

aufgelöft if. Wenn man 5. B. für f den aus der Gleichung (a) ab« 
eten Werth nimmt, fo kommt: 


4 _+Pt3yVP® —ıyr — x 
dx — x· pP — 2py — x? 
ff _— p 
1 fr 2p— 
man findet die Gleichung der Umhüllungslinie (y) dur die Bedingung 
7, daß diefe Werthe unendlih werden. 
Daffelbe läßt fih auch auf folgende Weiſe darthun: 
Benn man die Gleihung (a) differenzirt, indem man die Größe a fuccef- 


als eine Conſtante und dann als eine Function der Veränderlihen x, y 
chtet, fo hat man nah 6. 183: 








4 





dF dF dF /da da 
Lı_ , —_l(Z @\—0: 
12 t? dy + da \dx ’ 5) 0; 


ch: 
dF dF 
y 1003 
dx dy 
j dF  dF dF /da =): dF 
mom dy da \dx dy/ " dry 


dieſe beiden Werthe von y’ flimmen überein, wenn man a fo als Func- 
von x, y beflimmt, daß der einen oder der andern ber beiden Gleichungen: 


dE_ 0, dF__ 
da HD57 

ige geſchieht. Wenn vie Function F eine von Wurzelgrößen und Nennern 
ite algebraiſche Function if, fo kann bie zweite biefer Gleichungen feine 
ungen haben. Aber die verſchiedenen Transformationen, vermittelft wel- 
man bie Gleichung (a) von Nennern, ober Wurzelgrößen frei macht, 
n im Allgemeinen in die eine diefer beiden Gleichungen die Auflöfungen 
welche aus der andern verfohwinden. Uebrigens muß, wenn die Ableitung 


unendlich wird, im Allgemeinen auch die Ableitung — unendlich werben, 


fie fonft die Ableitung y’ befländig Null wäre. 

6. 189. Die Umhüllten Linien fonnen auch gerade fein, oder die ©lei- 

ı Ca) fann in Beziehung auf die Veränderlichen x, y eine lineare Form 
14 * 
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haben, und in dieſem Falle fällt das Syftem ver umhüllten Linien offene 
mit dem Syſteme der Tangenten der Umhüllungscurve zufammen. F 
Wenn die Gleichung (a) in Beziehung auf x, y linear iſt, fo yet. 
die Korm: “ 
y=xya — 9,3; * 
aber man kann die willkührliche Conſtante verändern, und ꝙa —c ſetzen, we. 
durch die vorhergehende Gleichung die einfachere Form: | 
y=cex-+ dc 
annimmt und die Gleichung (b) wird in diefem Falle: 
y=xıyY' +yYy". 
Man Fann für das Syflem der umhüllten Linien das Syſtem ver Not 
malen einer gegebenen Curve nehmen; aber alsdann führen die Relationen ber 
Umbüllungscurve zu der urfprünglichen Curve auf eine fehr wichtige Xheorie, 
welche ein befonderes Studium erfordert, und deren Auseinanverfeßung ber. 
Gegenftand des folgenden Kapitels iſt. 


Drittes Kapitel. 
Theorie der Evoluten und der Krümmungshalbmeſſer ebener Eurven. — 


Brennlinien. — Theorie der Berührungen der verfchiedenen 
Orönungen zwifchen ebenen Curven. 





1. Theorie der Evoluten und der Krümmungshalbmefler ebener Eurven. 
$. 190. Wie im vorlegten Kapitel wollen wir bie veränderlichen Eoor- 
dinaten der Normale der Curve: 

J&, »=0 — 
im Punkte (x, y) mit &, 7 bezeichnen, indem fie wieder zu den Eoorbinate 
x, y parallel find und von demfelben Anfangspunfte aus gezählt werben, fo 
ift die Gleichung der Normale: 

$—-ı+W —-„y=0. (1) 
Wenn man in diefe Gleichung die aus der Gleichung (,F) abgeleiteten Werte 
von y, y’ als Functionen von x fubftituirte, fo nahme fie folgende Form an: 
F(£, N, x) =0, (2) 
indem fie in Beziehung auf die Veränderlichen E, 7 linear bliebe, und max 
fönnte darin x als den veränderlichen Parameter betrachten, deffen Werth jede 
der geraden Normalen beftimmt, deren Umhüllungslinie gefucht wird. Di 
Gleichung diefer Umbhällungslinie : 

9 (5, „) =0 (9) 
ergäbe fih aus ter Elimination von x zwiſchen ber Gleichung (2) und ihre 
Ableitung in Beziehung auf x, nämlich: 

dF 


dx 
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w aber dieſe Subflitution bewerfftelligen zu Tönnen, müßte man die Zunction 

particularifiren, und da es für den Augenbli im Gegentheil darauf anfommt, 
"Refaltate unabhängig von der Form dieſer Function auszudrücken , fo wollen 
r anmittelbar mit der Gleichung (1) operiren, indem wir fie in Beziehung 
x x bifferen alren und dabei y, 5 als implicite Functionen von x betrachten, 





e der Sleihung (f). 
iefe Rechnung gibt: 
Ad+r)+@—n,'=0, (3) 
raus folgt: 
1 12 iA 02 
yJ= En ‚E-:ı-— an ) 
‘ 
G-9+0-m =. 


In dieſen Formeln bezeichnen &, 7 die Coorbinaten bes Durchſchnittspunk- 
der Normale im Punfte (x, y) mit einer unenvlih nahe liegenden Normale 
‚ 183) oder die Coorbinaten des Punktes, worin die Normale im Punkte 
‚ y) die Umhüllungscurve (y) berührt. Wenn man folglich die Entfernung 
3 Punftes (x, y) von dem erwähnten Punkte (&, 7) mit E bezeichnet, fo 
o eine Function der unabhängigen Veränderlichen x, welche durch die Formel: 


—_ dt y")° 


1 42)1 ds 
er =+(5 2): ii (e) 
geben wird, wo der Werth von g, wie alle nicht a den Coorbinatenaren 
rallel g Kgählten Längen, mit dem doppelten Zeichen + behaftet if. Wenn 
an die Wurzelgröße: 


— d 
YiH”=Z 


fitiv nimmt, oder den Bogen s mit der Abfciffe x zugleich wachſen läßt, fo 

t oe daflelbe Zeichen, als y’’ und ändert in allen Fällen das Zeichen mit y”. 
§. 191. Da die Normale der Eurve CF) im Punkte (x, y) die Umpäl- 

ngslinie (0) im Punfte (&, n) berührt, fo hat man, wenn X ven Winkel 

zeichnet, Deinen diefe Normale auf der Seite der pofitiven Abfeiffen mit der 
re ber x bildet: 


taug.A = ra oder S sin. — 2 co.A—=0(. (4) 


erner gibt die Gleichung: 
oꝛ (5 — ) +Wm—y)), 
enn man ſie in Beziehung uf y unabhängige Veränverliche x differenzirt: 
l 
— 294 0 ln) 
der wegen ber Gleichun⸗ (1) ie: 


ern. 
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Wenn man für &E—x, n—y ihre Werthe o cos. A, o sin. A ff 
fo erhält man: 






do dE dn . 
z==Sz cos.\ +7 sin.), 
und wenn man beide Theile der Gleichungen (4), (5) zum Duabrate 
und die Refultate zufammen abbirt, fo findet man endlich: E 

do? dä? + dy? E 

dx — dx j in. 
Wenn man die Länge des zwiſchen dem feften Punkte auf der Curve und 


beweglichen Punkte (5, 7) Tiegenden Bogens der Eure (p) mit a bez 
fo hat man ($. 174): 





do _,/ de +dn ® 
——t+ —— _7 2, u 
dx = dx 
und folglich: 
e_+ do a 
dx — dx FR 
Wenn man alfo zwei Syfleme correfpondirender Werthe: J— 


Xor Por 0 Kr Os 9ı | 
betrachtet und annimmt, daß die Ableitungen 32. = in dem Intervalle WB | 
‘ A 


dafjelbe Zeichen behalten, ohne unendlich zu werben; fo find die Zahl 
der Differenzen 0, — 0,, 9, — ©, einander gleih, und haben gleiche, oder 
verjhiedene Zeichen, je nachdem die Größen o, o gleichzeitig zu= oder abneh⸗ 

men, oder die eine zu= und die andere abnimmt. | 

$. 192. Es fei mm, m, m, .... (dig. 50) die gegebene Curve, p 
welcher die fih auf der Ehene der xy bewegende gerade Linie flets normal 
bleiben muß, und wu, U, ls... . fei der geometrifhe Ort zweier einander 
unendlich nahe liegender Normalen, oder die Curve, welche von der beweglichen 
geraden Linie fortwährend berührt wird, fo folgt aus dem eben Bewiefenen, 
daß die erfte Eurve durch eine ftetige Bewegung des Endpunktes eines auf We 
weite Eurve gewidelten vollfommen biegfamen und ausdehnbaren Fadens %% 
—** werben kann, wenn dieſer Faden, indem er immer geſpannt bleikbt, 
von der Curve abgewickelt wird; denn auf dieſe Weiſe bliebe die Differenz be 
Längen mu, m,u, ſtets der Länge des Bogens su, glei, und ber gerai- 
Iinige Theil des Fadens, deſſen Endpunft die Curve mm, m, .... befchrieben, 
würde an feinem andern Ende die Curve uu, u,» +» - Derühren. 

Aus diefem Grunde hat Huygens, der Erfinder viefer Theorie, die 
Eve (p) die Evolute der Curve (f) und diefe die Evolvente der Emm 
(p) genannt. Kine ebene Curve hat immer eine in ihrer Ebene liegende Exp 
Iute, und kann nur eine einzige haben; aber fie bat unenblich viele Evol⸗ 
venten, weil bei der Abwicelung des über die Evolute gelegten Fadens jeber 
Punkt des gerablinigen Theiles dieſes Fadens, welchen man fih unbeſtimmi 
verlängert denfen fann, eine beſondere Curve befchreibt. 

Die Beſchreibung der ebenen Eurven durch ihre Evoluten hat eine große 
Hehnlichfeit mit ver Beichreibung des Kreiſes. Für den Kreis, deſſen Gler 


chung folgende if: 
(x — a? +r— P? =r 
findet man: 
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mn, &=a,n=ß, 

daß fich die EonInte des Kreiſes auf feinen Mittelpumft repneirt, Umgekehrt, 
der Befchreibung einer beliebigen Curve vermittelft ihrer Evolute fpielt jeder 
mft der Evolute ſucceſſive die Rolle eines Mittelpunktes, und der Halbmeffer 
ibt nicht conftant, fondern ändert fi von einem Punfte der befchriebenen 
re zum andern. Diefe Beichreibung wird uns fogleich zu einer andern 
fiht über die zwiihen den Eurven und ihren Cooluten flattfindende gegen- 
tige Abhängigkeit führen. 

S. 193. Um uns von der Krümmung einer ebenen Linie in jedem ihrer 
mfte einen genauen Begriff zu bilden, wollen wir ung vorftellen, daß man 
a Punkte m (Fig. 51) aus einen Bogen mu, —= Ss genommen, und dann 
deu Punkten m, m, die Tangenten mt, m,t und die Normalen mn, mo, 
‚sogen babe. Es bezeihne Ar den Winkel, welchen dieſe Normalen mit 
ander bilden, oder den äußern von den beiden correfpondirenden QTangenten 
bifveten Winkel, fo nimmt das Berhältnig: 

Ir 
7 (8) 


ößere oder Feinere Werthe an, je nachdem bie betrachtete Kurve mehr oder 
eniger krumm ift, oder fih in der Nähe des Punktes m mehr oder weniger 
m der Tangente mt entfernt, wenn vorausgeſetzt wird, daß der Curvenbogen 
der unmittelbaren Nähe des betrachteten Funftes feine Biegungen darbietet, 
andern in feiner ganzen Ausdehnung feine Converität immer nad demfelben 
inne fehrt, was man für jede fletige Curve erhalten fann, wenn man den 
ogen As hinreichend Fein nimmt. Wenn die Curve ein Kreis wäre, deſſen 
rammung offenbar in allen Punkten diefelbe ift, fo wäre das Verhaͤltniß (5) 
wohl von ter Länge des Bogens As, als von der Lage des Punktes m auf 


x Eurve unabhängig, und fein Werth wäre — 4, wo r den Halbmefler 





es ſereiſes bezeichnet. Dan kann alfo das Berhältnig _ ald das Maaß 


er Krümmnng bes Kreifes von dem Halbmefler r nehmen. 

Kür eine beliebige Curve mm, ändert fih das Verhältniß (g) nicht bios 
it der Lage des Punktes m, fondern auch mit der Länge des Bogens As. 
Bean jedoch die Größen Is, Ar beide immer Heiner und Meiner werben, fo 
mvergirt das Verhaͤltniß (g), vorausgefeht, daß feine Stetigkeitsunterbrechung 
atifindet, gegen eine beflimmte Grenze: 


dr 
ds 


elche man nah der Analogie als Maaß der Krämmung ver Linie im 
Iunfte m betrachten muß (6. 30 u. 38), fo daß auf diefe Weife vie Früm- 
mng jeder Curve und in jevem ihrer Punkte eine mathematifch beftimmte 
zröße wird. . 

Wenn aber der Bogen mm, mendlich Hein wird, fo iſt der Punkt n der 
yeiter oben beftimmte Punkt (&, 7), und da die Normalen mn, mo nur noch 
m eine unendlich Feine Größe von einander verfchieven find, fo hat man bis 
uf mendlich Meine Größen der zweiten Orbnung ds = odr, oder nad 
er Formel (p): 


4 


de 1 + y' 
dd "oo (try) 


Der unenblich Feine Winfel de wird ver Eontingenzwinfel genannt. 
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Ferner hat man unmittelbar, ofne dag man zu ber Formel (0) oder den 
Rechnungen, welche zu ihrer Ableitung gedient haben, zu vecurriren braucht: %.= 





ya GE 

de +de arc. tang. y = tr —— + dr, of: 
Yyirty: 

de—=+tYf1+ yo, en 


folglich: 
dr zu 2 
a tar = 


Das Verhältniß 4 ift folglich das Maaf der Krümmung emer Cum : 


im Punkte (x, y); der Punkt (&, 7) wird der Krämmungsmittelpuntt ges 
nannt und iſt der “Mittelpunft des mit dem Halbmeffer o befchriebenen Kreileh, 
welder im Punkte (x, y) diefelbe Krümmung, als die gegebene Curve hal . 
Die Evolute iſt der geometrifche Ort aller Krämmungsmittelpunfte der Evolvente. 


6. 194. Der Werth over die Größe der Krümmung, welcher immer der 
umgefehrte Werth des Krümmungshalbmeſſers ift, ändert fich in jedem Punkte 
der Eurve zu beiden Seiten des Punktes (x, y). Im Allgemeinen nimmt ber 
felbe in dem einen Sinne zu und in dem andern ab. Der aus dem Punfle 
(&, n) als Mittelpunkt mit dem Halbmeſſer ꝙ beſchriebene Kreis muß folglil 
innerhalb der Curve auf der Seite des Punftes (x, y) liegen, wo die Kram 
mung abnimmt, und außerhalb der Curve auf der Seite dieſes Punktes, ww. 
fie zunimmt. Diefer Kreis ſchneidet und berührt alfo die Eure zu gleichet 
Zeit im Punkte (x, y), jo dag die Tangente der Eurve auch Tangente 
Kreifes if, deſſen Mittelpunkt (&, 7) auf der Normale Liegt. 


Jeder Kreis dagegen, welder die Eurve in demfelben Punkte berüßeh 
aber mit einem größern, oder Heinern Halbmeffer als o befchrieben iſt, Tiegt 
ans demfelben Grunde zu beiden Seiten des Berührungspunktes außerhalb 
oder innerhalb der Curve. 


Außerdem ift nach der geometrifchen Conftruction, welde uns zur 
nition der Krümmung geführt hat, einleuchtend, daß fich der Kreis, welcher ım 
Punfte (x, y) mit der Curve eimerlei Krümmung hat, in der unmittelbaren 
Nähe diefes Punktes weniger von ihr entfernt, als jeder andere mit emem 
rößern, over Heinern Halbmeffer befchriebene Berüfrungsfreis. Huyghens 
Bat daher dieſen Berührungsfreis, welcher den Krümmungsmittelpunft zum 
Mittelpunfte Hat, ven Osculations- oder Krümmungsfreis genannt. 
Derfelbe Tiegt an der gemeinfchaftlichen Grenze der Kreife, welche die Curve 
innerhalb zu beiden Seiten des Berührungspunftes (x, y) und der, welche fie 
außerhalb zu beiven Seiten deffelben Punktes berühren. Es gibt jedoch Fälle, 
wo der Krümmungsfreis die Curve nicht mehr ſchneidet, namlich wenn ber 
Krümmungshalbmeffer im Punkte (x, y) durh ein Marimum, oder Mini- 
mum geht, und alsdann muß der Krümmungskreis aus demfelben Grunde in 
dem alle des Maximums die Eurve außerhalb zu beiden Seiten des 
Punktes (x, y) und in dem Falle des Minimums innerhalb zu beiven 
Seiten diefes Punktes berühren. In der Ellipfe 3. B. zeigt ſchon die Sym- 
metrie der Figur, daß der Krümmungshalbmefler in den Endpunkten der großes 
Are ein Minimum und in denen ter feinen Are ein Marimum if. 
Allgemeinen hat der Krümmungshalbmeffer in einer gefchloffenen Curve ohne 
Rückkehr, oder Wendepunkte wenigftens cin Marimum over ein Minimum, 
und überhaupt fo viele Marima, als Minima. 
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$. 195. Alle in dem Iehten Paragraphen angeführten Refultate find aus 
a geometrifchen Betrachtungen abgeleitet, und man kann fie leicht, wenn es 
orbert wird, rein analytifh erhalten. Zur Bereinfahung der Rechnungen 
len wir die Function: 

( — 5)2 - )., 

7 das Duadrat der Entfernung des Punktes (&, 7) von dem Punkte (x, y) 
f der Eume mit u bezeichnen, fo daß, wenn der erfte Punkt feſt bleibt, a 
8 eine Zunction der unabhängigen Veränderlichen x if. Wenn folglich die 
tfernung bes Punktes (&, 7) von dem Punkte (x, y) unter allen geraben 
nien, welde man von dem erften Punkte nach den benachbarten Punklen des 
eiten auf der Curve ziehen kann, ein Marimum, oder Minimum werben 
I, fo muß man haben: 


d x 
— —=5-2+0-Yr=0 (1) 
$. der Punkt (£, 9 muß auf der Normale der Curve im Punkte (x, y) liegen. 
Es findet ein Marimum, oder Minimum flatt, je nachdem: 
—— 14 — (n— ) Soder 2 0 


. Der erſten Ungleichheit würde nicht genügt werben können, wenn die Fac⸗ 
wen y — y, »“ entgegengeſetzte Zeichen haben, oder wenn die Curve 
ıb der Berührungskreis ihre Eonverität nach entgegengefeßtem Sinne fehren. 
Bir wollen daher annehmen, daß diefe Factoren einerlei Zeichen haben, ober 
x die Curve und ver Berührungsfreis ihre Konverität nach vderfelben Seite 
ee Tangente kehren; fo liegt der Berührungsfreis in ver Nähe des Punktes 
£, y) zu beiden Seiten außerhalb, oder innerhalb der Curve, jenachdem bie 
te, oder die zweite Ungleichheit erfüllt wird. Aber es findet weder ein 
Rarimum, noch ein Minimum flott, wenn man außer der Gleichung (1) 
och die folgende Hat: 

d?a 


a Fur ro-nr'=0 (3) 


. 9. (nach der Identitaͤt der Gleihungen (1), (2) mit denen, welche wir 
veiter oben durch biefelben Zahlen bezeichnet haben), wenn der Punkt (&, 7) 
er Mittelpunkt des Krümmungskreiſes if. Diefer Kreis ſchneidet und berührt 
fo die Eurve zu gleicher Zeit, und er liegt außerhalb, over innerhalb der 
Iurve auf der Seite der zunehmenden x, jenachdem man hat: 
— = It m Nyu<oer<o. 

Der Srümmungsfreis Tiegt endlich wieder zu beiden Seiten des Berührungs- 
sanftes außerhalb, oder innerhalb der Curve, wenn man hat: 

’ du _ — 

| FIN um, 
der wenn man ven aus der Gleichung (3) abgeleiteten Wert von 7 — y 


itnirt: 
ſabſti Hy'y!a — (1 + y’?) y⸗ — 0. (6) 
Aber wenn man die Gleichung (0) differenzirt, ſo findet man: 


de —4 * * (Byixa — (1 +y':)y), 


dx —  yua 
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und folglich drückt die Gleichung (6) die Bebingung aus, daß der Krüm 
—— durch ein Maximum, oder Minimum geht. 


6. 196. Wenn man x nicht als unabhängige Beränderliche betrachten 
will, fo nimmt der Ausprud des Krümmungshalbmeſſers folgende ſymmetriſche 


Form an: 
(dx? + dy’)i_ ds? 
9 I grdty—Ayd?x a ayaız (2) 
Run gibt aber die Gleichung: 
ds? = dx? 4 dy?, 
durch Differenzirung: 
d’s = SL, (7) 


worans folgt: 
ann = Ar täydn? _ (rrr4 any) Eer har) are arere) 
ds? — ds? 
(dxd2y—dyd3x)2 
— 75 


ds? 


= dixi +diy? — (8) 


und mithin if: 
aut o (art onen, 
8 
ds? 
mt ——————————, v2 
® fax + d?y2 — d2s2 (02) 
Die Gleichung (8) laͤßt fi auch auf folgende Form bringen: 
(dxd2y — dyd?x)2 — (d2x?2 + d2y2) ds? — (dx? -— dy?) d?s2, 
welche vermöge der Bleichung (7) übergeht in: 
(dxd?y — dyd2x)?2 — (dsd?x — dxd2s)2 + (dsd?2y — dyd?s)? 


= de (2) + (2) , 


[u .  @ 


dx\? dy\? 
v (+ 
Außerdem Hat man nach 6. 193: 
ds — odr, 


wo dr den Winkel zweier unendlich nahe Tiegender Tangenten ober den Ce 
tingenzwinfel bezeichnet. Man hat folglich: 


dıe=+ dx \’ dy\®, 
2 +/ (@ 9) 4 (@ 7 (?) 
Die Formeln (0,), (0,) und (c) werben in der Mechanik häufig angewanbl. 


Ferner hat man, wenn man Polarcoordinaten anwendet ($. 179) und ber 
Winkel ꝙ zur mmabhängigen Beränderlichen nimmt: 


und hieraus folgt: 


* 
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dx =dreos.g— rsin.pdgp, 
dv=drsi. ꝙ — r eos. gpdy, 
dx = dir eos. 9 — 2sin.p drdy — r cos. ꝙ42, 
d’iy = dir sin. + 2cos.p drdp — r sin. pdp?, 
d wenn man dieſe Werthe in den Ausdruck bes Rrimmungssalimefint ſub⸗ 


wirt, fo erhält man: 
dr2 \3 
( et dy? Ion) 








e= tr —— (0,) 
dr? d?r ‘ 
r3 + 2 Age — fr FTIE 
$. 197. Beiſpiel 1. Es fei die Gleichung der Ellipſe: 
x? y? _ 
etw 
geben, fo findet man: 
— .2 * b242 + (b*x?+aty?)i 
5x⸗ 9 ⸗ÿ — — = — — 7⸗, 


dd als Gleichung der Evolute zwiſchen —, 7 erhält man 


(a) + („2 2 Kan 


er von Wurzelgrößen befreit: 
_ al? b2 7? _ a2b?2&272 
1 (a? — b2)? (a? — | = 21 (a? — b2)r 
iefe Evolute (Fig. 52) Hat vier Rückkehrpunkte, welche den Enbpnnften ber 
en der Ellipſe ($. 194) entfprechen. _ 
Diefelbe Rechnung gibt die Evolute der Hyperbel, wenn man blos b/ —1 


r b ſetzt. 
Beiſpiel 2. Kür die Parabel „2 — 2px hat man: 
E=p+3,7 = 2a): or, 


—— FLUR — 
Vr Vr 
d die Gleichung der Evolute wird: 
8.E 
2 —— —__I/, 
Ü p 


iefe Evolute (Big. 53) iſt eine parabolifhe Eurve, d. h. eine Curve, deren 
leichnng auf die Form: j 
yn * xm 


bracht werben kann, wo m und n ganz poſitive Zahlen find. Man nennt 

: die Reil’fhen Parabel, weil diefer Geometer fie zuerfi mit unterfucht, und 
ter andern bie merfwürbige Eigenfchaft derfelben gefunden hat, daß fie rec- 
ficabel ift, d. 5. daß fih der Bogen s dieſer Curve durch eme alge- 
taiſche Function der Abſeiſſe x ausdrücken läßt, auf welchen Gegenſtand 
ir bei der Rectification der Curven oder bei der Beſtimmung des Bogens ⸗ 
8 Function von x zurüdfommen werben. 

6. 198. Beifpiel 3. Für die Cyeloide ($. 176): 


+ f2Ry—y: 





x—=Rearec. cos. R—y 
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haben wir in 6. 177 gefunden: 
y! = 4 = + vzzı, 
dx — y 


4 — — 
yu—'T . —S oe=+2/2Ry, 
dy dx 2 
und aus der Vergleichung dieſer Formel mit der Gleichung (h’) des ange 
führten $. folgt, daß der Krümmungshalbmefler das Doppelte der Normale ıf. 
Wir wollen hier noch eine fehr merkwürdige Eigenfchaft der Eycloide be > 
weiſen, nämlich die: daß ihre Evolute ebenfalls eine Eycloide von - 
denfelben Dimenfionen if, welde unter der Evolvente Tiegt - 
(Fig. 54). - 
Zu dem Zwede wollen wir zu XX’ in einer dem Halbmefler des erzew 
genden Ktreifes der gegebenen Cycloide (Evolvente) Omg gleichen ” 
eine unbegrenzte Parallele ziehen. Bon diefem Kreife umm wollen wir ven 
ſymmetriſch liegenden Kreis nuv ceonftruiren, fo iſt ver Durchſchnittspunkt —— 
dieſes Kreiſes mit der verlängerten geraden Linie mn nach dem vorhin Bewie⸗ 
jenen der Krümmungsmittelpunft der Eoolvente, Die Länge On ift vem Be . 
gen mu und die Länge Os dem halben Umfange des Erzeugungslreifes gleich 
Solglih Hat der Bogen mn, oder der ihm gleiche Bogen uw, biefelbe Lange . 
als die gerade Linie sn, oder als die Parallele ov. Wenn alfo ver Kr. 
nu» auf der geraden Linie 55’ fortrolft, fo befchreibt der Punkt des Kreisum , 
fanges, welcher diefe fehle gerade Linie im Punkte o berüßrt, die Evolute der , 
Cycloide, welche durch das Fortrollen des Kreifes nmn‘ auf der geraden Link , 
erzeugt wird, Ä 
Diefe Eonftruction zeigt, daß der Krümmungshalbmeſſer der Evolvente @ 
dem Rückkehrpunkte O gleih Null ift, und im Scheitel = oq, ober glei 
dem doppelten Durchmefler des Erzeugungskreifes. Aber og iſt auch dem hab 
ben Bogen der Evolute gleich, welche mit der Evolvente iventifch ft, u 
folglich ift die Länge eines ganzen Cycloidenbogens dem vierfahen Durd- 
meffer des Erzeugungsfreifes gleich. | 
Die in dietem $. angeführten Eigenfhaften der Eycloide find von Huy⸗ 
ghens bei Gelegenheit feiner Unterfuhungen über die Anwendung des Pendels 
auf ihren entdeckt, und haben diefen eminenten Geift theils auf die geometri 
Theorie der Eooluten und der Krümmungshalbmefler und theil® auf andere w 
der rationellen Mechanik höchſt wichtige Lehrfäte geführt; und die Geſchichte 
der mathematifchen Wiffenfchaften bietet faft Fein anderes Beifpiel fo merfwär 
biger Beziehungen dar. 
$. 199. DBeifpiel 4. Als letztes Beifpiel wollen wir die logarithmi⸗ 
fhe Spirale: 


woraus folgt: 


r = en? 


nehmen ($. 181), fo gibt die Formel (o,) für den Zahlenwerth des Krüm- 
mungshalbmeffers: 


o—_rf1+m. 
Aber da wir wiffen, daß in diefer Curve die Normale mit dem Radiusvector 
einen conſtanten Winkel & bildet, deſſen trigonometrifche Tangente — — m 
it, fo iſt ro cos. a, und folglich ift der Krümmungsmittelpunft der Durd- 
ſchnittspunkt der Normale mit dem im Anfangspunfte auf dem Radiusvector 
errichteten Perpendikel. 
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Die Tangente der Evolute, weldhe nichts anders iſt, als die Normale der 
olvente, bildet folglich mit dem Radiusvector der Evolute einen conflanten 
mfel, welcher dem von der Tangente und dem Radiusvector der Evolvente 
ildeten Winfel gleih if. Die Eoolute iſt alfo dieſelbe Curve, als die 
olvente und auf denfelben Fall bezogen, fo daß die zweite Curve mit ber 
ten zufammenfallen würde, wenn fie fih um einen entfprechennen Winkel 
ı den gemeinfihaftlihen Pol drehte. 


2. Brennlinien. 


5. 200. Die Theorie der Umbällungslinien, auf den Fall befchränft, wo 
e umbüllten Linien gerade find, bietet noch eine merfwürbige Anwendung 
r, welche fih zu natürlich an die Theorie der Evolute anſchließt, als da 
r fie hier ganz mit Stillſchweigen übergehen könnten. Mean kann —S 
nehmen, daß die umhüllten geraden Linien, ſtatt auf der gegebenen Curve 
N (Fig. 55) normal zu bleiben, vielmehr mit den Normalen mn einen 
unfel rınu von ſolcher Beichaffenheit bilden, daß man die Gleichung hat: 


sin. rmn = k sin. Fan’, 


> k eine gegebene Eonftante und F ein in ber Ebene der Curve der Lage 
ich gegebener Punkt if. Die Optik Iehrt, daß, wenn MN ver Durchſchnitt 
er cylindriſchen Fläche iſt, welche zwei verfchievden brechende Mittel von 
ander trennt und deren Erzeugungslinien auf der Ebene der Curve fenfrecht 
ıd, die von dem leuchtenden Punkte F nah Fin ausgehenden Lichtfirahlen 
ich mr gebrochen werben, wo k den Bredhungsinder bezeichnet, welcher fich 
f den Vebergang des Lichtes aus dem einen Mittel in das andere bezieht. 
ie Umbällungslinie aller der geraden Linien mr, wenn fie fi) auf dem Wege 
8 Lichtes befindet, kann fi auf der Ebene der Curve abbilden, weil bie 
he an der Umhüllungslinie liegenden Punkte, worin die Lichtſtrahlen faft pa⸗ 
el auffallen, mehr Licht erhalten, als vie übrigen Punkte der Ebene. Man 
ant diefe Umbüllungslinie daher Brennlinie durch Drehung Wenn 
e Eonflante k = 0 würde, fo fiele die Brennlinie mit der Evolute zuſam⸗ 
m. Wenn man k = — 1 feßte, fo ginge die Drehung in Zurüdwerfung 
er, und bie Umbüllungscurve würbe eine Brennlinie durch Zurückwer— 
ng genannt. Die Drennlinien ändern fi) bei berfelben Curve MN und 
mfeiben Werthe der Eonftante k mit der Tage des Punktes F. Wenn fich 
efer Punkt in's Unendliche entfernte, over wenn die einfallenden Lichtftrahlen 
rallel würben; fo erhielte man Curven, welche man Hauptbrennlinien 
nnen Fönnte, 

Es feien a, 4 die zn den Aren der x und der y parallelen Coorbinaten 
s Punktes F; &, 7 die Eoorbinaten irgend eines Punktes des in m gebro- 
enen Lichtſtrahles, x, y die Eoorbinaten des auf der brechenden Curve: 


fx,y)=0 (N 
egenden Einfallspunktes m und A, A! feien die Winfel, welche der einfallende 
ı der gebrochene Lichtſtrahl refp. mit ver Halbare der pofitiven x bilden; fo 
erden die Cofinus der Winkel, welche dieſelben Lichtftrahlen mit der Tangente 
re Eurve bilden, reſp. ausgedrückt duch: 

dx . dy , dx 04 dy 
co⸗. — + sin. A Fr cos. A Fr + sin. A Fr 
ber diefe Eofinus werden auch refp. ausgebrüdt durch: 
+ sin. Fan’, + sin. ron, 


nd folglich hat man: 
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cos. Aldx + sin. A’dy — k (cos. idx + sin.).dy), (9) | 
Wir wollen der Kürze wegen feßen: 

e=\Y&-a? +4 —-M,e=/E- +m—N, 
jo kommt: 












cos.A=- — ain. A cos. A. =: sin. A et 
und folglich if: . 
x + (ny)y' |, .a—x+ (dm)y' 
— tk _— =(. (10) 


Diefes ift die Gleichung des gebrochenen Strahles zwifchen &, 7 ober 
umbüllten geraden Linie, welche dem Punkte (x, y) auf der brechenden 
f) entipriht. Wenn man diefe Gleichung in Beziehung auf x biffer 
dem man y, y’ als implicite Functionen von x betrachtet, und dann x, J 

y', z. zwilchen der Gleichung (10) und ihrer Ableitung, fowie zwifchen ver 
Gleichung (f) und ihren Ableitungen der beiden erften Ordnungen eliminirt; fe 
erhält man die Gleichung der Umhüllungscurve oder der Brennlinie zwifchen 8 I 

$. 201. Wenn man in der Gleichung (10) die Coordinaten &, 7 al 
gegebene Conſtanten betrachtet, fo nimmt fie folgende Form an: 

de ko) _y 
dx nd 
und drüdt aus, daß die Function 4 ko ein Marimum, oder Minimum 
wird, fo daß man, wenn man nad irgend einem andern von m verfchievenen 
Punkte der Eurve die geraden Linien Fm, rm, zieht, befländig hat: 
rm, + k-Fa, > over <rm+k»Fum 

Der erfle Theil dieſer Ungleichheit gefattet aber offenbar fein Marimum, 
und folglich zeigt die Gleichung (10) ein Minimum an. 

Wenn man dagegen &, n als die veränderlichen Coorbinaten der Umhül⸗ 
Iungslinie betrachtet, woran jede umhüllte gerade Linie Tangente ift, fo hat 
man nach der Definition des Winkels A: 


tang. A = Ir oder = sin. Al — 2 co.A’=0. (11) 


Wenn man ferner die Gleichungen: 

= (x—o)? + (y— BJ, eg? = (&E— x)? + (mW—y)?, 
in Beziehung auf die unabhängige Veränderliche x differenzirt und in das Re- 
fultat fürx— a, J — B, &E—x, n — y ihre reſp. Werthe o cos. A, go sin. A, 
o'cos.A', o' sin. A! fubftituirt, fo kommt: 


de =co.A+ y’sin. A, 
dx 


de‘ _ 5 — 1) cos, A! + (3 -r) sin, Al, 


dx 
woraus vermöge der Gleichung (9) folgt: 
de’ _ „do _dE ıı WW. 1 
I k— = Zen + zu AM. (12) 


Wenn man die beiven Theile der Gleichungen (11), (12) zum Duadrate 
erhebt, fie dann zufammen abdirt und das Differenzial des Bogens der Dreun- 
Imie mit do bezeichnet, fo erhält man die Formel: 





do? 
dx? 
elhe ver im 6.191 für die Evoluten gefundenen analog ift, und woraus folgt: 
,—,=+le, pe, rk, — op), 
o 691 Ogr Oo5 Tr Orr 0’, zwei Syſteme von Werthen der Größen o, 
‚o'! für Hunkte bezeichnen, welche einander auf der brechenden Curve und 
if der Brennlinie entſprechen. 
$. 202. Um von dieſen Formeln eine Anwendung zu geben, wollen wir 
mehmen, daß die brechende Linie eine gerade fei, welche wir zu der Axe 
re x nehmen wollen, und ber ſtrahlende Punkt liege auf der Are ver y, fo 
ird Die Gleihung (10): 


EI Yr+R=— (4, 
s—= SB+d— + kn. (13) 
Die Gleichung zwifhen &, 7 muß fih aus der Elimination von x zwi⸗ 
yen dieſer letzten Gleihung und ihrer Ableitung in Beziehung auf x nämlich: 
582 + ( i—kK)r’—0 (14) 


de FON er FE 4 (de, „de 
— — k —_ — — — — 
— \dx dx ober dx * dx k dx/’ 


oraus folgt: 





id woraus folgt: 
E—-)P?=—x[f? +(1—k?)x2], (15) 


eben. 
j Aus der Bergleichung der Gleichungen (13) und (15) ergibt fi: 
A 4 (1 - ka2)x = + kp?n, 


A? 4 (1 — k)x? = (ki, (16) 
Ag man nım x zwifchen den Oleihungen (14) und (16) eliminirt, fo 
alt man: 


er: 


A+ ie. DI chi 
er die Gleihung der Evolute eines Kegelfchnittes, deſſen Mittelpunkt ber 
ıfangspunft und deſſen Brennpunkt der ſtrahlende Punkt iſt. 
3. Tpeorie der Berährungen ber verfchievenen Ordnungen zwifchen ebenen Curven. 

$. 203.%€8 feien: 

=hk...(D, J=9..... (P) 
Gleichungen zweier Curven, welche einen gemeinfchaftlichen Punkt (x, y) 
ben, fo daß die Bedingungsgleichung: 

fx = yx (m) 

: den befondern Werth x flatifindet, fo hat man nad $, 99: 
(x + AIs)— p(x+ Ax)= [f(x + 14x) — px + 0Az)]» Ax, (6) 
 t, 9 Zahlen zwifhen Null und der Einheit bezeichnen. Wenn die Func- 
nen f, g in dem Sintervalle von x bis x + Ix feine Stetigfeitsunterbre- 
ng erfahren und wenn außerdem Ax eine fehr Heine Größe ver erſten 
rdnung bezeichnet (5. 45), fo if} der erfle Theil ver vorhergehenden Glei⸗ 
ng oder die Differenz m, u, (Fig. 56) der Ordinaten p A, pm, Im 
(gemeinen auch eine fehr Feine Größe der erfien Ordnung. 


BE 


Wenn aber die beiven Curven (NM, (9) fih im Punkte m berühres, 
d. h. eine gemeinfhaftlide Tangente haben, und folglih vie Bedion 
gungegleichung: Fi 
fix = x (m) ": 
fattfindet, fo hat man: a 
2 
f(x-+- fIx) — g(x + fx) = [(x +t,Ax) — p(x-+-9, Ax)] » en ‚, (69: : 


wo die im Allgemeinen von t, 0 verfchiedenen Zahlen t,, ©, wieber zwiſchen : 
0 und 1 liegen müffen, und alsdann ift die Entfernung m,w, eine ſehr kleine 
Größe von derfelben Ordnung, wie Ax?, d.h. von der zweiten Ordnung < 

Man fieht Teicht ein, daß der Abftand des Punktes m, von der Linie (9). 
oder die vom Punfte m, , welcher fehr nahe bei m liegt, auf die durch bee; 
Punkt m gehende Linie (Y) gefällte Normale m,n, im Allgemeinen von deie . 
felben Größenordnung ift, ale die Differenz m, u, .. Diefer Abfland m,n, #- 
alfo eine fehr Heine Größe ver erfien Ordnung, wenn die Curve (4) um _ 
der Bedingung genügt, daß fie durch den Punft m geht, und verfelbe wire . 
eine fehr eine Größe der zweiten Ordnung, wenn die Eure (ꝙ) die 
Curve (f) im Punkte m berührt. 

Man kann alfo um fo mehr den Punkt m, immer fo nahe beim nehmen, . 
daß feine Entfernung von der Linie (Yp) Heiner iſt, als fein Abfland von jeder 
andern Curve, welche ebenfalls durch den Punkt m geht, aber die @urve (N) 
in diefem Punkte nicht berührt. Man fagt alsdann, es finde zwifchen den 
Euren (f), (4) eine Berührung der erften Ordnung ftatt. 

Man kann Ax immer fo Fein annehmen, daß die Differenzen: 

f(x +tAx) — p/(x + 0Ax), f!(x +, Ax) — pl(x + 0, Ax) 
reſp. daffelbe Zeichen haben als die Differenzen: 

x — g'x, fux — glix, 
und folglich ändert die Differenz: 

f(x + Ix) — y(x + Az) (A) 
vermöge der Gleichung (0) für Hinreihend Fleine Werthe von Ax das Zeichen 
mit Ax, und die Curve (9) ſchneidet die Eure (f), wenn fie mit vieler 
blos den Punkt m gemein hat. Dagegen behält die durch die Gleichung (d’) 
ausgedrüdte Differenz für hinreichend Fleine Werthe mit entgegengefehten Zei 
hen von Ax daſſelbe Zeichen, fo daß die Eure (@), welche mit (f) im Punkte 
m eine Berührung der erfien Ordnung hat, die Eure (f) im Punkte m 
nicht mehr fchneibet. 

Statt der Gleichungen (m), (m‘) fann man folgende nehmen: 

fx gx, fx+ dx) =gp(x + dx), 
d. h. in der Sprache der Infinitefimalmethode: zwei Curven (M), (p), zwi- 
ſchen welden im Punkte (x, y) eine Berührung der erſten Ord— 
nung flattfindet, haben zwei einander unendlich nahe liegende 
gemeinfhaftlihe Punkte (x, y), (x + dx ‚y + dy). 

$. 204, Wir wollen nun annehmen, daß man außer den Gleichungen 
(m), (m!) noch die Gleichung: 





habe; fo wird tie Differenz (I) durch die Gleichung: 
+) + AI =LMC +1, I) Ge 0,0] az EN 
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egeben, und wird eine fehr Heine Größe der britten Drbnung, wenn 4x 
nieder eine fehr Heine Größe der erfien Ordnung bezeichnet. In dieſem 
Falle haben die beiven Eurven (f), (Y) nicht blos dieſelbe Tangente, ſondern 
md denfelben Krümmungsfreis, und nach der Analogie fagt man, daß viefe 
beiven Eurven einander osculiren. 

Der Abſtand m,n, wird, wie bie Differenz (I) eine fehr Heine Größ 
ver dritten Ordnung, wenn ſich die beiden Eurven im Punkte m o8culi- 
:en, während fie nur eine fehr Eleine Größe der zweiten Ordnung war, 
venn fich die beiden Curven in diefem Punkte nur berüßrten. 

Man kann alfo um fo mehr den Punft m, fo nahe bei m nehmen, daß 
ein Abſtand von der die Curve (f) im Punkte m osculirenden Curve (ꝙ) klei- 
ver fei, als fein Abfland von jeder andern Eurve, welche die Curve (f) im 
Danfte m berührt, aber nicht osculirt. Man fagt daher: die einander oscu⸗ 
irenden Eurven (f), (p) haben im Punkte m eine Berührung der zwei- 
en Ordnung. 

Die Differenz (1), welche durch die Gleichung (5) gegeben wird, ändert 
ar hinreichend Heine abfolute Werthe von Ax das Zeichen mit Ix, und folg- 
ich fchneidet und berührt die osculirende Eurve (p) die Eurve (f) im Punkte 
n im Allgemeinen zu gleicher Zeit. 

Statt der Gleichungen (m), (m’), (m) fann man auch feßen: 

fx — 9x =0, dx — 9x) =0, (x — yx)=(, 
oder: 
fx = gx, f(x + dx) =gp(x + dx), (x + 2dx)=p(x + 2dx), 
d. h.: wenn zwifchen den beiden Eurven (f), (p) im Punkte (x, y) 
sine Berührung der zweiten Ordnung flattfindet, fo haben fie 
Brei einander unendlich nahe liegende gemeinfhaftlide Punkte 
x, y), (x +dx, y + dy), (x + 2dx, y+ 2dy + d?y). 

6. 205. Wenn man diefe Betrachtungen verallgemeinert, fo erhält man 
ür die Bedingung, daß die beiden Eurven (f), (Y) im Punkte (x, y) eine 
Beräßrung der n'" Ordnung miteinander eingehen, die (n +1) Gleichungen: 

fx = ax, ſix = gix, fix = plix, ...... [dx gex, 

für fehr Meine Werthe der erſten Ordnung von Ax wird die Differenz (1) 
me fehr Meine Größe der (a +1)!" Ordnung, wenn die Curven (f), (p) im 
Sunkte (x, y) eine Berührung der aten Ordnung mit einander eingehen, woraug 
mfomehr folgt, daß ver Punkt (x + Ax, y + Sy) fo nahe bei dem Punkte 
x, y) auf der Curve (f) genommen werben fann, daß fein Abſtand von ber 
‚urve (p) Heiner wird, als von jeder andern Curve, welche ebenfalls durch 
en Punkt (x, y) geht, aber mit der Cure (f) in diefem Punkte nur eine 
zerührung von einer niedrigern Ordnung hat. 

Die Euren (N), (P) ſchneiden fich im Punfte (x, y) oder nicht, jenachdem 
e in diefem Punkte eine Berüßrung von gerader, oder ungerader Ord- 


ang haben. 

In der Sprache der Jufiniteſimalmethode Tann man baher fagen: dag 
wei Eurven, welche im Punfte (x, y) cine Berührung der n!en 
Irdnung miteinander eingehen, n einander unendlih nahe lie— 
ende gemeinfhaftlihe Punkte haben. 

Denn zwei Eurven (f), (Y) gegeben find, wovon die erfte völlig beſtimmt 
t, während in der Gleichung der zweiten o willführlihe Parameter vorkom⸗ 
wen; jo kann man die Werthe der Parameter fo annehmen, daß zwiſchen den 
eiden Curven in einem gegebenen Punkte eine Berührung der (mn — 1)ten 
buung flattfindet. 

Cournot, Theorie der Functionen sc. 15 


226 

So fann man 3. B. die beiden Parameter a, b, welche in der allgel 

nen Gleichung einer geraden Linie: 
y=zax+b 

vorfommen, fo annehmen, daß die gerade Linie eine Curve in einem gegeh 
Punkte berührt, welche Berührung alsdann von der erſten Ordnung 

Eben fo kann man die in der allgemeinen Gleichung des Kreifes: 

Ka +9 — be 

vorfommenden drei Conftanten a, b, c fo annehmen, daß der Kreis eine 


bene Curve in einem gegebenen Punkte osculirt ober eine Berübrun: 
zweiten Ordnung mit ihr eingeht. 


Yiıertes Rapitel. 


Don den fingulären Punkten ebener Eurven und der gegeufeitig 
Bezichung zwifchen der Geometrie und Algebra. 





$. 206. Unter fingulären, befonders merfwürdigen oder 
gezeichneten Punkten einer ebenen Curve find in geometrilchem Sinn 
Dielenigen zu verftehen, worin die Curve, abgefehen von dem willfüht 
Coordinatenſyſteme, worauf fie bezogen wird, irgend eine befondere Eigen 
Iichfeit darbietet, im Gegenſatze zu den übrigen unendlich vielen Punfte: 
Curve, welche fih von den unmittelbar vorhergehenden und nachfolgenven 
fein geometrifches Merkmal unterfcheiven. So ift 3.8. der Punkt, wor 
Curve eine Inflexion erfährt, ein fingulärer Punkt, deſſen Eriftenz 
von den willführlichen Coordinatenaxen, noch felbfi von der Art der Eooı 
ten, welche man zur analytifchen Beflimmung ver Curve anwendet, ab! 
Dagegen ift der Punft einer Eurve, für welchen die Ordinate berfelbe 
Marimum oder Minimum wird, darum allein noch Fein fingulärer I 
denn wenn man die Richtung der Aren veränderte, woburd an ver | 
feibft nichtd geändert würde, fo würde bie in Rede ftehende Eigenfchaft 
größten oder Heinften Ordinate nicht mehr dem frühern, fondern einem 
andern Punkte entſprechen, fo daß jener erſte Punkt jet gar feine beir 
Eigenthümlichfeit mehr darbieten würde. 

$. 207. Man muß die Curven, welche ſich durch eine Gleichung zw 
ihren Coordinaten ausdrüden Iaflen, in fogenaunte algebraifhe Eur 
deren Ordinate in einem Syſteme feiter Eoorbinatenaren eine algebraifche 
tion der Abfeiffe ift, und in transcendente Curven unterfheiben, 
Ordinate in dem erwähnten Coordinatenſyſteme eine transcendente Fu: 
der Abfeiffe iſt. Sp find z.B. die Kegelfchnitte algebraifche Eurven, wi 
tie Cyeloide und die Spiralen transcendente Curven find. 

Die Gleichung einer algebraifchen Curve kann duch Fortfchaffun: 
Nenner und Wurzelgrößen immer auf folgende Form gebracht werben: 


Fx,y)=0, 
wo F ſowohl eine in Beziehung auf y, als auf x ganze und rationale 
tion bezeihnet, Der Grad diefer Gleichung wird durch die Summe te 
ronenten von x und y in dem Gliede, worin diefe Summe am größte 
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Sehimm. Wenn man von einem Spfteme parallefer Coorvinaten zu einem 
andern übergeht, fo wird der Grad der Gleichung dadurch nicht geändert, weil 
die in dem erften Syſteme genommenen Coordinaten lineare Functionen der in 
Im zweiten Syfteme genommenen find. Der Grab der Gleichungen algebrai= 
Her Curven ift folglich ein wefentlihes Merkmal diefer Curven, wornach 
man fie klaſſificiren fann, ohne daß dieſe Klaffification wilfführlih wäre, ob» 
Hech fih die Form der Gleichungen mit der Lage des Anfangspunftes und 
sit der Richtung der Aren, welche einen beliebigen Winfel miteinanver bilden 
anen, ändert. 

Eine gerade Linie kann mit einer algebraifchen Curve nicht mehr Durd- 
hnittspunfte Haben, als der Grab der Gleichung der Curve Einheiten enthält, 
id die Anzahl der Durchſchnittspunkte zweier Curven, wovon die eine vom 
tn und die andere vom mn Grade iſt, Tann nicht größer fein, als das 
rodbuct mm" Diefe fehr merkwürdigen geometrifhen Merfmale folgen un- 
ttelbar aus den Grundprincipien der Theorie der algebraifchen Gleichungen. 

$. 208. Eine algebraifche Curve bricht in ihrem Laufe nicht plößlich ab 
er fann feine fingulären Punkte der Art haben, welche wir Stillftands-, 
chluß- oder Zerreigungspunfte genannt haben, und welche bei gewiffen 
mscendenten Curven, 3. B. bei der durch die Gleichung: 

1 


yti=e * (1) 

*gedrücdten Curven ($. 16) vorfommen. Diefes Hat feinen Grund darin, 
ß eine algebraifhe Gleichung mit einer einzigen unbefannten Größe und mit 
ellen Eoefficienten immer nur eine gerade Anzahl imaginärer Wurzeln hat, 
d nur eine gerade Anzahl reeller Wurzeln verlieren fann, wenn man eine 
re bei der Bildung ihrer Coefficienten vorkommenden Größen eine Reihe 
eller Werthe durchlaufen läßt. Hieraus und aus der befannten Form der 
aginären Wurzeln folgt, daß wenn die Ordinate y einer algebraifchen Curve 
r einen gewiſſen Werth von x vom Neellen zum Jmaginären übergeht, im⸗ 
m eine gerade Anzahl reeller Werthe von y einander gleich werben. 

Wenn diefer Werthe zwei find, wie es gewöhnlich geichieht, fo vereinigen 
b zwei Theile der Eurve in einem Punkte, welcher übrigens Feine befondere 
genthümlichfeit darbieten kann, wenn man die Richtung der Aren verändert, 
d welcder folglich im Allgemeinen Fein fingulärer Punkt if. 

Um alfo den vollſtändigen Ausdruck einer algebraifhen Curve durch eine 
leichung zwifchen ihren gerablinigen Coorbinaten zu haben, muß man bie 
leihung von Wurzelgrößen frei machen, oder alle doppelten Zeichen jeder 
'urzelgröße von einem geraden Inder beibehalten, weil fonft willführlih Ste- 
‚Feit&unterbrecjungen eingeführt würden, die von der Ridytung der Hülfslinien 
rrübrten, welche man zu Coordinatenaren nehmen könnte; aber zum Befchrei- 
ng der Curve an fich betrachtet, unzuläflig find. 

Diefes ift die Grundlage des Zufammenhanges zwifchen der Algebra und 
e Geometrie, indem die Algebra durch das doppelte Zeichen der Wurzelgrö- 
n von geravem Inder Zweige oder Stüde von Curven vereinigt, welche ın 
r That demfelben geometrifhen Orte angehören. 

Uebrigens wird diefer gegenfeitiger Zufammenhang zwifchen der Geometrie 
d Algebra oft in einem zu abfoluten Sinne genommen, weil derfelbe bejon- 
8 bei der Unterfuchung der einfachften, gewöhnlich beim Unterrichte gewählten 
gebraifchen Eurven ſich herausftellt; aber im Allgemeinen bei transcendenten 
urven nicht mehr flattfindet. So muß z. B. die in der Gleichung der Cycloide 
wlommende Wurzelgröße des zweiten Grades ($. 176) entweder mit dem 
eichen +, over mit dem Zeichen — genommen werden, und wenn man beide 

15? 
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Zeichen zugleich anwendete, jo würden zwei einzelne Eycloiven conftruitt, w⸗ 
nicht —— geometrifchen Ort bifdend oder ald zwei Zweige verſel 
Turve betrachtet werden koönnen. Eben fo kann man bie negativen Werihe 


r und ( bei der Conſtruction ter hyperboliſchen Spirale r = z verwer 


oder zulaffen; denn wenn man fie zuläßt, fo wendet man nur eine erle 
Convention an, und wenn man fie verwirft, jo wird weder eine geomen 
Analogie aufgehoben, noch eine mit den geometriichen Bedingungen ter 
fchreibung der Curve unverträgliche Stetigkeitsunterbrechung eingeführt. 


Umgefehrt, wenn die Ordinate einer algebraifchen Curve einen Aut 
von transcendenter Form befommt, und * B. durch eine Reihe ausge 
wird, fo bietet der transcenvente Ausdrud gewöhnlich Stetigleitsunterbrech 
dar, welche der Zeichnung der Eurve fremd find. Diefes findet 3. B. bi 
Gleichung (q) in $. 113 ftatt, deren zweiter Theil die Orbinate einer ge 
Linie ausprüdt; aber nur zwifchen gewiflen Grenzen, und wir werben 
ſehen, daß ſich Beilpiele derfelben Art beliebig viele anführen laſſen. 

8. 209. Wenn alfo von der zwiſchen der Geometrie und Algebra 
findenden gegenfeitigen Beziehung bie Rede ift, fo muß ber Ausdruck A 
in einem engern Sinne genommen werben, indem man bemerkt, ‚daß e 
blos darum handelt, Linien durch eine algebraifche Gleihung zwiſchen 
Iinigen, zu feften Aren parallelen Coordinaten auszubrüden. Diefer ger 
tige Zufammenhang zwifchen der Geometrie und Algebra hat in ven 
oben erwähnten Eigenfchaften der algebraifchen Gleihungen und in dem 
ftande feinen Grund, daß in einem foldhen Coordinatenſyſtem jede Gleichun 
erften Grades mit zwei Weränderlichen eine unbeſtimmt verlängerte | 
Linie ausdrückt. 


Descartes nannte daher alle Curven, welche in einem Syſteme 
gonaler Coorbinaten durch algebraifche Oleihungen ausgedrüdt werben, 
metrifhe Eurven, und mechaniſche Curven dagegen biegenigen, 
in einem folden Eoorbinatenfyfteme durch transcendente Gleichungen ausg 
werben, wie 3. DB. die Spiralen, oder die Eycloide; allein dieſe unri 
Benennungen find jegt außer Gebrauch gefommen. Man kann fehr wo! 
jenigen Eurven, welhe Descartes geometrifche nannte, algebraiſche n 
allein man fann den Charakter der geometriihen Curven nicht durch eine 
Definition fixiren, obgleich diefe Iegte Benennung auf gewiffe Euren anw 
ift und auf andere nicht. Co find z. B. die Cycloide und Ellipſe o 

urven, deren Entftehung man fich vorftellen fann, und deren mannı 
Eigenfchaften nach der Methode der reinen Geometrie, unabhängig v 
Anwendung der Algebra und von jeder Convention über ein Syſtem w 
licher Coordinaten unterfucht werden fonnen, und fie find daher im 
Sinne geometrifche Curven. Wenn man dagegen ganz zufällig eine alget 
Gleichung eines belichigen Grades mit zwei Beränderlichen, oder eine 
cendente Gleichung von einer fonderbaren Form bildete; fo würde ber 
trifche Ort einer folgen Gleichung nur höchſt felten geometrifche Eigen] 
baden, vermöge welcher fich die Erzeugung der Eurve denken oder bewe 
ließe, weun man fie nicht auf beliebige Eoordinatenaren beziehen, und tie 
die Gleichung ausgedrüdte Relation zwifchen den Zahlenwerthen ihrer ( 
naten anwenden wollte. (Cine foldhe Curve Fönnte, wie vie Ellipſe od 
Cycloide, noch eine algebraiiche oder transcendente fein, allein fie wür 
feine geometriſche Curve gelten konnen. 


$. 210, Die algebrasfhen Curven können ebenfowenig vorfprinc 
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Zerreißungspunkte haben. Denn wenn man v zwiſchen der Gleichung 
algebraiſchen Curve: 


rt 


F(x,y)=0, (a) 

welche von Wurzelgrößen und Nennern befreit ıft, und ihrer erflen Ableitung: 
dF oo dE , _ 
ix + dy N * (a‘) 


fimmirt, fo erhält man eine ebenfalls von Wurzelgrößen und Nennern freie 

Sgebraifche Gleichung zwiſchen x, y’, fo daß die abgeleitete Curve, deren 

ſüſciſſe x und deren Ordinate y’ ift, feine Zerreißungspunfte haben kann, was 

— der Fall ſein würde, wenn die urſprüngliche Curve vorſpringende 
itt 


e. 

Eine algebraifche Eurve kann auch Feine fingulären Punkte haben, worin 
x Krümmungshalbmefler plöglich von einem endlichen zu einem andern enbli- 
en Werthe überginge; denn der Krümmungshalbmefler ift eine algebraifche 
unction der Ableitungen y’, y’', und bie Ableitung *“ iſt fowohl als y’, eine 
gebraifche Function von x. Daffelbe gilt von der n'" Ableitung z(, wo n 
we beliebige ganze Zahl iſt. 

Die Stetigkeitsunterbrechungen von einer beliebigen Ordnung, welche eine 
gebraifche Function erfahren fann, rühren aljo immer von dem Durchgange 
ner ihrer Ableitungen und der folgenden Ableitungen durch das Unendliche 
ıd niemals davon her, daß die abgeleiteten Functionen von einer gewiflen 
xdnung an plößlich von einem enblihen Werthe zu einem andern endlichen 
zerthe übergehen. 

6. 211. Die Zerreißungs- und vorfpringenden Punkte der transcendenten 
urven laſſen ſich durch eine, der Natur der ın der Gleichung der Curve vor- 
mmenben transcendenten Function fpeciell entfprechenbe, Unterfahung beflimmen. 
1 


;9 erfennt man 3. B. aus der Befchaffenheit der Function e * , welche für 
= 0 verſchwindet, oder unendlich groß wird, jenachdem x gegen Null con- 
ergirt, indem es pofitive oder negative Werthe durchläuft, daß der Zweig der 
ame (1), defien Abfcifie pofitio ıft, im Punkte x= 0, y= 1 plößlih ab» 
cicht. Betrachten wir ferner die Curve, deren Gleichung folgenve if: 


x 





J — 1* 


1445 
verſchwindet die Function y für x = 0, man mag x eine Reihe poſitiver, 
ver eine Reihe negativer Werthe durchlaufen laſſen; denn der Ausdruck für-y 


ird in beiden Faͤllen 2 =(, — — 0, Die Eume geht alfo dur 


m Anfangspunft und dehnt ſich fowohl nach der Seite der negativen, ald nad 
x der pofitiven Abfciffen aus. Wenn man die Ableitung nimmt, fo er- 
ut man: 

—_ 1 

— 4 TG To 

+ e* ——G4.9) 

seht man nun x — 0, fo findet man — O, oder y — 1, jenachdem man 
pofitive, oder negative Werthe durchlaufen Täßt, um zu der Grenze Null zu 
fangen. Der Anfangspunft der Coordinaten ift folglid ein vorjpringender 
unft dee Curve und der Zweig, deſſen Abſciſſen pofitiv find, berührt die Are 
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ver x in biefem Punkte, während die Tangente bes andern Zweiges in vie 
Yunfte unter einem Winfel von 45% gegen diefe Are geneigt iſt. s 

Ehen fo fände man, daß der Anfangspunft der Coorbinaten ein vorſpru⸗ 
gender Punkt der Curve ift, welche durch die Gleichung: 


y=x arc.tang. . (?) 


ausgedrückt wird, deren Ableitung folgende ıft: 
x 
- Im" 
Denn jenachdem x gegen Null convergirt, indem es pofitive, ober negative 
Werthe durchläuft, hat man an der Grenze y — ul oder „= - 


Mebrigens hat die Unterfuchung dieſer Arten von Curven aus den bereits früßer 
angegebenen Gründen nur ein geringes Intereffe für die Geometrie, weshalb 
wir uns auch dabei nicht länger aufhalten wollen. 


$. 212. Die Curve, deren Ordinate y iſt, erfährt eine Inflerion, 
wenn die Ableitung »“ durch ein Marimum, oder Minimum geht, es mag 
diefes ein gewöhnliches Marimum, oder Minimum fein, in weldem Falle 
tas Keppler’fihe Princip anwendbar ift, oder ein einer Stetigfeitsunterbrechung 
der Function y’ entiprechendes Marımum oder Minimum Die Regeln 
zur Beflimmung der Marima und Minima der erpliciten oder impliciten Fun 
tionen von einer einzigen veränderlichen Größe, laſſen ſich folglih unmittelbar 
auf die Beftimmung der Inflerionspunfte der Curve anwenden, ohne daß man 
zu diefem Zwecke befondere Verfahrungsarten zu fuchen braucht. Der Iuflerions- 
punkt wird gewöhnlich durch die Gleihung y’—0 und zufällig durch 
v“—=+w charakteriſirt; allein es kann gefchehen, daß die eine, oder bie 
andere dieſer Gleichungen erfüllt wird, ohne daß die Curve in dem entinre- 
chenden Punfte eine Inflerion erfährt. Wenn die Curve dur eine von Wur⸗ 
zelgrößen und Nennern befreite algebraifche Gleichung (a) gegeben iſt, fo el 
minirt man y zwifchen diefer Gleichung und ihrer unmittelbaren Ableitung (a’), 
und bie refultirende Gleichung, welche impficite y! als Function von x beflimmt, 
dient alsdann zur Beftimmung der Werthe von x, welche die Function y’ zu 
einem Marimum, oder Minimum machen, und folglih auch zur Beftim- 
mung ber Snflerionspunfte der gegebenen Curve. 

Betrachten wir noch die durch die Gleichung: 

. y? =ax2 + bxs (3) 
ausgedrückte Curve, welche, jenachdem der Coefficient a pofitiv, Null, ober 
negativ ift (indem b immer pofitiv bleibt) eine der drei ın Figur 57, 58 und 
59 angegebenen Formen annimmt. Aus der Gleichung (3) folgt: 

— (2a + 3bx)2 u’ (a 4 }bx)2 ya — ber 

d(a + Ix) (a + bx)3 ' 64 (a+bx)S 
Die Werthe von x, welche 1’ zu einem Marimum oder Minimum macen, 
werden durch die Gleichung a + 3bx = 0 gegeben. Wenn a pofitiv iſt, fo 
macht der fich daraus ergebende Werth von x die Zunctionen y’ und y imaginär, 
und folglich kann diefer Werth feinem Inflerionspunfte der Curve entfprecen. 

Wenn a0 ift, fo geht y“ für x — 0 duch das Unendliche, ftatt zu 
verfehwinden, und die gegebene Curve, welche die Neil’fhe Parabel wird 
($. 197), kann Feine Inflexionspunkte Haben, weil die negativen Werthe von 
x die Functionen y’ und y imaginär machen. 


y’ = arc.tang. I 
x 


y'2 
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Aber wenn der Coefficient a negativ iſt, fo erfährt die Curve in den der 

Wmeinihaftlihen Abſciſſe x—= — 2 entiprechenden Punkten zwei Inflerionen. . 
Die Gleichung (1) gibt: 

1 


— 1 
y = —, y“ — (=), 
x x 
ab die transcendente Curve, welche diefe Gleichung ausbrüdt, hat folglich 

nen der Abfciffe x = 4 entfprechenden Inflexionspunkt. 

Die Beftimmung der Punkte der größten oder Feinften Krümmung 
mt, wie wir in $. 194 gefehen haben, auf die Beftimmung der Werthe 
w x, y zurüf, welche den Krümmungshalbmefler o zu einem Minimum 
er Marimum mahen, und zu gleicher Zeit der Gleichung der gegebenen 
nve genügen. Wenn diefe Gleichung eine algebratfche ift, fo fann man durch 
imination immer eine andere algebraifche Gleichung zwifchen x, v erhalten, 
d man hat alsdann nur noch die gewöhnlichen Regeln zur Beftimmung der 
erthe von x anzuwenden, welche die implicite Function o zu einem Mari- 
um oder Minimum machen. 


6. 213. Die Punkte, worin ſich mehrere Zweige derfelben Curve begeg- 
8, d. 5. ſchneiden oder berühren, werden vielfache Punkte genannt. 
enn die Berührung von einer geraden ober ungeraden Ordnung iſt, fo 
det nad $. 205 zugleih ein Burcfihneiven ftatt over nit. in einziger, 
ſich felbft zurücklaufender Curvenzweig Tann ebenfalls vielfahe Punkte dar- 
ten. Der vielfache Punkt ift ein doppelter, dreifaher, vierfacher, .., 
schdem ein Zufammentreffen von zwei, drei, vier .. Zweigen oder 
heilen derfelben Curve ftattfindet, und alsdann hat die Ordinate in der un- 
ttefbaren Nähe des vielfachen Punktes zwei, drei, vier ... reelle Werthe, 
(che derſelben Abfciffe entfprechen. 

Die vielfachen Punkte, worin ein bloßes Durchſchneiden ohne Be- 
Iren flattfindet, find wohl von denen zu unterfcheiden, worin eine Berüh«- 
ng ftattfindet, weil man, wenigſtens für alle algebraifchen Euren, die 
ınfte der erſten Art immer durch ein allgemeines Verfahren beftimmen Fann, 
ihrend fich Die Punfte der zweiten Art nur durch Verſuche von den conju- 
rien Punkten und ven Rückkehr- oder Wendepunften, wie wir bald 
jen werden, unterſcheiden Iaffen. 


Es fer wieter: 
F(x,y)= 0 (a) 
: von WBurzelgrößen und Nennern befreite Gleichung einer algebraifchen 
rve, fo gibt ihre Ableitung der erſten Dronung : 


+- = (a‘) 


ey immer einen einzigen reellen Werth, wenn die Ableitungen —, — 
Ht zu gleicher Zeit verſchwinden. Soll alfo eine algebraifche Eurve einen 
elfahen Durchſchnittspunkt haben können, fo muß man zunächſt die 
iden Gleichungen haben: 
7 / ar =(, (b) 
dy 


dx 7 


id die Ableitung der zweiten Orbnung: 
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d?F @F , 4ER , ,dF_ ,_ ' 
ara ra, "tr7 "+tg7 =0 (a') 
reducirt ſich folglich für die Werthe von x, y, welde den Gleichungen (a) 
und (b) gleichzeitig genügen, auf: 
d?2F d2F d2F 
— — J _ n—(, 
dx? +2 dxdy + dy? T (e) 
Wenn man aus diefer letzten Gleichung zwei reelle Werthe für y’ ableiten 
fann, fo hat die Curve einen doppelten Durchſchnittspunkt. 


Es fei 3. B. die Gleichung gegeben: 
y2 =. (e —x?), (4) 








welche die unter dem Namen Lemniscate befannte Eurve ausprüdt ($. 60), 
fo werden die Gleichungen (b) und (c): 


a? — 3x? 








x(@? - 2) — 220, y=0, = 


a? " 
Hieraus folgt, daß der Anfangspunkt der Coorbinaten ein boppelter Punkt if, 
worin ſich zwei Bogen der Curve rechtwinklig durchfchneiden, weil die beiden 
Tangenten unter einem Winfel von 45° gegen die Abfeiffenare geneigt find. 
Außerdem ift diefer doppelte Durchichnittspuntt ein Inflerionspunft; dem 
die Gleichungen zuifchen y’, x und y’, x find: 
x2 (2x? — 3a2)2 un — 9 a6 
a2(a? — x2)3 I 7 (a2 — x2)5’ 

und geben y/—0 für x=0, während y’ einen endlichen Werth behält. 

Eben fo fände man, daß der Anfangspunkt ein doppelter Punkt der 
Eurve (3) ift, weil die beiden Tangenten_ mit der Abfciffenare Winkel bilden, 
deren trigonometrifche Tangenten durch a und — a ausgebrüdt werben, 
indem der Parameter a als pofitiv vorausgefegt iſt (Fig. SD. 

$. 214. Diefe Regel kann zuweilen auch auf transcendente Curven aw 
gewandt werben, und zur Beflimmung der vielfahen vorfpringenden 
Punkte dienen. Es fer 3. DB. die Curve: 


2 
(7 — x arc. tang. —) — x? cos. 0 (5) 
x 





y2 — 


gegeben, fo findet man, daß die Werthe x — O, y = 0 den Gleichungen (a) 
und (b) genügen, und man hat: 

d2F — d2 F 1 x 

or — / a = (ee fang. — — m)’ 
IF Aly—xarc. tang. —) 
dx? 


— 1 x 2 

= 2 (rc. tang. — — I) + —g 4 
+ (x? — 2) cos. x + 4xsin.x. 

Die Gleichung (c) verwandelt fi für die Werte x = 0, y=0 in: 


— 3 
”+arY+71=0 
und gibt für y’ bie vier verſchiedenen Werthe: 





2 


1 T 
z rt 2. ı- 7 t ho Z—o1. 
Der Anfangspunkt der Coordinaten ift alfo ein vorfpringender Punkt der 
Eume (5), worin fi vier Eurvenbogen unter endlihen Winkeln treffen. Der 
vorfpringende Punkt der Curve (2) koͤnnte nicht auf viefelbe Weife gefunden 
werden; denn obgleich y’/ für den Anfangspımft zwei verfchiedene Werthe an- 


simmt, fo reducirt fich doch Fr auf die Conſtante 1 und Fann nicht für die 


Bertbe <= 0, » = 0 verfhwinden. 
$. 215. Die Gleichung (ec) wird illuſoriſch, wenn zu gleicher Zeit: 
OF _,@F_,@E_5 (a) 
dx dxdy ’ dy? 
if, und alsdann nimmt man die Ableitung dieſer Gleichung, welche fich auf: 
er, zdf og 2a + 4 s—o( (e) 
dx? dx? dy ’ dxdy2 ! dy3 I 
reducirt. Wenn dieſe legte Gleichung für die Werthe von x, y, welde den 
Bleihungen (a), (b), (d) genügen, drei reelle ungleiche Wurzeln hat, 
De die gegebene Curve einen dreifachen Durchſchnittspunkt, während 
jefer Punkt nur einem einzigen Zweige der Curve angehört, wie bie unmittelbar 
vorhergehenden und nachfolgenden, wenn bie Gleichung (e) nur eine einzige 
reelle Wurzel hat. 
Diefer Iehte Fall bietet fih bei der Curve dar, deren Gleichung fol- 


gende iſt: 
y — x —1)’=0, €6) 


welcher durch die Wertfe x— 1, y=0 Genüge gefhieht, die auch ven Olei- 
dungen ar und (d) genügen; aber die Gleichung (e) reducirt fich für biefel- 


e auf: 
y„’—1=0, (7) 


und geftattet nur eine einzige reelle Wurzel. Uebrigens ift nach ber Form der 
Gleihung (6) einleuchtend, daß y für alle reellen Werthe von x nur einen 
einzigen reellen Werth haben fann, und daß folglich die Curve Feine vielfachen 
Sunfte würbe darbieten fünnen. 

In dem Falle, wo alle Eoefficienten der Gleichung (e) ebenfalld ver- 
ſchwänden, müßte man ebenfo zu einer Gleichung des vierten Grades mit 
y' übergehen. Wenn diefe Gleichung vier ungleiche reelle Wurzeln hätte, 
fo wäre der den Werthen von x, y, welche den Gleichungen (a) und (b) ge- 
nügen, entiprechende Punkt ein vierfaher Durchſchnittspunkt. 
bie in Rede ſtehende Gleichung nur zwei ungleiche reelle Wurzeln hätte, 
fo wäre der fraglihe Punft ein doppelter, und wenn fie envlih zwei 
ungleiche und zwei gleihe reelle Wurzeln hätte, fo würden bie beiden 
erften wieder den Durchſchnitt zweier Curvenzweige in dem entiprechenden 
Punkte (x, y) andeuten, und wir werden fogleich fehen, welche Bedeutung die 
beiden gleichen reellen Wurzeln haben. 

Offenbar fann man diefe Unterfuchung beliebig weit fortjegen, fo daß man 
eine direfte und zuverläflige Methode zur Beftimmung der vielfachen Durch- 
ſchnittspunkte aller algebraifchen Eurven und des Grades ihrer Bielfachheit 
oder Pi Anzahl der Eurvenzweige, welche fih in dieſen Punkten durchſchnei⸗ 
den, bat. 

$. 216. Wenn die Gleichung mit y’, auf weldhe man durch Anwendung 
ber vorhergehenden Methode kommt, von einem geraden Grade ift und lauter 
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imaginäre Wurzeln bat, fo ift der Punkt, deſſen Coordinaten nach ber Bor- 
ausfegung den Gleichungen (a) und (b) genügen, ein conjugirter Punkt, 
d.h. ein ifolirter, aber dennoch mit in ber Gleichung (a) begriffener Punkt, fe 
daß der geometrifihe Ort dieſer Aeihung aus dem Syſteme einer fletigen 
Linie und eines ifolirten Punkes befteht. Kine Linie fann mehrere, und fogar 
unendlich viele conjugirte Punkte haben, wenn ihre Gleichung eine transcendente 
if. Eine Gleihung mit zwei Veränderlihen kann auch zuweilen nur einen 
Punkt, oder ein Syſtem ifolirter Punkte ausdrücken; allein dieſes iſt nur ber 
Fall, wenn fie fih in mehrere verſchiedene Gleichungen zerlegen läßt, oder mit 
biefen gleichbedeutend ift. Diefes ıft 3.3. bei ven Gleichungen von der Form: 

[eK DE + ld, „RP = 0 
der Fall, welche mit dem Syſteme der beiden Gleichungen: 

(X, y)=0, va, 9) 70 

gleichbedeutend iſi. 

Der Anfangspunkt der Coordinaten iſt ein conjugirter Punkt, ver 
dur die Gleichung (3) ausgedrüdten Curve, wenn man dem Parameter a 
einen negativen Werth beilegt. Die Gleichungen (b) und (c) werden in die 
tem Falle: 

2,=0, 2aıx + 3bx? = 0, y2 — 3lix— al, 
wovon den beiden erften durch die Werthe x — 0, y= 0 genügt wird, unb 
wenn man in der dritten x= 0, a <0 fett, fo ergeben ſich daraus für y 
nur imaginäre Werte. Wenn man übrigens die Gleihung (3) auf fol- 


gende Form bringt: — — 
‚= + X Vbxrx 4 a, 


fo fieht man offenbar, daß ihr durch <= 0, „= 0 Genüge gefchieht, und 
daß die Ordinate y, wenn a negativ und b pofitiv angenommen wirb, für 
pofitive oder negative Werthe von x, wie wenig fie auch von Null verfchieben 
fein mögen, imaginär bleibt, und nur dann reell wird, wenn x größer if, 


a 
als — T 


Man kann bemerfen, daß der conjugirte Punkt O (Fig. 59) gewiffermaßen 
die Stelle des Knotens Omm (Fig. 57) vertritt, welcher durch die Berände- 
rung des Zeichens des Parameter a verfchwunden ift, und man kann fich auf 
diefe Weife, infoweit e8 der Gegenftand geftattet, von der geometrifchen Ber- 
deutung der conjugirten Punkte Rechenfchaft geben. 

Es iſt Leicht einzufehen, weshalb man die conjugirten Punkte mit ben 
vielfachen zu gleicher Zeit erhält; denn ein conjugirter Yunft iſt derjenige, 
worin zwei conjugirte imaginäre Wurzeln der Gleichung (a), nämlich: 


‚apart /-l (a,) 
s=gı— x) —1, (2,) 


durch das Verſchwinden der Function x einander gleich reell und werden. Mau 
fann alfo den eonjugirten Punft als den Durchichnittspunft zweier imaginärer 
Zweige der Curve (a) betrachten. Für jeden diefer Zweige gibt die Gleichung 
(a’) einen einzigen imaginären Werth von y’, und man muß folglich zwei ima- 
—*— Werthe von y’ für das den beiden imaginären Curvenzweigen gemein⸗ 
chaftliche Werthſyſtem von x, y oder für vie reellen Coordinaten des conjt- 
Hirten Punktes haben. Die Gleichung (a!) kann alfo nicht mehr zur DBeftim- 
mung eines einzigen Werthes von y' dienen, und bie Gleichungen (b) müflen 
durch die dem conjugirten Punkte entfprechenden Werthe von x, y erfüllt werten. 


235 


In algebraiſchem Sinne hat bie Curve (6) einen den Coorbinaten x 1, 
y=0 und den imaginären Wurzeln der Gleichung (7) entfprechenden conju- 
girten Punkt; allein diefer conjugirte Punkt fällt zufällig mit einem Punfte des 
seellen Zweiges der Eurve zufammen. Einige Schriftfteller fagen in dieſem 
Kalle: der conjugirte Punkt fei nicht mehr fichtbar, d. h. er habe feine geo- 
metrifche Exiſtenz mehr. 

$. 217. Man fieht Teicht ein, daß ver Werth von x, welder einem con- 
jsgirten Punkte ver Eurve (1) entipricht, zufällig auch einem conjugirten Punkte 
ver abgeleiteten Curve, deren Abfeiffe x und deren Ordinate y’ ıft, und fogar 
au einem conjugirten Punkte der abgeleiteten Curve der zweiten Ordnung, 
deren Ordinate y’ ıft, u. |. f. entiprechen fann. Go iſt 3. DB. ver Anfangs- 
punft ver Coorbinaten offenbar ein conjugirter Punkt der Cure: 


y?=ax* -4 bxs, ver y=+tx2,/Ix+a, 
wenn man, wie weiter oben, b> 0, a<- 0 fegt, und er ift auch ein coniu- 
girter Punkt der abgeleiteten Curve: 





x(5bx + ba), 


"= 


tenn tie Gleichung (c) reducirt fih in diefem Falle auf y? = 0 und hat feine 
maginären, fondern gleiche reelle Wurzeln. Allgemein, wenn vie Coordinaten 
x, v eined conjugirten Punktes nicht imaginären Wurzeln der Endgleichung 
mit y’, auf welche die obige Methode führt, entſprechen; fo entfprechen fie gleichen 
reellen Wurzeln derſelben Gleichung von einer geraden Anzahl. Um viefes 
zu beweifen, wollen wir bemerken, daß, wenn zwei Curvenzweige einander in 
tem Punkte (x, 5) nicht durchfchneiden, fondern fich berühren, die correfpondi- 
renden Werthe von y’, welche in dem Falle des Durdfchnittes der Curven⸗ 
jweige ungleich waren, einander gleich werden müflen, ohne imaginär zu 
werden, und da alsdann bie beiden Eurvenzweige eine gemeinſchaftliche Tan⸗ 
gente bekommen, fo fann man auch fagen, daß fe zwei einander unenvlich nahe 
liegente gemeinfchaftliche Punkte haben. Ebenſo, wenn den Coorbinaten des 
eonjugirten Punktes ein reeller Werth von y’ entfpricht, fo kann man fagen, 
daß bie imaginären Curvenzweige (@,), (@,) zwei einander unendlich nahe 
liegende gemeinſchaftliche reelle Punkte haben, oder daß diefe Zweige einander 
berühren, und folglich muß die Gleichung mit y’ gleihe Wurzeln bekommen, 
Diefes erhellet übrigens aus der Form der Gleichungen (@,), (a,), weil, 
wenn der aus der Gleihung («,) abgeleitete Werth von y’/ für die Abfciffe x 
des conjugirten Punktes reell ift, ver Werth von x nicht blos die Function 
Ix, fondern auch ihre Ableitung W'x verfchwinden macht, und alsdann ıfl der 
ans der Gleichung («,) abgeleitete Werth von y’ verfelbe, als der, welder 
fh and der Gleichung (@,) ergibt. Die Function y’ befommt alfo in dem 
eonjugirten Punfte zwei gleiche Werthe, und fie fünnte deren auch vier, ober 
ſechs, ober eine beliebige gerade Anzahl befommen, je nach der Anzahl 
der paarweife conjugirten Eurvenzweige, welche den conjugirten Punkt zum 
gemeinfchaftlichen Berührnngspunfte haben. 

$. 218. Wir werden fagen: daß zwifchen zwei Curvenzweigen eine De- 
rührung der erften Art flattfindet, wenn dieſe beiven Curvenzweige auf 
beiden Seiten der gemeinjchaftlihen Tangente Liegen (Fig. 61), und eine 
Berührung der zweiten Art, wenn bie beiven Qurvenzweige auf derfel- 
ben Seite der gemeinfhaftlihen Tangente liegen (Fig. 62). Wenn fih bie 
beiven Eurvenzweige in dem Berührungspunfte vereinigen, ohne darüber hinaus 
zu geben, fo verwandelt fich der vielfache Berührungspunkt in einen Nüd- 
fehrpunft Ceine Spiße) der erften ober zweiten Art (Fis. 63 und 64), 
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jenachvem tie gemeinfchaftlihe Tangente zwiſchen die beiden Eurvenzweige : 
fällt, oder beide Eurvenzweige auf derjelben Seite der Tangente liegen. : 
Die Eyrloide und die Evoluten der Kegeljchnitte haben uns bereits Beifpiele 
von Räckkehrpunkten der erften Art targeboten. Die Curve: 


(y— ax?)? —b’x’, oder y=ar? + bx2,/ x 


hat im Anfangspunfte der Coordinaten einen Rückkehrpunkt der zweiten Art; 
denn ihre Gleichung gibt: 


v= 2a + 5 bx /s, + b/x, 


und wenn man x—=0 feht, fo it y=0, y = 0 und die beiden Werthe 
von y“ werben einander gleich, nämlih — 2a. Die Werthe von y’' haben 
folglich für beide Curvenzweige daffelbe Zeichen, welche daher ihre Concavität 
nach demfelben Sinne fehren (Fig. 65). 

Wenn man fich vorftellt, ba eine gerade Linie fih in der Ebene einer 
Curve fo bewegt, daß fie viefe Curve beftänvig berührt, fo kann ver Berüß- 
rungspunft als ein fi) auf der beweglichen geraden Linie bewegender Punkt 
betrachtet werden. Der Sinn der Geſchwindigkeit diefes Punktes ändert fi 
der er nimmt auf der beweglichen geraden Linie eine entgegengefeßte Bewe— 
gung an, wenn diefe gerade Tinie die Curve in einem Rüdfehrpunfte der erften, 
ober der zweiten Art berührt, und wenn ber NRüdfchrpunft von der zweiten 
Art ift, fo ändert ſich auch der Sinn ber Rotation ver beweglichen geraden 
Linie auf der Ebene, wie bei den Snflerionspunften. 

$. 219. Kurz, wenn die Gleihung mit y’, wovon bisher die Rede ges 
wefen ift, gleiche reelle Wurzeln hat, fo können dieſe Wurzeln entweder viel» 
fachen Berührungspunften, oder Ruͤckkehrpunkten, oder endlich conjugirten Punk 
ten entiprehen, Derfelbe analytifhe Charakter muß diefen drei Arten fingulärer 
Punkte zufommen; venn man fann durch (a,), («,) immer zwei Zweige der 
Eurve (a) bezeichnen, welche reell, oder imaginär find, jenachdem die Function 
YVx timaginär, oder reell if. Es bezeihne Fx eine reelle Function und wird 
in dem gegenwärtigen Falle angenommen, daß der Werth, welcher x ver 
ſchwinden macht, auch u'x zu —* macht. Es ſei S viefer Werth, fo findet 
zwiſchen den beiden Curvenzweigen eine gewöhnliche Berührung der erſten, oder 
zweiten Art ſtatt, wenn dx imaginär bleibt, wie wenig die Werthe von x auch 
größer, oder Feiner fein mögen als & Wenn YIx imaginär ift für Werthe 
von x, welche beliebig wenig Fleiner find, als 5 und reell für Werthe von =, 
welche beliebig wenig größer find, als S, oder umgekehrt; fo ift der finguläre 
Punft ein Rüdfehrpunft der erften, oder zweiten Art. Wenn endlich der W 
von Yx für die Werthe von x, welche unmittelbar größer, oder Feiner find, 
als z, reell bleibt, fo find die beiden Gurvenzweige imaginär, und der finge- 
läre Punkt wird ein conjugirter. Nichts ift Leichter, als die Unterſcheidung 
biefer drei Fälle, weun die Function x erplicite durch die Auflöfung der ges 
gebenen Gleichung gegeben ıft, und wenn biefes nicht ver Fall iſt, fo muß 
man zu Verſuchen Seite Zufluht nehmen, ober die Curve in der Nähe des 
fingulären Punktes, deſſen Befchaffenheit man wiffen will, dur Punkte con- 
ſtruiren. Dur das vorhin angegebene Verfahren werden bie zweifelhaften 
Fälle fo viel als möglich befeitigt, und in ven Fällen, wo dieſe Unbeftimmtheit 
dem Gegenftande nothwendig inhärirt, wird der Grund berfelben angegeben. 

$. 220. Die Berührungs- oder Rückkehrpunkte der erften Art unterfchei- 
den fih auch von denen der zweiten Art noch durch ein anderes Merkmal. 
Denn e8 feien &, 7’ die Werthe von x nud y‘, welde den Berührungs- over 
Rüdfehrpunften ver erften Art entiprechen, fo hat y' für die dem Wertbe 5 
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benachbarten Werthe von x zwei Werthe, wovon der eine etwas größer und 
der andere etwas Heiner, als 7 ift, und hieraus erhellet leicht, va die ab⸗ 
geleitete Curve, deren veränverlihe Coordinaten x, y’ find, im Punfte (S, 7°) 
eine auf der Are der x fenkrechte Tangente hat, wofern der Punft (£, 7) nicht 
zufällig felbft ein Berührungs⸗ oder Rückkehrpunkt der erften Art und die Tan- 
gente in diefem Punkte (E, 7°) nicht zu der Are der x parallel if. Die Ab 
leitung ) ift alfo für die einem Berührungs- oder Nüdfehrpunfte der erften 
Art entſprechenden Werthe von x gewöhnlich unendlich, oder zuweilen auch 
Null. Es findet in diefer Beziehung zwilchen den in Rede ſtehenden Punkten 
und den Inflexionspunkten, für welche die Ableitung y“ gewöhnlih Null 
and zuweilen unendlich if, die Reciprocität flatt, 

Der Punkt, welchem auf der abgeleiteten Curve ein Nüdkehrpunft ver 
erſten, oder der zweiten Art entipricht, kann felbft ein Rückkehrpunkt der erften 
oder zweiten Art fein, und es gibt Fein Mittel mehr, auf eine allgemeine 
Weiſe eine Ableitungsordnung no von folder Beſchaffenheit anzugeben, daß die 
Ableitung yl) nothwendig unendlich, oder Null fein muß, 

$. 221. Wir wollen diefes Kapitel mit der Angabe des zwifchen ben 
fingularen Punkten einer ebenen Curve und denen ihrer Evolute ftattfindenden 
Zufammenhanges beichließen. Die Formel: 

_Ad+y!)i 
ee ee 
zeigt, daß o unendlich oder die Krümmung Null wird, wenn y’' verfchwindet, 
was im Allgemeinen in ven Inflexionspunkten der Evolvente ftattfindet. Die 
Rormalen der Evolvente in den Inflexionspunkten find alfo im Allgemeinen 
Afymptoten der Evolute (Fig. 66), wogegen die Inflerionspunfte der Evolute 
Rückkehrpunkten ver zweiten Art der Evolvente entſprechen (Fig. 67). 
Die fingulären Punkte der Cvolvente, worin ver Krümmungshalbmeſſer 
en Marimum, oder Minimum geht, entfprehen im Allgemeinen 
RKückkehrpunkten der erften Art der Evolute (Fig. 52 und 53). Ausnahsmmeife 
kann es auch gefchehen, daß dieſe Punfte der Evolvente Punkte find, für 
welche y“ verfchwinvet, ohne dag eine Inflexion ftattfindet, und alsdann find 
vie Rormalen in diefen Punkten Afympioten der Evolute. 

In ven Punkten, worin die Evolvente Rüdfehrpunfte der erften Art Hat, 
wird 5* gewöhnlich unendlih, o ft Null und die Evolute fchneivet die Evol⸗ 
vente unter rechten Winfeln (Fig. 54 und 69), Aber es kann zufällig auch 
gefcheben, daß 5“ verfchwindet und o unendlich wird oder daß das Perpendifel 
auf der Zangente im Rückkehrpunlte der Evolvente eine Afyınptote der Evolute 
iſt. Wenn die Eoolvente feine algebraiſche Curve ift, fo entfprechen ihren 
Stillſtands⸗ oder Zerreißungspunlten eben ſolche Yunkte ver Evolute und den 
vorfpringenden Punkten der erften Curve entiprehen Zerreißungspunfte ver 

ten. Die Evolute bietet ebenfall$ eine Zerreifung dar, oder ihre als 
enctionen ber Abfeiffe x der Evolvente betrachteten veränderlihen Coordinaten 
erfahren eine Stetigfeitsunterbrechung der erften Ordnung (F. 36), wenn bie 
in dem Ausdrude der Werthe diefer Coorbinaten vorkommende Yunction y’ 
eine StetigleitSunterbrechung berfelben Ordnung, oder wenn die Ordinate y 
der Evolvente eine Stetigfeitsunterbrechung ber dritten Dronung erfährt, fo 
dag die Evolute fo viele Zerreigungspunfte darbietet, als die Function y, welche 
die Ordinate der Evolvente ausdrückt, Stetigkeitsunterbrechungen der erften, 
zweiten und dritten Ordnung erfährt. Die Stetigfeitöunterbrechung der dritten 
Ordnung einer beliebigen Function y wird alfo geometrifch durch eine GStetig- 
feitöunterbrechung der erfien Ordnung der Function bargeftellt, welche vie Krüm- 
mung der Linie mißt, wovon y die Orbinate if, oder durch eine Zerreißung 
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der Evolute diefer Linie. Da man die Eoolute der Evolute, u. f. f. ins Ih 
envliche befchreiben kann, fo folgt, daß ſich die Stetigfeitöunterbrecdhung rim 
beliebigen Ordnung geometrifch definiren Täßt, oder zur Anfchauung gebrad 
werden fann. 

Die Evolvente jeder gefchloffenen Eurve ohne Biegungen, wie bie de 
Kreifes oder der Ellipfe, iſt eine fpiralartige, aus einem doppelten Syſten 
von Windungen gebildete Curve (Fig. 68); denn die Rotationsbewegung bi 
Tangente der Evolute, vermöge welcher jeder Punkt der beweglichen Tangen 
mit der Evolute in Berührung fommt, wird weder in dem einen, noch in da 
andern Sinne dur etwas beſchränkt. Es fei m der Punkt der Evolnte, m 
welchem der Punft ver beweglichen Tangente, weldher die betrachtete Evolven 
beſchreibt, bei der fletigen Rotationsbewegung der Tangente zufammenfällt; | 
ift Mar, daß bie beiden entgegengeſetzten Syſteme von Windungen, woraus di 
Evolvente beſteht, ſich im Punkte m vereinigen und daſelbſt einen Rückkehrpun 
der erſten Art haben. 

Die Evolvente einer Curve, welche eine Afymptote, aber feinen uflerioni 
punft hat, wie die logarithmiſche Curve, oder ein Hyperbelzweig, bietet eine 
Rückkehrpunkt der erſten Art und einen Zerreißungspunft dar. Es ſei Mi 
(Fig. 69) die Eoolute, AS ihre Aſymptote und m der Punkt der Eoolute, m 
welchem der die Evolvente um befihreibenbe Punft ver beweglichen Tangen! 
zufammenfällt; fo bat viefe letzte Curve offenbar in m einen Rüdfehrpunft de 
erften Art. Wenn fi ferner die bewegliche Tangente in dem Sinne mi a 
der Evolute verrüdt, fo nähert fie fi) ohne Ende der Lage SA, ohne biel 
jemals zu erreihen. Es gibt alfo auf AS einen Punkt u, weldem fich be 
befchreibende Punkt mit einer immer mehr und mehr verzögerten Bewegun 
nähert, ohne ihn jemals zu erreichen, und welcher folglich ein wahrer Schluf 
punft der Evolvente iſt. 

Die Shluß- oder Stillſtandspunkte können folglich Curven angehören 
deren Beſchreibung nah geometrifhen Bedingungen beftimmt iſt, fo daß bi 
Eriftenz diefer fingulären Punkte nicht blos eine Folge der Eigenthümlichkeiten 
des Verlaufe einer urfprünglich rein analytifchen Function ift (6. 209). 


günftes Rapitel, 


Grundbegriffe der Theorie der Curven von doppelter Krümmung. 





$. 222. Eine Linie wird im Raume beflimmt durch zwei Gleichunge 
zwiichen ven Coordinaten x, y, z, welde bie Entfernungen eines beliebige 
Punktes der Linie von drei anfeinander fenfrechten feiten Ebenen ausdrücke 
und umgefehrt kann das Syſtem zweier folher Gleichungen durch eine ü 
Raume befchriebene Linie, deren rechtwinflige Coprbinaten x, y, z find, da 
geftellt werden. Die fragliche Linie im Raume wird auch graphiſch durch di 
beiven ebenen Curven beftimmt, welche ihre Projectionen auf zwei der Coord 
natenebenen, 3. B. auf ven Ebenen ber xy und xz find. Die Gleichunge 
der Projectionslinien werben erhalten, wenn man abwechfelnd z und y zwifce 
den Gleichungen : 


(x,y,2)=0, fx,yı)=P, (1) 
welche die Linie im Raume beflimmen, eliminirt. 
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Man kann diefe Linie als den Durchſchnitt zweier cylindrifcher Flächen 
trachten, deren Bafen die Projectionslinien auf den Ebenen der xy und der 
s und deren gerade Erzeugungslinien reſp. zu den Axen der = und der y 
wallel find. 


Im Allgemeinen find Ne auf diefe Weife im Raume beflimmten Linien 
ht eben, d. h. es Liegen nicht blos alle ihre Punkte nicht in derſelben Ebene, 
ndern jeder noch fo Fleine Bogen verfelber kann nicht in einer Ebene 
egen, und man nennt fie daher Linien oder Curven von doppelter 
rümmung, weldhe Benennung die Folge erflären und rechtfertigen wird. 
ermöge der beiden Gleichungen der Curve Fann nur eine der drei Veränder- 
hen x, y, 3 als unabhängig betrachtet werden, und bie beiden andern, ſowie 
re Ableitungen aller Dronungen, find entwidelte oder unentwidelte Functionen 
rfelben. Allein der Symmetrie der Formeln wegen, welche bier um fo 
erthooller ift, da diefe Formeln ziemlich zufammengefett find, wird es zweck⸗ 
äßig fein, x, y, z als drei Kunctionen derfelben unabhängigen Veränverlichen 
zu behandeln. Zur Firirung der Begriffe fann man fich vorftellen, daß t die 
eit bezeichnet, und daß die Curve durch einen beweglichen Punft befchrieben 
itd, deffen Bewegung durch drei Gleichungen zwifchen x, y, z, t beftimmt 
ird. Wenn man zwei Verbindungen diefer zu je zwei genommenen Gleichun- 
m bildet, und t zwilchen ven beiden Gleichungen jeder Gruppe eliminirt, fo 
halt man die beiden Gleichungen der Curve wieder. 

$. 223. Wenn man die beiden auf der Curve liegenden Punfte (x, y, =), 
+ Ix, y+ Ay, z + Lz) durch eine Sehne verbindet, fo wird befannt- 
& die Länge derfelben ausgedrüdt durch: 


YAxı + Iy: + Aa, 
nd die Gleichungen ihrer Projectionen auf die Ebenen der xy und xe find: 


—- I, — x _,—2:, — x 
I -1=2.E- gie En, 


»&, n, C die veränberlichen Coordinaten bezeichnen. Endlich bildet dieſe 
Sehne mit den durch den Punkt (x, y, =) in dem Sinne ber pofitiven Coor⸗ 
inaten zu den Aren der x, der y und ber z gezogenen Parallelen, Winkel, 
eren Cofinus refp. ausgebrüdt werden dur: 


+ 4x + 4y + 4z 

— — ne — — — 
Dre + Ay? — — —V— Fe 
Benn fich ver zweite Punkt tem erflen ohne Ende nähert, fo nähert ſich die 
zehne ohne Ende einer beftimmten Lage, welche die der Tangente der Curve 
ı Raume if. Zu gleicher Zeit nähern ſich die Projectionen des zweiten 
unftes anf venfelben Ebenen, und die Projection der Sehne nähert fih einer 
ſtimmten Lage, welche die der Tangente der Profectionslinie iſt. Folglich 
ad die Tangenten der Projectionslimien die Projectionen der geraden Linie, 
elche im Raume die projechrte Linie berührt, und dieſe Tangente wird folg- 
ch durch das Syſtem der beiden Gleichungen: 





dz 


ix (EX), 





d 
= -(d— 2) $—:= 
eſtimmt, welche die Gleichung: 


dy - 
7-)= :(£ — 2). 
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zur Folge haben. Es iſt fommetrifcher und folglich eleganter, diefe drei Blei 
dungen in die eine Formel: 
dx dy dz (2) 
re BE Zr A Ser 
zufammenzufaffen, welche ſich nach Belieben wieder ın zwei befondere Gleichungen 
auf fo viele verſchiedene Weifen zerlegen läßt, als man aus drei Dingen Com: 
binationen zu je zwei bilden kann. Die Formeln diefer Art fommen befondert 
bei ven Anwendungen der Analyfid auf die Geometrie in drei Dimenftonen 
ä vor. 
en a, ß, y die Winkel bezeichnen, welche die Tangente der Eume 
im Raume mit den Aren der x, y, z in dem Sinne der pofitiven Coorbinaten 
bildet, fo hat man: 





+ dx + dy 
co8. a = — , 008 f = —— — 
Y 4x2 + dy2 + da2 Y dx? + dy? + dz? 
c0.7 = — — (8) 





Y ax + ay3 des 
oder wegen: 
cos.? & -4 cos. 34 co2y=i 


auch: 
dx dy dz — AATTAII 
cos. "cos. ß cos. =+ty% ray’rdat, 

Unter der Länge des Bogend einer Curve von doppelter Krümmung 
verfteht man die Grenze, welcher fi die Länge eines in den Eurvenbogen 
befchriebenen windſchiefen Polygonftüdes ohne Ende nähert, wenn die Anzapl 
der Eeiten deffelben ohne Ende zu- und jede Seite ohne Ende abnimmt, indem 
die Endpunfte des Curvenbogens mit denen des Polygonftüdes zufammen fallen. 
Wenn demnah s die Länge des Bogens einer Curve von doppelter Krümmung 
bezeichnet, indem dieſe Länge von einem auf der Curve willführlih genomme- 
nen Punkte aus gezählt wird, fo hat man: 


ds—=+% dx? + dy? +da2, (a) 
je nachdem der Bogen mit der Abfeiffe zu= oder abnimmt, und das Differen- 
zial ds pofitiv oder negativ iſt. Ferner hat man auch: 





Wir betrachten die Gleichung (a) als die analytifche Definition der Größe 
s (6. 174). Man gelangt dazu au, wenn man fich vorftellt, daß der Theil 
der cylinprifchen Fläche, welche den Bogen s enthält und feine Projection u 
auf der Ehene der xy auf der durch die Tangente an dem einen Endpunfte bes 
Dogens s und dur die Tangente an dem entſprechendenden Endpunkte des 
Bogens n gelegten Ebene ausgebreitet wird, woburd der Bogen e, ohne daß 
feine Länge ſich ändert, ein ebener Eurvenbogen und der Bogen u, ebenfalls 
ohne Aenderung feiner Länge, ein Stüd einer geraden Linie wird, und nad 
dem für ebene Eurven Gefngten, bat man: 


du? — dx? + dy?, ds? — du? + dz, 


folglich : 
ds? — dx? + dy? + dz?, 
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6. 224.‘ Unter der Berührungsebene einer Curve von doppelter 
Krümmung verfteht man jede Ebene, welche die Tangente diefer Eurve enthält; 
und folglich hat jede Eurve von doppelter Krümmung in jedem ihrer Punkte 
unendlich viele Berührungsebenen. Auch hat jede Eurve von doppelter Krüm- 
mung in jedem ihrer Punkte unendlich viele Normalen over gerade Linien, 
welhe im Berührungspunfte auf ver Tangente fenfredt find, und die Ebene, 


. weldhe alle diefe Normalen enthält, ift die Normalebene der Curve in dem- 


ſelben Punkte. Wenn man die veränderlihden Koordinaten der Normalebene 
in Punfte (x, y, =) mit &, m, &- bezeichnet, fo ift ihre Gleichung nach ven 


. Prineipien der analytifchen Genmetrie, und vermöge der Gleichungen (2): 


(5—- 5) dx —) dyy (C—-5) d0. (b) 
Die Differenzirung der Gleichungen (1) gibt: 


df df MO, df df —V 
Fri ee} + 4=0 urr,„ıtz dz=(0, 
woraus vermöge der Gleichungen (2) und (3) folgt: 
df df df 
4x (E-x) + dy H—D+ 1, 6-2)=0, 








(4) 
df df af —0 
2604 ya + 6-29=0; ) 
a cos. + di cos. + KM 0.y=0, 
dx dy dz (5) 
df df df _ 
* cos. + * co. ß + 2, 0.0. 
Get man der Kürze wegen: 
| df df Hf df 
— 1 — — ⸗4040 — —L, 
dy ds dz 
df , df de Y_y 
de «a x da 
df  df df f_n 
dx dy dy dx ' 
fo geben die Gleichungen (5): 
cos. Qa co.ß cos.Y__ + _ 1 
L ” mM N "Nu N- 


| ud die der Normalebene wird: 


LE-D+MG@—»rNd—D=0. 

6. 225. Wir wollen uns vorftellen, daß von dem Punkte (x, y, 2) aus, 
welcher in der Figur durch ın (Fig. 70) bezeichnet iſt, auf der Curve eine 
Reihe einander fehr nahe liegender Punkte m,, ın,, m,,..... genommen 
und durch Sehnen verbunden feien, fo daß ein windfchiefes Vieleck entfteht, 
deſſen Umfang fi) der Curve deſto mehr nähert, je näher die Winkelſpitzen 
defielben aneinander liegen. Zwei aufeinander folgende Seiten mm,, m,m, 

Eournot, Theorie der Functionen ꝛc. 16 
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diefes Vieleckes beftimmen eine Ebene, deren Tage im Raume etwas veraͤnden 
wird, wenn fich die Punfte m,, m, dem Punkte m immer mehr ‚und meh 
nähern, und welche fi) umfoweniger verrüdt, vorausgefegt, daß feine Stetig 
feitsumterbrechung flattfindet, jemehr die Punkte m, ın,, m, einander ſcho 
genähert find. Diefe Ebene nähert fih im Allgemeinen einer beſtimmten Lagı 
welche man durch Rechnung finden kann, wenn man bie Gleichung der Eben 
aufftellt und dabei die Längen mm,, m,m, als unenblih Feine Größen be 
handelt. Dan fagt alsvann, daß die Ebene durch drei einander unenblid 
nahe liegende Punkte gehe, und es iſt gleichgültig, wofern die Curve im Punkt 
m feine Stetigfeitöunterbrechung der zweiten oder dritten Ordnung erfährt, o 
man die Punkte m,, ın, beide dieſſeits, oder beide jenfeitd, ober den eine 
bieffeits und den andern jenfeits des Punktes m nimmt. 

Unter Stetigkeitsunterbrechungen der Curve verftehen wir die Stetigfeits 
unterbrechungen der als Functionen einer unabhängigen Beränberlichen t be 
trachteten Coordinaten x, y, z, wenn biefe Stetigfeitsunterbrechungen nicht vo 
der willführlihen Richtung der Conrdinatenaren abhängig find. 

Die Chene, welche durch zwei einander unendiiänahe liegende Punfl 
m, m, geht, geht durch die Tangente oder befindet ſich unter den Berührungt 
ebenen der Curve im Punkte m. Die Ebene dagegen, welche durch dre 
einander unendlich nahe Tiegende Punkte m, m,, m, geht, wird die Oscu 
lations- oder Krümmungsebene der Curve im Punkte m genannt, nad 
der Analogie mit dem Krümmungsfreife einer ebenen Curve, und biefe Eben 
fann als durch die Bedingung beftimmt, angefehen werben, daß fie drei em 
ander unendlich nahe liegende Punfte mit der Curve gemein hat ($. 204). 

Es fei A eine beliebige tur den Punkt in ‚gelegte Ebene und m, ei 
Punft der Curve, welder von dem Punkte m um eine fehr Feine Größe de 
erften Ordnung entfernt ıft ($. 45), fo ift ver Abftand des Punftes m, vo 
der Ebene A im Allgemeinen eine Größe von derfelben Ordnung, als di 
Sehne mın,, d. h. eine fehr Feine Größe der erften Ordnung. Es fei I 
eine Berührungsebene der Curve mm, , fo if der Abfland des Yunftes m 
von der Ebene B eine fehr fleine Öröße der zweiten Orbnung. Enblic 
bezeichne C die Krümmungsebene im Punkte m, fo wird der Abfland be 
Punktes m, von der Ebene C eine fehr Heine Größe der dritten Ordnung 
Dean kann alfo immer den Punkt m, fo nahe bei dem Pinnfte m annehmen 
daß er einer beliebigen Berührungschene näher ıft, als jeder andern Ebene 
und der Krümmungsebene näher, al® jeder andern Berührungsebene. De 
Kürze wegen übergehen wir den firengen Beweis diefer verſchiedenen Säpı 
welcher fih aus ähnlichen Rechnungen, wie die in $. 203 u. fgg., deren wi 
aber in der Folge nicht bevürfen, ergibt. 

._$. 226. Wenn man die veränderlihen Eoorbinaten der Krümmungseben 
5 Punkte (x, y, 2) mit &, rn, GC bezeichnet, fo ift ihre Gleichung von de 
orm: 


X5—- +YOo—- +20 —-D)=0, (ec) 
wo X, Y, Z noch unbefannte und zu beflimmende Eovefficienten find. Dief 
Gleichung muß auch flattfinden, wenn man darin x + dx, y+dy, 2 +d 
reſp. für x, y, z feßt, und man bat folglich: 

Xdx + Ydiy+ Ziz = 0. (c') 
Endlich müffen dieſe beiven Gleichungen noch flattfinden, wenn man darin für 
x, Y, 2; dx, Jdy, da 
reip. ſetzt: 
x+ dx, y—+dy, z+dz; dx + d’x, dy + d’y, de + d2z, 


| 


* 


— 


welches gibt: 
Xxdax + Yd2y+ 2422 S 0. (ei) 
Wenn man biefe drei Gleichungen fo miteinander verbindet, daß zwei ber 
drei Unbekannten X, Y, 2 eliminirt werden, fo verſchwindet die dritte zu 
gleicher Zeit und man erhält für die Gleichung der Krümmungsebene: 


(dyd?s — dsd?y) (& — x) + (dad?x — dxd2z) (7 —y) 
+ (dxd?y — dyd?x)(C— z)=0; 
aber der Kürze wegen kann man die Gleichung der Krümmungslinie auch 
unter der Form (c) beibehalten, indem man fegt: 
X — dyd?z—dzd?y, Y = dad?x—dxd?z, Z — dxd2y—dyd?x, (Y) 


$. 227. Für die Gleichung der Normalebene im Punkte (x, y, z) 
haben wir gefunden: 

(ẽ - dx Yıy+lc—)u—0, (b) 
und wenn man die Gleichung ber durch einen unendlich nahe Tiegenden Punkt 
gehenden Normalebene haben will; fo muß man zu dem erften Theile der 
vorhergehenden Gleichung ihr Differenzial in Beziehung auf alle VBeränverlichen 
addiren. Für die auf der geraden Durchſchnittslinie der beiden einander 
endlich nahe liegenden Normalebenen liegenden Punkte hat man folglich außer 
der vorhergehenden Gleichung noch die ſich durch Differenzirung daraus erge- 
bende Gleichung: 

( — ) daxæ ( —y)dy+(S—a)d?23 — (dx? +dy? + der)=0, 
oder: 

(E-D)dx Hy —„)Oy+(—z)dz—de2—=(, (b) 

Diefe Durchſchnittslinie der beiden Normalebenen trifft die Krümmungs- 
ebene in einem Punkte (&, 7, 0), deflen Eoordinaten ven drei Gleichungen 
(b), (b), (c) genügen müffen. Diefer Punkt iſt ver Mittelpunkt eines Kreifes, 
welcher durch drei einander unendlich nahe liegende Punkte der Curve geht, 
oder der Mittelpunkt des Krümmungskreifes. In der That iſt die Conſtruction 
des Krümmungsfreifes, da bei der geometrifchen Beflimmung des Krümmungs- 
freifes einer ebenen Curve nur zwei aufeinanderfolgende unendlich Feine Ele- 
mente der Curve in Betracht kommen, und zwei aufeinanverfolgende Elemente 
einer beliebigen Curve von doppelter Krümmung auch in verfelben Ebene Tiegen, 
oder diefe Ebene, welche die Rrümmungsebene ift, beftimmen, fowohl auf 
Curven von doppelter Krümmung, als auf ebene Eurven anwendbar, Sept man: 

0 EE—) +m—?+(l— 2) 

fo bildet der Halbmeſſer 0 des Krümmungskreiſes mit den Parallelen zu den 
Aren der x, y, 2 die Winkel A, u, », welche durch folgende Gleichungen 
befimmt werben: 


too.A=$—x, tocsu=n-—.y, too.v=(6—z 
1 
Tie Krümmung der Curve in ihrer Krümmungsebene hat den Ausdruck ry 


zum Maße, und der Eontingenzwinfel dr ($. 193) ift mit e durch folgende 
Bleichung verbunden: 


Eu 


E () 


ds 


I _ 
= 


16* 
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$. 228. Die Gleichungen (b), (b‘), (c) geben unmittelbar durch Elimi- 
nation der Binome E— x, y—Y: 
— ds? (Xdy — Vdx) 
I—me= X(dyd22—dzd?y)-+ Y(dad?x—dxd2z)+ Z(dxd2y—dyd?x) 
__ ds? (Xdy — Yıx), 
Xr+Yr +2’ 
und hieraus ergibt fich durch bloße Vertauſchung der Buchftaben: 
ds? (Zdx — Xdz) 
„= .y +Yrz: ' 
ds? (Yds — Zdy) 
Xryprz 


E—-ı= 


Ferner erhält man: 
de /&K?+FY:+ Zr)ds2 —(Xdx+ Ydyt+ Zds)2 
pP—LZ X:+-Y + 2 4 
oder wegen der Gleichung (c'): 
ds? 
+ —, ———, 
YXxX: +-r +2: 
Dur eine ähnliche Rechnung, wie bie in $. 196 findet man: 
X? + Y2 + Z2 — ds? (d?x?2 + d2y2 + dis? — d2s2), 


x: +Yı +2: =ar ga.) + (2) + (2 ) 


Man Tann alfo dem Ausprude bes Krämmungspalbmeffers die beiven folgen 
ben Formen geben: 


(e,) 


P = 


und: 


ds? 
e=+r nut (0,) 
Nã?x + d2y2 -d22—d252 ' e 
und: 
e=+t 05) 


ds 
"7, deu: 5 * 
d — — — 
v( ) + (« 2) + (@ ds 
Zerner fände man unmittelbar: 


Ady — Ydx — d?z (dx? + dy?) — ds (dxd?x + dyd2y) = d2z (ds? — ds?) 


— da (dsd?s — dzd?z) = d2zds? — dzdsd?s — ds?d » =, 
8 


und folglich: 








1 dx l dy d dz 
7 — 
5 —7 „—y=o!+ =g [—-2=0?. —, 


Man hat alfo: 


— 











= 1.9 a. 4 
8 
ol=zte— c.u=+p ds’ cos.v—_+p = OD 
8 


Endlich gibt die Formel (d) für den Werth des Eontingenzwinkels dr: 


e=+Y (a3), (2) + («4 (7) 


Diefe letzte Forme thin di i | | 
—3— I —S aidin bie aemel (0,) erhält man direft durch eine 
cos. &, cos. ß, cos. Y; 
eos. æ + Acos.ca, co.ß- Icos.P, co0.y7-+ I cos. y, 
vie Eofinus der Winkel, welche die durch den Anfangspunft parallel zu den 

Zangenten der Eurve in den Punkten: 
(&, Jı 2), (x + fx, y+ Ay, z+ 42), 
gezogenen geraden Linien, vefp. mit ben Aren der x, y, z bilden und 7 be- 
eichne den zwiichen dieſen beiden geraden Linien Tiegenden endlichen Winkel; 
o hat man nach den bekannten Formeln der analytiihen Geometrie: 
co. 7=cos.a(cos.@-4-1cos.)+-cos.B(cos.8-+Ncos.3)+-cos.y(cos.y+Lcos.y), 
1=cos.2@-} cos.28 + cos.2y, 
1= (cos. + 1cos.a)? + (cos.8 + Icos.8)? + (cos.y-+ Acos.y)? ; 
woraus folgt: 
2(1 — 008.7) =cos.20—2cos.a(cos.@ + fcos.a)+-(cos.x + cos.) ? 
+ cos.28—2cos.ß(cos.ß-+-feos.ß) + (cos.?-+ Acos.9)? 
+ c08.27—2cos.y(cos.y-4-Lfcos.y) + (cos.7+ Acos.y)? 


oder vielmehr: 
(2 sin. 5 — (4 c08.0)2+(41c0s.8)? + (cos.y)? 


dx\2? dy\? dz\2? 
* =) + (+) + (49 
Wenn nun der Winkel ⁊ unendlich Hein wird, was wir ausdrücken, wenn 
wir dr für 7 fegen; fo muß auch in der vorhergehenden Gleihung d für A 
gefeßt werben, und ba der Sinus eines unendlich Heinen Bogens mit dieſem 
Bogen zufammenfällt, jo kommt man wieder auf die Formel (r). 
$. 229. Wir wollen nun annehmen, was immer geftattet ift, daß bie 
Krümmungsebene zu der der xy parallel fei, jo bat man d— 0, d?s=0(, 
flgi X = 0, Y=0 we: 





„ (dr? + dy2)3 

— dxd2y—dyd?x 

aber dieſes if der Ausdruck des Krümmungshalbmeflers der Projection ber 
Curve von doppelter Krümmung auf die Ebene der xy ($. 196), und für 
E— x, 7 —y fände man ebenfalls Werthe, welche mit den Werthen ber 
Coordinaten des Rrümmungsmittelpunftes einer ebenen Curve übereinflimmen. 
Hierans folgt: daß der Krümmungshalbmeſſer einer beliebigen im 
Raume befhriebenen Eurve der Größe und Richtung nach mit 


e= 
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dem Krämmungshalbmeffer der Projection diefer Eurve auf die j 


Rrüämmungsebene übereinftimmt. - 

$. 230. Wenn A’, ut, v! die Winkel bezeichnen, welche die Normale : 
auf der Rrümmungsebene, refp. mit den Parallelen zu der Axe der x, bery : 
und = bilven, fo hat man: . 


cs.A!=+ 


x Y 
nd | + — — — ⸗ 
YX:r+YV+72 YX?+Y:+2Z: 
co.v—+ — _ , " 

YX:+Y:+2: 
Bezeichnet ferner d0 den unendlich Meinen Winkel, welchen die Normalen de 
einander unendlich naheliegenden beiden Rrümmungsebenen, wovon fidh die eime - 


auf den Punkt (x, y, =) und die andern auf den Punkt (x + dx, Hd 
z + dz) bezieht, miteinander bilden; fo hat man nach dem vorhin Bewielenen: 


d92? = (d+ c0s.))? + (d +» cos.1:)2 + (d +» cos.v‘)? 


cos. u! — 


2 Y N 
(ne) + (U 





(q. 
* YX:+Y =) 
_ &?-+Y2+ Z2)(dX?+4Y2+d22)— (XdX+YdY+ZUZ)2 
6.32 3 I2 7 7) — 
_ &daYy— YaX)?2 + (ZIX— XdZ)2 + (YdZ— ZUV): 5 
J 
Ferner findet man: 
dX=dyd?s—dzd’y, dY=dad’!x—dxrd’z, d4A=dxd’y—dyd’z, 
xdv - YıX ZUX — Xxuz YdZ — ZaY } 
dz = ey = 0, . 
= dz(d?xd’?y—d?yd?x)--dy(d?2zd?x—d2xd?z)+dx(d2yd?z—d?zd’y), 
und folglich: 
dd dz(d?xd?y—d2yd’x) +dy(d?z43x—d2xd?z)+dx(d?2yd?z—d2zd’y) 


ds — (dyd22—dzd2y)2 +(dzd2x—dxd2z)2? +(dxdiy_dyd2x2 
Sowie nun ber Ausdruck: 











worin dr ben von zwei einander unendlich nahe Tiegenden Tangenten gebilbe- 
ter Eontingenzwinkel bezeichnet, die Krümmung der Eurve in ihrer Krümmunge- 
ebene oder ihre erfie Krümmung mißt, ebenfo iſt ver Ausbrud: 

do 

ds ' 
worin dO ben von zwei aufeinander folgenden Srämmungsebenen gebildeten 
Slerionswinfel bezeichnet, das Maß der zweiten Krümm ung der Eure, 
wodurch bie Benennung „Linien von doppelter Krümmung“, welde 
man ben nicht in berfelben Ebene liegenden Curven beilegt, gereihtfertigt wird. 
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n fi die Nectification einer Eurve von doppelter Krümmung vorzuftel- 
m man fi) denken, daß die erfte Krümmungsebene auf die zweite, diefe 
dritte, u. ſ. f. niebergefchlagen werde, fo daß die Linie in eine ebene 
yerwandelt wird, und dann, baß die erſte Tangente auf die zweite, dieſe 
dritte, u. |. f. ebenfalls nievergefchlagen were, fo daß die ebene Eurve 
gerade Linie verwandelt wird, ohne daß die Ränge der Elemente ver 
jlichen Eurve durch diefe doppelte Operation verändert if. 
irch eine umgefehrte Operation oder durch zwei aufeinander folgende 
‚en fönnte man alfo auch von der geraden Linie zu einer beliebigen im 
befchriebenen Curve übergehen. Ä 
an fieht, daß der Ausdruck der zweiten Krümmung von den Differen- 
er dritten Ordnung der Coorbinaten x, y, z abhängt, während der 
f der erften Krümmung blos von den Differenzialen der erften und 
n Ordnung abhängig ift. 
231. Die zweite Biegung (Krümmung) verſchwindet und ändert im 
nen das Zeichen, wenn man hat: 
{d3y—d2yd?x)+dy(d22d?x—d?xd?z) +dx(d2yd?z—d?zd?y)—0, (e) 
ı fagt alsdann, die Curve erfahre eine einfache Inflerion. Wenn 
bingungegfeichung für alle Werthe von x, y, = erfüllt wird, fo iſt die 
ine ebene. 
mn man x zur unabhängigen Veränberlihen nimmt, fo wird die Glei- 
>) auf die fehr einfache Form: 
yıızul — zuyul —( 

Nah den Gleichungen (d) und (o,) verſchwindet die erfte Biegung, 

an zu gleicher Zeit bat: 


2 
.z0, Y=0, 2=0, der —. [nn > 


efe Bebingungsgleihungen reduciren fih auf y’—0, zU—0, wenn 
nabhängigen VBeränderlihen genommen wird. Hiernach iſt Mar, daß, 
e Sleihungen (f) erfüllt werden, es vie Gleichung (e) ebenfalls wird; 
ın darf daraus nicht mit einigen Schriftftellern fchließen, daß die durch 
ichungen (f) charakterifirte Inflerion der erſten Krümmung nothwendig 
ten; einer doppelten Inflerion zur Folge habe. Es folgt daraus 


aß der weiter oben angegebene Ausdruck von 7 unter der unbeſtimm⸗ 


m n erfcheint, und um den wahren Werth vdeflelben bequemer zu 


m, wollen wir x zur unabhängigen Veränderlichen nehmen; fo haben wir 

do ylzin _ zig 

ds * (yizlı — ziyija yo ya 2 zu " 
hler und Nenner dieſes Bruches verfhwinden für „’—=0, :'"=0, 
elbe würde mit ihren Ableitungen ver erften Ordnung in Beziehung 
unabhängige VBeränderlihe x der Fall fein. Aber wenn man zu ben 
gen der zweiten Orbnung übergeht, fo erhält man: 

do ylizw —_ zlltyı 

1 * Gizt—ziy ia 2 ya 2 zn 
Werth nur unbeflimmt werben Fönnte, wenn man ji gleicher Zeit 
, au 0 hätte, und welcher im Allgemeinen von Null verfchieden iſt. 
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Dafielbe erhellet auch aus der Sign; beun e8 fein ‚m, m, m,, m 
(Fig. 70) vier aufeinander folgende Winkelfpigen des windſchiefen Biel 
mit unendlich Heinen Seiten, welches man für die Curven von doppelter Krüms- 
mung fubftituirt; fo kann man die durch die Punkte ‚m, m, m, gehende 
Ebene als die Krümmungsebene im Punfte m und die durch die Punkte m, 
m,, m, gebende Ebene als die Krümmungsebene im Punfte m, betrachten 
($. 225). Diefe beiven Ebenen fchneiden fih nach einer geraden Linie mO. 
Run kann man aber, ohne die gegenfeitige Neigung der beiden Ebenen zu 
verändern, indem man blos ihre Durchſchnittslinie verrüdt, die Seite mm 
in die Verlängerung der Seite ‚mm bringen, woburch ber Eontingenzwinfe 
in m verfehwinbet, wobei aber der Werth des Winfeld der zweiten Biegung 
ganz ungeänbert bleibt. 

Wenn jedoch den Gleichungen (f) für alle Werte von x, y, = gemügt 
wird, fo ift die Linie eine gerade, und folglich verſchwindet ver Winfel ver 
zweiten Biegung ebenfowohl, als der Contingenzwinkel. 

$. 232. ine im Raume befchriebene Curve kann als die Umhüllungslinie 
aller ihrer Tangenten, oder aller geraden Linien, womit ihre Tangente fuccef- 
five zufammenfältt, indem fie fih nah einem durch die Form der Curve gege- 
benen Geſetze im Raume bewegt, betrachtet werben ($. 189). Aber das Um⸗ 
gefehrte findet nicht ftatt, und eine gerade Linie, welche ſich willführlich im 
Raume bewegt, kann nicht haben, und hat auch im Allgemeinen nicht eine 
Umpüllungslinie, welde fie in ihren verfchievenen Bogen fucceffive in verfchie- 
denen Punkten berührt. Es ferien, größerer Allgemeinheit wegen, die Glei- 
dungen einer beliebigen Linie folgende: 

fl, 9, C, 4)) *2 0, 66, Yı G,o)=0, (a) 
worin &, 7, L die veränderlihen Coorbinaten und & einen willführlichen Pa- 
vameter bezeichnen, deſſen ftetige Veränderung die ftetige Veränderungen beftim- 
men, welche die Linie in ihrer Form und Lage erfahren kann; fo werben bie 
Gleichungen der Umhüllungslinte zwifchen &, 7, C, wenn fie eriflirt, durch die 
Elimination von a zwifchen den beiden vorhergehenden Gleichungen und ihren 
Ableitungen in Beziehung auf a, nämlich: 

df uf _ 

1.7. da (u) 
gegeben. Allein man hätte auf diefe Weife mehr Gleichungen, ald zur DBe- 
flimmung der beiden Gleichungen der gefuchten Umbüllungslinie erforderlich 
find, wofern der aus den erften Gleichungen (@), (a'‘) ald Function von 
S, n, | abgeleitete Werth von a nicht für alle Werthe der Eoordinaten dem 
Werthe gleih wäre, welchen man erbielte, wenn man a zwifchen den beiden 
legten Öleichungen derfelben Gruppen eliminirte. 


Wir wollen dieſes auch auf die geraden Durchſchnittslinien zweier einan- 
der unendlich nahe liegender Normalebenen einer gegebenen Curve anwenden. 
Diefe geraden Linien find offenbar auf den entfprecdenden Krümmungsebenen 
fenfreht und ver Winkel, welchen fie miteinander bilden, wenn fie einander 
nnendlich nahe kommen, ift genau der weiter oben mit d@ bezeichnete Winfel. 
Für die Gleichungen diefer dem Punkte (x, y, z) entfprechenden geraben 
Linien zwifchen &, 7, & haben wir in $. 227 gefunden: 


(E—) dx + ( Yıyırl— D)u=0, (b) 

(5—-x) dr2x + — NEy+le—Dde—d?=0. (b) 
Die unabhängige Veränderlihe t, wovon x, y, z Zunctionen find ($.222), 
hängt von dem vorhin mit a bezeichneten veränverlichen Parameter ab, ober 


— .———— 
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was baffelbe ift, man kann annehmen, daß fih c mit € ändere. Num wollen 
wir aber bemerken, daß die Gleichung (1) aus der Gleichung (b) bereits 
derch eine Differenzirung in Bezichung auf die ald Functionen von t betrach⸗ 
wien Beränverlihen x, y, z abgeleitet iſt. Wenn man folglich die Gleichungen 
(b), (69 nochmals in Beziehung auf t vifferenzirt, fo wird nur noch eine 
seue Sleichung, nämlich: 

(E—x)Jd?x + (7 —y)d’y+lS— z)1?z—Ildxd?2x+dyd?2y+dzd?z2)=0 (b“) 
eingeführt, und wir fommen folglich auf ven Ausnahmefall ver Eriftenz einer 


Umhüllungslinie. Es gibt alfo eine Curve, deren Tangenten die Normalen 
: auf den Krümmungsebenen ver erften Curve find, indem jede diefer Normalen 


- gende Punkte der Curve enthält, deren veränderliche Koordinaten 


der Durchſchnitt zweier aufeinanderfolgender Normalebenen if. Nah Fou- 
rier's Bemerkung tft der Contingenzwinfel oder der Winfel der erften Biegung 
anf der zweiten Eurve, dem Winfel der zweiten Biegung in dem entfprechen- 
ten Punkte der erften Curve gleich. Um von dieſem umgefehrten Sate, 
welcher allein des Beweifes bedarf, einen folhen zu geben, wollen wir bemer- 
fen, daß die Tangenten der erften Curve Winkel miteinander bilden, welde 
den von den Normalebenen gebildeten Winkeln gleich find, und dag die Nor» 
mafebene ter erften Curve die Krümmungsebene der zweiten ifl. Denn die: 
Gleichung (b) iſt die der Normalebene, und diefe Gleichung findet vermöge 
der Gleichungen (b), Ch) noch flatt, wenn man darin fucceffive x + dx, 
+ dy, = +dz und dann x + 2dx +d?x, y+ 2dy+ d?y, 2+ 2dz + d?z 
reſp. für x, y, = ſetzt, fo daß diefe Ebene drei einander nd nahe Fa 
174 ind. 
$. 233. Wenn man die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes mit 
&, rn, & bezeichnet, fo hat man zur Beflimmung dieſer drei Conrbinaten bie 
Gleichungen (b), (b9 und außerdem die Gleihung der Krümmungsebene: 
xX&E—ı)+ Yo —»+rZzCc—d=0. (<) 
Wenn man fi) alfo die Eoordinaten x, y, z und ihre Differenziale der beiden 
erften Ordnungen als Yunctionen einer unabhängigen VBeränderlihen t ausge- 
drũckt denkt, fo braucht man nur noch t zwilchen dieſen drei ©leichungen zu 
eliminiren, um zwei Gleichungen zwilchen &, 7, C zu erhalten, weldhe bie 
Bleipungen der Linie find, worauf alle Krümmungsmittelpunfte der gegebenen 

e liegen, 

Da S, n, C Functionen von € find, fo können wir die Gleichung (b) 
differenziren, indem wir alle darin vorkommenden Größen ſich ändern laſſen, 
und alsdann erhalten wir wegen der Gleichung (b’): 

dödx + dydy + didz = 0, (g) 
woraus folgt, daß die durch den Punkt (&, nm, ©) gezogene Tangente der 
neuen Curve auf der Tangente der gegebenen Eurve im Punkte (x, y, =) 
fenfrecht iſt und in ihrer Normalebene Liegt, 

Ebenſo gibt die Gleichung: 

(5— 2)? +4, - N? +rß— =, 
wenn man darin alle Größen fich ändern läßt, und bie Gleichung (b) be- 
rädfichtigt : 
E45 +Wm—n din + (&—2)dE = ode, 
woraus folgt, wenn man d5? + dry? + 462 = do2 fegt: 
do E—X, dẽ D—y, di) —2, dd 
* do 60 do ? e do E do 8 
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Der zweite Theil diefer Teßten Gleichung brüdt den Eofinus des Winkels 
aus, welchen der Krümmungshalbmeffer o mit der Tangente der Curve bildet, 
bie der geometrifhe Ort der Krümmungsmittelpunfte der gegebenen Curve if. 
Wenn die gegebene Curve eine ebene ift, fo verſchwindet diefer Winkel, und 
man hat do — + do. Aus diefem Refultate, verglichen mit ber Gleichung 
(g), folgt, daß der geometrifhe Ort der Krümmungspunkte zu gleicher Zeit 
bie Evolute der gegebenen Eurve iſt. 

Um zu zeigen, daß dieſes nicht mehr flattfindet, wenn die gegebene Curve 
feine ebene ift, oder daß die Richtung des Krümmungséhalbmeſſers nicht mehr 
mit der Richtung der Tangente an ver Linie der Krümmungsmittelpunfte zu- 
fammenfällt, braucht man nur zu zeigen, daß das Syſtem der Krümmungs- 
balbmefler feine Umhüllungslinie hat, oder dag man im Raume feine Linie 
befchreiben kann, welche alle dieſe Krümmungshalbmeſſer berührt. 

Zu diefem Zwede wollen wir bemerken, daß bie Richtung der geraden 
Linie o mittelft des Ducchfchnittes der Normalebene und der Krümmungsebene 
beflimmt wird, und daß folglich die Gleichungen diefer geraden Linie zwifchen 
&, y, 5 folgende find: 

(—-) dx - y+lQ—)k=0, (b) 
xX&5E—)+Y(7r—„)+r2(—2)=0. (c) 

Um die Gleichung der Umhüllungscurve der geraden Linien o zu erhalten, 
wenn fie eriftirt, muß man mit biefen leichungen ihre Ableitungen in Be⸗ 
ziehung auf die unabhängige Veränderliche t verbinden, und auf dieſe Weiſe 
erhält man unter Berüdfihtigung der Gleichung (c'): 

(—-5) dꝛx + - ) d25 2) du- dr =0, 69 
E-)IK HM NIr+e—)EZ=0 (e,) 

Aus den vier Gleichungen (b), (c), (b’) und (c’,) ergibt fi durch Eli- 
mination der Binome E—x, 7 —y, —: eine Bebingungsgleichung, welder 
die Coordinaten x, y, z und ihre Differenziale genügen müflen, bamit ie 
geraden Linien o eine Umbüllungscurve haben fünnen. Sp geben z. B. vie 
Gleichungen (b), (c), (b') die bereits in $. 228 angeführten Werthe von 
— x, — y, C— 2, und wenn biefe Werthe in die Gleichung (c‘,) fub- 
ftituirt werden, fo wird fie mit der Gleichung (e) iventifh, welche, wie wir 

eſehen haben, ausdrückt, daß die gegebene Eurve eine ebene ift, wenn fie 
fir alle Werthe von x, y, z erfüllt wird. 

Zu demfelben Refultate würde man auch gelangen, aber nicht fo einfach, 
wenn man ausdrückte, daß fich der zweite Theil der Gleichung (g,) für alle 
Werthe von x, y, z auf die Einheit reduciren muß. 

Daraus, daf die Linie der Krümmungsmittelpunfte feine Eoolute mehr if, 
wenn bie gegebene Curve feine ebene ift, darf man jedoch nicht fchließen, 
die Linien von doppelter Krümmung feine Eooluten haben fönnen. Da 
aber die Conftruction der Evoluten für Linien von doppelter Krümmung an bie 
Theorie der Frummen Flächen fchließt, fo fol fpäter die Rede davon fein. 

$. 234. Wir wollen die in diefem Kapitel mitgetheilten Formeln auf bie 
fogenannte Schraubenlinie anwenden, welche auf ver Oberfläche eines 
geraden Eylinders mit Freisförmiger Bafis fo befchrieben ift, daß die Tangente 
der Enrve mit den CErzeugungslinien des Cylinders einen conftanten Winfel 
bildet, oder fo, daß ſich die Curve in eine gerade Linie verwandelt, wenn bie 
cylindriſche Fläche in eine Ebene ausgebreitet wird. Es fei R der Halbmefler 
bes Eylinders, deſſen Are mit ber der z zufammenfalle, @ fei der Winkel 

wilchen ber Ebene der x⸗ und ver durch bie Are des Colinders gelegten 
bene, worin ber Punkt (x, x, z) der Eurve liegt und a bezeichne bie trigo- 
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metrifche Tangente des conflanten Winkels, welchen die Tangente der Curve 
t der Erzeugungslinie des Cylinders bildet; fo gibt die Definition der 
Sraubenlinie unmittelbar: 

x—Rcos.9, y=Rsin.y, z=aRy, (b) 
nigfiens wenn man annimmt, daß die Are ber x durch den Punkt geht, worin 
: Schraubenlinie die Ebene der xy trifft. Die Gleichungen der Projectionen 
e Eurve auf die Ebenen der xz und der yz find folglich zwifchen rechtwink⸗ 
en Coordinaten: 

z . 8 
x Reos. ——, y—Resin. ——; (h,) 

d die Gleichung der Projection der Curve auf die Ebene der xy flimmt 
'enbar mit der des Durchfchnittes des Cylinders mit dieſer Chene überein, 
d ift folgende: 


x? -y? =R:, (h,) 
ıh bat man die Gleichung: 

Z=tmg '(h,) 
(ches die Gleichung der Fläche ift, welche durch eine gerade Linie erzeugt 
zd, bie fih, indem fie ſtets zu der Ebene ber xy parallel bleibt, fo bewegt, 
ß fie fich fortwährend auf die Schraubenlinie und auf die Are des Cylin⸗ 
rs ſtützt 


bt. 

Es iſt wohl zu bemerfen, daß das Syflem der Gleichungen (h,) nur eine 
tzige Echraubenlinie ausdrückt, nämlich die, welche vermittelt des Winkels 
rch die Gleichungen (h) ausgeprüdt wird, während das Syſtem der Glei- 
gen (h,), (b,) oder das Syſtem, welches aus der Verbindung ver Olei- 
img (h,) mit einer der Öleichungen (h,) gebildet wird, außerdem noch eine 
dere Shraubenlinie ausbrüden Fönnte, weldhe man erbielte, wenn man 
+9 für 9 in die Gleichungen (b) fette. Diefer Ueberfluß, welcher für 
wiffe Projectionsfyfteme flattfindet und für andere nicht, iſt dem bereits in 
176 bei Gelegenheit der Cycloide angeführten, analog. 

Die Gleichungen der Tangente der Schraubenlinie find: 


d die der Normalebene ift: 
( — x) sin. & — (y—y)co.9—a(l—z)=0. 
eraus folgt, daß die Normalebene mit der Ebene der xy einen conſtanten 
infel bildet, waͤs übrigens auch aus der Definition der Curve hervorgeht. 
Die Coorbinaten £, des Punktes, worin die Tangenten im Punkte 
„y, 2) der Schraubenlinie die Ebene der xy trifft, werben durch folgende 
leichungen beftimmt: 
— x. — sin.pg—=Rysin.p, n—7=— — 09 =—Rycongı, 
a 
waus folgt: 
E—-)?+mW—y?=R?Y. 
Es fei AmBA (Fig. 71) der Durchſchnitt des Cylinders mit der Ebene 
e xy, A der Punkt, worin die Schraubenlinie biefe Ebene trifft, mu die 
vjection der Tangente der Schranbenlinie in dem Punkte, welcher fih auf 
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die Ebene der xy nach m projeccirt und se der Punkt, wo biefe Tangente 
diefelbe Ebene trifft; fo berührt die gerade Linie mu den Kreis in m, und 
aus der vorhergehenden Gleichung folgt; daß bie gerade Linie mus biefelbe 
Länge hat, wie der Bogen Am. Wenn alfo die Tangente der Schraubenlinie 
fih fortbewegt, indem fie dieſe Curve beftändig berührt, fo befchreibt ber 
Punkt u, worin fie die Ebene der xy trifft, auf diefer Ebene eine Evolvente 
des Kreifes, welcher der Durchfchnitt des Cylinders mit verfelben Ebene i 
und diefe Evolvente hat in dem Punkte, worin bie Schraubenlinie dieſ 
Ebene trifft, einen Rückkehrpunkt ($. 221). | 


$. 235. Wenn man, wie es der Natur der Curve entfpricht, den Winfel 
9 zur unabhängigen Beränderlihen nimmt, fo hat man: 


dx —=Rsin. dp, dy=Rcos. pdp, dz = aRdy; 
dx=— Rcos ydyp?, dy=— Rein. dp? , dz=0; 
d’x=Rsin. gdyp?, d’y—=— Rcos. dp? , d’z = (0. 
Bezeichnet man ferner den conftanten Winfel, deſſen Tangente = a if, 
mit i, fo erhält man: 


ds = 





dy, ds = 0; 
cos. I 
Bei Berüdfihtigung diefer Werthe gibt die Formel (E,) für das Mack 
der erften Krümmung: 








1 cos.2i, Ä 

o — R , 

und für das ber zweiten Krümmung hat man nach den Formeln in $. 230: 
10 sin.i cos.i N 

. ds = R 


Die Gleichung der Krümmungsebene wird: 
tang. i [((&E— x) sin. — (n—y) co. 9) HC —z3=0, 
ober vermöge der Öleichungen (h) einfacher: 
C—s=a(nco.9— Esin.Y); 
und man fieht, daß fie gegen bie Ebene der xy eine conftante Neigung hat. 


Für die Coorbinaten &, 7, G des Krümmungsmittelpunktes hat man bie 
Werthe: 
&=—a!Rcos.9,y7=—a:Rsin.y, G—=aRy, () 

welche denen von x, y, 2 als Zunctionen von ꝙ ganz analog find, und zeigen, 
daß die Linie der Krümmungsmittelpunfte eine zweite Schraubenlinie if * 
auf einem Cylinder beſchrieben iſt, welcher die Are = ebenfalls zur Are 
einen Halbmeſſer = a2R hat. Uebrigens befindet fich diefe Linie, wie 
erfte Schraubenlinie, auf der durch die Gleichung (h,) ausgedrückten | 
und da die Gleichungen (h), (7) für z und L viefelben Werthe geben, W 
folgt, daß die beiden Schraubenlinien dieſelbe Schraubenweite haben, ober 
dag die Beränderlihen z, C denfelben Zuwachs befommen, wenn ber Bogen 
9 um einen ganzen Kreisumfang zunimmt. jr 

Ferner le aus der DVergleihung der Gleichungen (h), (7), daß! 
Krümmungshalbmeffer o nah dem Halbmeffer des Cylinders (h,), oder m 
der beweglichen geraden Linie, welche die Fläche (h,) befchreibt, gerichtet ı, 
—* a die Are der Schraubenlinie rechtwinklig durchfchneivet. Da mau’ 
erner bat: 
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do=+tResini+dgp, g = const., 


v folgt aus der Formel (g,) auch, daß der Krüummungshalbmefler E die Tan- 
ente an der Linie der Krümmungsmittelpunfte unter einem vechten Winkel 
mechichneivet, was auch ohne alle Rechnung daraus folgt, dag 0 nah dem 
dalbmeſſer des Cylinders gerichtet ift, worauf die zweite Schraubenlinie over 
er geometrifche Ort der Feimmungsmittelpunkte Tiegt. 

Endlich fällt in dem gegenwärtigen Falle die Linie der Krümmungsmittel- 
vonfte mit der Umhüllungscurve der geraden Durcfchnittslinien der fucceffiven 
Rormalebenen oder mit der Linie zufammen, deren zweite Biegung der erften 
Biegung der gegebenen Curve gleich ift, und umgefehrt, 


Schstes Kapitel. 


Weber die Berührungsebenen der krummen Flächen. 





$. 236. Wir wollen nun zu ben Anwendungen der Differenzialrechnung 
mf die Theorie der krummen Flächen übergehen, welche auch in praftifcher 
Smfiht von Wichtigkeit find. Die Entwidelung diefer Theorie verbanfen wir 
beſonders Monge und feinen Schülern, und fie bildet eine der wefentlichften 
Vervollkommnungen, welche vie höhere Geometrie feit dem Alterthume erhalten hat. 

Wenn die Gleichung einer auf gerablinige Eoordinaten x, y, 2, welde 
er der Einfachheit wegen als rechtwinklig vorausfegen wollen, bezogenen 
kummen Flaͤche gegeben ift, fo fann man auch zwei dieſer Veränderlichen, 
.®.x,y, als unabhängig betrachten, und bie dritte Veränderliche =, welche 
eine Function der beiven erften ift, bat zwei partielle Ableitungen der erften 
Drhnum p, q, und das Totalbifferenzial berfelben wird folglich ausgedrückt 

ch: 


dz = pdx + qıly, 
wo die unendlich Meinen Ineremente dx, dy von einander unabhängig bleiben. 

Aber wenn man fi) auf der krummen Fläche irgend eine durch ven Punkt 
(z, y, z) gebenve Linie befchrieben denkt, fo findet für die auf dieſer Linie 
liegenden Punkte zwifchen y und x und folglih zwiſchen dy und dx eine ge⸗ 
genſeitige Abhängigkeit flatt, fo daß man ſetzen kann: 

dy = y’dx, da (p + gy') dx, 
ws =’ eine Function von x bezeichnet, welche durch die Geſtalt der erwähnten 
Cerve beftimmt wird. 

Es feien E, 7, & die veränderlihen Eoorbinaten der Tangente der in 
ede fiehenden Eurve im Punkte (x, y, 2), fo find die Gleichungen dieſer 
Umgente nach $. 223: 

n—=y(5— 3), C-s=p+WV)E—- N. eb 

Wenn man alfo zwifchen diefen Gleichungen y' eliminixt, fo gehört bie 
Hultivende Gleihung der krummen Fläche an, worauf alle die Tangenten 
egen, weldhe man im Punkte (x, y, z) an alle auf der gegebenen Küche 
Griebene und durch biefen Punkt gehende Eurven ziehen Tann. Die Elimi- 


tion gibt: 
S-2=p(—-)+4m—Y) (2) 
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anwenden, welche, wie leicht aus ihrer Form erhellet, der durch die Umdrehun 
einer Hyperbel um ihre nicht ſchneidende Are erzeugten frummen Fläche ange 
hört, welche das Rotationshyperboloid mit einem Fache genannt wirb 
um fie von dem Rotationshyperboloide mit zwei Fächern, melde 
durch die Umdrehung einer Hyperbel um ihre ſchneidende Are erzeugt wird 
zu unterſcheiden. 

Für die Gleichung der Berührungsebene findet man: 


+ 26 _ 
— 012»: 1, (7) 
und wenn man darin &, r, C ale Conftanten und x, y, z als bie verändern 
lichen Eoorbinaten betrachtet, fo gehört dieſe Gleichung zu einer Ebene, welde 
das Hpperboloid nach einer Curve durchfchneibet, die ber cr Ort der 
Berührungspunfte des Hyperboloides mit allen durch den Punkt (&, 7, C) ger 
henden Ebenen if. Wenn man eine ähnliche Rechnung auf bie allgemeine 
Gleichung der Fläche des zweiten Grades anwendet, fo ergibt fi, daß, wenn 
man an irgend eine dieſer Flächen von einem außerhalb gegebenen Punkte 
Berührungsebenen Iegt, der genmetrifche Ort aller Berührungspunfte eine ebene 
Eurve des zweiten Grades iſt. Hieraus folgt, daß die um eme Fläche ves 
zweiten Grades befchriebene Kegelfläche vom zweiten Grade if, 

Wenn die Berührungsebene (7) das Hyperboloid zu gleicher Zeit fehneivet 
und berührt, fo werben die Gleichungen der Durchſchnittslinie zwiſchen &, 7, 5 
dur die Verbindung der Gleichung (7) mit der folgenden: 

tr _% (8) 


erhalten. Die Verbindung der Gleichungen (6), CT), (8) gibt aber: 
x2 + y2\yö2 +m2\ /xö + yy\: 22 da —8 
III HN HH) 
oder vielmehr: 
xn — yg 2 z— (@ 2 
(7) * (= 


und dieſe legte Gleichung zerfällt in die beiden folgenden: 
my s:—L m—y__ :—$ 
2 * 9, a —7 bo’ 
Die eine oder die andere biefer Gleichungen drüdt in Berbindung mil 
der Gleichung (7) eine gerade Linie aus. Die Berührungsebene ſchneidet alfo 
die krumme Fläche nach zwei durch den Berübrungspunft gehenden geraden 
Linien, wovon fich jede mit dem Punkte (x, y, =) verrüdt, und folglich kann 
das Hyperboloid durch jede dieſer beweglichen geraden Rinien befchrieben werben. 
Man kann in den Gleichungen (6) und (7) auch =—=0 feten, d. $. 
einen der Punkte des Kreifes x? + y2 = a2, nach welchem das Hyperboloid 
von der Ebene der xy gefchritten wird, zum Berührungspunfte nehmen. Die 
Gleichung (7) reducirt fih alsdann auf x& + yy — a? und brüdt offenbar 
aus, daß die Projectionen der eben erwähnten beweglichen geraden Linien auf 
ber Ebene der xy Tangenten des Kreifes find, welcher durch die Umdrehung 
des einen oder andern der Scheitel der Hyperbel erzeugt und der Kehlkreiẽ 
genannt wird, 


$. 240. Wenn man die Gleihung einer krummen Flaͤche auf die Forn 
2= f(x, y) bringt, fo bat man nah $. 157: 
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fx Ax, + AIy)=f(x, )+pIx + 4dy 
f [ dif(x + 04x, y-+ 04y) Axı 2’ +0An y+ 0947) 1.45 


dx? dxıdy 


d2f A 04 
+ en. y) day |, 
6 eine zwifhen Null und der Einheit Tiegende Zahl bezeichnet, Es fei: 
S—-z=m(@—x)+nm—y) (2) 


je Gleichung einer durch den Punkt (x, y, =) gehenden Ebene, fo wird ihre 
| Pfeifen g=x+ A, y=y-+ Sy entſprechende Ordinate 5 ausge- 


S=z2+mAx+nfIy— f(x, y) + mfx + n4y. 
si: 

fx Ax, y+A)— = (p—m) Ix+ (4—n) Ay 
J Ax, y+ II) ya! + 0Ax, y + 0Ay) 91y 


dx? dxdy 
+ GE + 04x, y + 0A) Ay: 
dy? 
Ax, Ay ſehr Heine Größen der erſten Ordnung find, und folglich vie 
5 13: 
fx Ax, y + dy— | (A) 


hen den Drbinaten ver frummen Fläche und der Ebene ebenfalls eine fehr 
ine Größe der erſten Ordnung iſt, fo lange die Glieder: 

(p — m) Ax-+ (q— n) 45, 

pen welche man ben zweiten Theil des Werthes von (1) vernachläfligen 
m, nicht verfchwinden. Aber wenn m=p, n—y ift, ober wenn die 
ıe (2°) mit der Berührungsebene 12) zufammenfällt, fo rebucirt fi bie 
erenz (I) auf eine fehr Heine Größe der zweiten Dronung. Ferner 
M man leicht ein, daß das vom Punkte (x + Ax, y+ Ay, 2 4 Jz) auf 
e Ebene (2°) gefälte Perpendifel im Allgemeinen eine Größe von derfelben 
mung wie (I) iſt. Man kann alfo die Berührungsebene ald eine Ebene 
rad ten, welche fih der krummen Kläche in der Nähe des Berührungspunftes 
he nähert, als jede andere durch denſelben Punkt gehende Ebene ($. 203). 


— — — — — 


Siebentes Kapitel. 
Aualytiſche Merkmale der Hanptfamilien der krummen Flächen. 


$. 241. Bekanntlich führt jeber mathematifche oder empirifche Zufammen- 
ung zwilchen den Beränderlihen x, y, =, welcher allgemein durch: 
F(x, y, 2 )=0 (1) 
Meedradt wird, auf die Conſtruction einer krummen Fläche, wenn man x, 
‚ 2 als bie drei Coordinaten beteachtet, welche die Rage eines Punktes im 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 17 
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Raume beftimmen. Allein die fo conftruirte Fläche wird im Allgemeines 
geometrifch beftimmt fein, und es kommt jet nicht bios mehr darauf M. 
Igtifche Begriffe räumlich darzuftellen, fondern die Analyfis auf vie 8 
der Ausdehnung anzuwenden, und wir haben daher hier nur diejenigen M— 
zu betrachten, welche durch geometriſche Eigenfchaften charafterifirt werke 

Zuweilen Täßt fi die geometrifche Definition einer frummen FIAIE: 
mittelbar durch eine Gleichung zwifchen ihren veränverlihen Coordinalcz 
drüden. So drückt 5. DB. die Gleichung: | 

x? 4 52 +2? —R?3 

unmittelbar das geometrifche Merkmal aus, wodurch man die DE 2 
Kugel definiren kann, nämlich, daß alle ihre Punkte von einem andern Wi 
welcher bier zum Anfangspunkte der Eoordinaten genommen iſt, gie 
entfernt find. Aber gewöhnlicher befteht die geometriiche Definition ermer | 
in der Angabe des Geſetzes der Beichreibung derfelben durch eine Linde, 
fih blos im Raume bewegt, ohne ihre Form zu verändern, ober währe 
Bewegung auch zugleich ihre Korm verändert. In dieſem Falle wirb bie 
hung (1), als durd die Elimination des Parameter « zwifchen den Ofeiguni 

IX, yı 2, 0o)=0, fix, y, z, a)=0, 
welche die einer im Raume befchriebenen Linie find, gegeben angeſehen, 
biefe Linie, welche die Erzengungslinie genannt wird, ändert entweder 
Lage und Form, oder wenigftens ıhre Lage mit dem Parameter «a. 

Man fagt auch: die Fläche (1) fei der geometrifhe Ort aller ü 
weldhe das Syſtem der Bleichungen (2) gibt, wenn man den YVaramele 
fih ftetig ändern Täßt. 

So iſt 3. B. die Oberfläche des in den Elementen der Geometrie be 
teten geraden Kegels die Fläche, welche durch eine gerade Linie beſchr 
wird, die beftändig durch einen feften Punkt geht und fi fo bewegt, t 
mit einer andern durch denfelben Punkt gehenden geraden Linie einen conf 
Winkel bildet. Man könnte fi vie Kegelfläche aber auch als durch 
Kreis befchrieben denken, deſſen Mittelpunkt fih auf der Are des Kegel fi 
bewegt, indem feine Ebene ſtets auf dieſer Are fenfrecht bleibt und ſei⸗ 
änderlicher Halbmefler der Entfernung der Epite des Kegeld von dem M 
punkte des beweglichen Kreifes proportional if. 

$. 242, Diefes führt uns auf die Eintheilung der frummen Aläc 
Familien, nad den geometrifchen Analogieen ihrer Beichreibungsarten, 
diefe fchon an und für ſich für die Einfiht der Operationen in den Kim 
und Gewerben fo merfwürdige und nüglihe Eintheilung hat für uns nd 
befondere Intereſſe, daß fie fi unmittelbar an die Theorie der Functict 
fo wie wir fie betrachtet haben, anfchließt. Dan darf diefe Eintheilunge 
nicht mit der der algebraifchen Linien oder Flächen nah dem Grade % 
Gleichungen verwechfeln, obgleich fich vermöge des zwifchen der Geometrie: 
der Algebra ftatifindenden Zufammenhanges oft Analogiecn zwifchen ven Lic 
und Flächen, welche durch Gleichungen von demfelben Grave ausgebrädt ı 
den, berausftellen ($. 207). 

So gehört 3. DB. der vorhin erwähnte gerade Kegel zu der Familie 
Kegelflaͤchen, deren gemeinfchaftliches Merkmal darın befteht, daß Fe be 
eine gerabe Linie beſchrieben werden, welche beftändig durch einen feften 
Ebenſo gehört der gerade Cylinder, welchen man in den Elementen bein 
zu der Familie der cylindrifhen Flächen, welche durch eine fich 
Se Linie erzeugt werden, die ſtets zu fich felbft parallel bleibt. In 
Allen Tann man für den Kreis, welcher bei dem gewöhnlichen Cylinder 
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als Richtlinie der Erzeugungslinie bei ihrer Bewegung dient, eine 
ige algebraifche, oder transcendente, oder auch eine ganz willlührliche, im 
e beſchriebene Curve ſubſtituiren. Im Allgemeinen nennt man nämlich 
nien, auf welche ſich die Erzeugungslinie bei der Befchreibung einer be- 
ten Fläche ſtützt, Richtlinien. 

Die Eintheilung der Flächen in Familien unterfcheivet fih von einer ei- 
hen Klaſſification ($. 18) dadurch, daß dieſelbe Kläche nach den ver- 
nen Analogieen, welche ihre Beichreibungsart varbietet, zu verfchiedenen 
ten gezählt werden kann. So fann man 3. B. den gewöhnlichen Kegel 
'glinder auch als zu der Kamilie der Rotationsflächen gehörig be- 
na, deren einfchaftlihes Merkmal darin befteht, daß fie durch eine 
Linie, die Meridianlinie, welche fih um eine in ihrer Ebene liegende 
reht, erzeugt werben. Diefe Meridianlinie repucirt fih in dem Kalle des 
ver oder Kegels auf eine zu der Rotationsare parallele oder fchiefe ge- 
nie; aber fe ann auch eine beliebige, in der Merivianebene befchrie- 
Zurve fein. 

Dan begreift hiernach, daß die Flächen, deren Gleichungen nicht algebraifch 
und fich nicht einmal durch mathematifche Zeichen ausdrücken laſſen, den- 
emeinſchaftliche Eigenfchaften Haben und hinſichtlich der gemeinfchaftlichen 
irungsmerkmale geometriſch unterfucht werben fünnen. 


Regelflächen. 


. 243. Unter Regelflächen werben alle diejenigen verſtanden, welche 
ich auf eine beliebige Weife im Raume bewegende gerade Linie erzeugen 

Man kehrt auch diefe Definition wohl um, und fagt, dag man durch 
Punkt auf einer Regelfläche immer eine gerade Linie ziehen kann, welche 
in diefe Flaͤche fallt. Die DBerübrungsebene einer Regelflähe enthält, 
le Tangenten der durch den Berührungspunft auf der Regelfläche gezoge- 
inien in ihr liegen, auch die durch diefen Punkt gehende Erzeugungslinie, 
ine Linie mit rer Tangente zufammenfällt, wenn fie eine gerade wird. 
Beun die Gleichungen der geraden Erzeugungslinie auf die Komm: 

 ‚=zox+y, z=fı+Ö, 
Gt find, fo dürfen fie nur einen willtührlichen Parameter enthalten, weil 
ıft Feine Fläche geben konnte, welche der geometrifhe Ort aller Erzeu- 
Iinien wäre. Man bat alfo: Ä 
B=ya,y=zYa,ö=wa, 
B das Spftem der beiden Gleichungen: 
y=zax+YVa,z=xpaHt wa, (3) 
, , a beliebige Functionszeichen find, eine beliebige Regelfläche aus⸗ 
n Tann. 
Die beiden einander unendlich nahe liegenden Erzeugungslinien, für welche 
yeränderlihe Parameter die Wertfe « und « + da annimmt, treffen 
3er im Allgemeinen nicht, d. h. es gibt im Raume Feine Linie, welche die 
Hungslinie aller geraden Erzeugungslinien wäre ($. 232); denn wenn 
Umbüllungslinie exiftirte, fo müßten fich ihre Gleichungen durch die Eli- 
ion von a zwifchen den Gleichungen (3) und ihren Ableitungen in Be— 
ig auf a, nämlich: 
zxtFWa=0, sgpla-t wa=0 

en. Sollen aber diefe beiden letzten Gleichungen zufammen ftattfinden 
n, fo muß man folgende Bebingungsgleichung haben: 


17 * 
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wa — ya.» Wa, ( 

welche nur zwei der Functionen 9, I, w willkührlich und unabhängig I 
Wenn diefe Beringungsgleichung nicht erfüllt wird, und die gerakli 
zeugungslinien feine Umbüllungslinien haben, fo wird die Regelfläiei 
windfchiefe Fläche und im entgegengefegten Falle eine abwidel 
Fläche genannt, und zwar aus einem Grunde, welden wir balb Teune 
nen werden, Be 
$. 244. Wenn die Functionen ꝙ, %, w gegeben wären, fo 

die Gleichung der entiprechenvden Regelfläche aus der Elimination vom 
fen den beiden Gleichungen (3). Man kann alfo in diefen beiden G 
gen die Veraͤnderlichen « und = als Functionen der beiven unabhängigen 
änderlihen x, y betrachten. Wenn man von der erfien Glei in Bey 
auf jede der unabhängigen Beränderlichen die Ableitung nimmt, jo erhält 


= etya)=-a Fetva)=i; 


und wenn man mit ber zweiten Gleichung eben fo verfährt, fo findet ı 
da, m—n— da u u 
7, “yat+ wia)—p Ya, 7, ya + wu) =ga 
Hieraus folgt: 


q 
fo, daß man auch jede beliebige Regelfläche durch das Syſtem der 
Gleichungen: 
y=aoxt+-Yba,p+agq=ga 

ausprüden kann, worin die Ableitungen ver erſten Ordnung p, g, 
noch zwei willtübrliche Functiongzeichen 9 und & vorkommen. Wenn 
zweite diefer Gleichungen fucceflive in Beziehung auf x und auf y diffe 
fo erhält man: 


da, , — da _ 
— pya—-d=rra, , He-o='r at, 
woraus vermöge der Gleichung (7) folgt: 
_ ta _ 
mie oder at + 2as + r=0. 
Jede Regelflähe kann alfo au durch das Syſtem der Gleichungen: : 
 ‚=ax+t Ya, at H2s + r=0, 
worin die partiellen Ableitungen der zweiten Orbnung r, s, t vorkommen} 
nur noch das willführliche Functionszeichen I erfheint, ausgebrüdt 


Wenn man endlich die Gleichung (8) fucseflive in Beziehung auf x 
differenzirt, fo erhält man: 


{ 


2 (+ a) =— (av + 2am +), 


da 


2 (s+a)=— (air +2anr tm), Y 
und folglich: 


261 


œ2 Ziau+u 

pe — @3v + Zaw tw oder rt 3a?w + dauı + u 0O. (9) 

Beinirt man nun a zwiſchen den Gleichungen (8) und (9), fo erhält man 

5 Dleigun mit partiellen Differenzialen ver dritten Ordnung, worin fein 
ährliches —— mehr vorkommt, welche dieſelbe Allgemeinheit, 

- das flem der Gleichungen (3) bat, und wie diefe beliebigen Negelflä- 

Rn entfpricht. 

„Man gelangt unmittelbar zu demfelben Refultate, wenn man bemerft, daß 

| 3 einander unendlich nahe liegende Berührungsebenen jeder Regelfläche 
berfelben geraden Linie burchichneiden, welde eine Erzeugungslinie if, 

a bie drei einander unendlich nahe liegenden Berührungspuntte auf diefer 

inte felbf Iiegen. Denn die Gleichung der Berührungsebene: 

—-=p(e—)+4ım—y) 

vie beiden Ableitungen der erſten Ordnung: 

. dp 6- x) + d44 ( —y)=0, (10) 

| d2p(5—x) + d?g (7 — y) — (dxdp — dydg) = 0; 

son jede in Berbindung mit der Gleichung der Berührungsebene biefelbe 


ade Linie beflimmen muß, d. h. man muß haben: 
dx _ dy _ dz 
Ex yo: 
durch fich die Gleichungen (10) auf: 
dpdx + daddy = 0, d*gdx + d?2pdy = 0, 


br vielmehr auf: 
r+sy + (ce + ty) =0, 
a + 2uy' + ey? + (uw + 2uy -y2)y' =0 

buciren. Aus biefen beiden Gleichungen muß ſich auch derſelbe Werth der 
y’ des Winkels ergeben, welchen die Projection der Erzeugungslinie 

der Ebene der xy mit der Are der x bildet, und in der That unterfcheiden 

die beiden vorhergehenden Gleichungen, xefp, von ben Gleichungen (8) 
d (9) nur dadurch, daß y’ für a fleht. 


Abwidelbare Flächen. 

$. 245. Wenn bie geraden Erzengungslinien eine Umhüllungslinie haben 

x der Gleichung (4) genägt wird, fo verwandeln fich die Gleichungen (6) 
ih die Subflitution des Werthes w’a in folgende: 


ga + Ya) =p— ya, . ct Ya)=g 


weane, wegen der Gleichungen (5) folgt: 
j p=ya— ayla, gq= yla, 
Benn bie Bunction ꝙ gegeben wäre, fo eliminirte man «= zwifchen biefen Ich- 
a Gleichungen und man erhielte: 
p=I«. (Mm 

So lange die Function 9 willtührlich bleibt, iſt dieſes auch mit der hier- 
n6 abgeleiteten Function I] der Fall, und umgelehrt, die Unbeftimmtheit von 
I Hat die von Y zur Folge. Die abwidelbaren Flächen werben alſo fowohl 
urch das Syflem der Gleichungen (3) und (4), worin bie Coorbinaten x, 
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y, = und drei wilfführliche Functionen, wovon zwei unabhängig finb, vo: 
men, als durch die Gleichung (IT), welche nur die Ableitungen p und q 
einem einzigen willkührlichen Functionszkichen enthält, ausgedrückt. 

Das Zeichen II wird ortgefhafft, wenn man zu den Ableitungen 
zweiten Ordnung übergeht, und alsdann erhält man, wie au ſchon img. 
gefunden ft: dlmoo 

— 3 — UV, 


Die Berührungsebene einer abwidelbaren Fläche berührt dieſelbe nad 
ganzen Länge der in biefer Ebene liegenden geraden Erzeugungslinie. ! 
die Bedingung, daß die Berührungsebene durch eine gegebene Erzeugung: 
geben muß, gibt für alle —A — arz ugrygelini⸗ liegenden Beruhrungẽ 
dieſelbe Bedingungsgleichung zwiſchen ben Ableitungen p, q, und wenn 
damit die Gleichung (IT) verbindet, fo werben bie Größen p, q einzel 
flimmt und haben für alle dieſe Berührungspumite diefelben Werthe. 

Aus diefem Sate über die abwidelbaren Flächen muß man umg 
fliegen, daß für die windfchiefen Flächen die Berührungsebene, welche i 
bie durch den Berührungspunft gehende Erzengungslinie enthält, die Ober 
nicht berührt und fie folglich in jedem andern Punkte der geraden Erzeng: 
linie durchfchneibet. 

6. 246. Die abwidelbaren Flächen befommen biefen Namen, wı 
fih in eine Ebene ausbreiten oder abwideln Iaffen, ohne weder Riſſe, 
Falten zu befommen, oder ohne daß die Elemente irgend einer auf der ? 
befchriebenen Curve bei dieſer Abwidelung verlängert oder verfürzt wı 
Denn betrachten wir eine Reihe einander unendlich nahe liegender Erzeug 
Iinien mu, m,u,, m,u, »... (Big. 72), welde fih je zwei und 
durchſchneiden, fo daß fie das windfchiefe Viele von unendlich vielen Es 
Seiten un, u, +»... zur Umbüllungslinie haben; fo kann man das 
Clement mu, um die gerade Linie m, un, fo lange drehen, bie es i 
Ebene des anliegenden Elementes m,u,m, fällt, worauf man viefe t 
nun in berfelben Ebene liegenden Elemente auf vie Ebene m,u,m, niederfd 
u. ſ. f. In dem folgenden Kapitel werben wir durch andere Beirachtunge 
dieſe Eigenfchaft der abwidelbaren Flächen und auf die Folgerungen, r 
ſich daraus ziehen Jaflen, zurückkommen. 

Die Linie u, iz oc. 0... oder die Umbüllungslinie der Erzeugunge 
mu, MU, MU, 22... wird die Rückkehrkante oder die Wendu 
eurve der abwidelbaren Fläche, welche der geometrifche Ort aller diefe 
jeugungslinien if, genannt, eve Linie von doppelter Krümmung fann fı 
als die Wendungscurve einer abwicelbaren Fläche betrachtet werben, ı 
durch eine fi) bewegende und an dieſer Linie tangent bleibende gerabe 
erzeugt wird. Es wird daher zur Vervollftändigung der Theorie ber ' 
von doppelter Krümmung zwedmäßig fein, fie an bie Theorie der abwickel 
Flächen anzufchließen, wie wir fpäter thun werben, 

Die Rückkehrkante kann fih auch anf einen Punft rebuciren, wie 
bei den Kegelflächen der Fall iſt, welche offenbar abwidelbare Flächen 
Wenn fi) der Durchfchnittspunft aller Erzeugungslinien in's Unendliche en: 
fo wird die Fläche eine cylinprifche und bleibt abwidelbar. Wir ı 
biefe beiden Familien abwirelbarer Flächen nun näher unterfuchen. 


Cylindriſche Flächen. 
$. 247. Wenn man die Gleichungen der geraden Erzengungslini 


bie Form: 
x=az ro, —bz 4 4 (1 


263 


k, fo findet zwiſchen ven veränderlihen Parametern cin Zufammenhang; 
= ya (9) 
‚ woraus folgt: 
y—bz=o(x— as) (12) 

So lange die Eoefflcienten a, b und die Function 9 unbeflimmt bleiben, 
wicht die Gleichung (12) einer beliebigen cylinprifchen Fläche. Wenn man 
Coefficienten a, b Zahlenwerthe beilegt, fo müflen vie Erzeugungslinien 
ben Parallelen zu den Eoorbinatenaren beftimmie Winkel bilden. 

MBeun mon von der Bleihung (12) in Beziehung auf jede der unabhän- 

Beränderlichen x, y die Ableitung nimmt und auf die gewöhnliche Weiſe 
—— ꝙ eliminirt, fo erhält man die Gleichung mit partiellen Diffe⸗ 

4—691, (13) 
be genau dieſelbe Allgemeinheit bat, als die Gleichung (12), wovon fie 
Jeitet if. Nach der geometrifchen Bedeutung der Ableitungen p, q drückt 
Gleichung (13) aus, daß die Berührungsebene immer zu der geraden Linie 
az, y = bz parallel ift, und man hätte ſich auf dieſe Kigenfchaft ver 
üßrungsebene ber cylinpriichen Flächen fügen können, um die Gleichung 
> direct zu erhalten, 

$. 248. Die Durchſchnittsecurve, welche man erhält, wenn man eine qh⸗ 
vifche Fläche mit einer auf ihren Erzengungslinien fenfrechten Ebene durch⸗ 
eidet, wird ein gerader Durdfchnitt genannt. 

Um diefen geraden Durchſchnitt, over allgemeiner, die in ber Gleichung 
) vorkommende willtührlihe Function ꝙ zu beſtimmen, kann man feftfeßen, 
; die krumme Fläche durch eine gegebene krumme Richtlinie ($. 242) 
en muß. Es feien: 

f(x, yı »)=0, (f) f 
IX, yı)=d0, (f) on 
Gleichungen der Richtlinie, fo erhält man, wenn man x, y, z zwiſchen ben 
leichungen (11), (f, f) eliminiert, eine reſultirende Gleichung von ber Form: 
. oo. F(a,)=0, (F) 
mit der Gleihung (9) iventifch fein muß, und folglich die Kunction ꝙ 
| Wenn man a die Gleichung (F) für a and 4 ihre Werthe ale 

Ionen von x, y, z wieder fett, fo erhält man: 

. Fa a,y—b)=0, - Ä Ay). 
bie Gleichung der verlangten cylindrifchen Fläche iſt. 
Benn vie Richteurve in ber Ehene der xy befchrieben wäre und durch bie 
g: 







Bigevrückt würbe, fo verwandelte ſich die Gleichung (F) in f(a, 8) = 0 
wait der Gleichung (14) Hätte man: | 
|  f@— a2, y—b)=0, . (15) 

, Diefe letzte Gleichung drückt aus, daß der Durchſchnitt der krummen Fläche 
u einer zu der Ebene der xy parallelen Ebene, deren Ordinate z ift, fi 
ıf die der xy nach einer mit der Richtlinie identiſchen Linie projicirt, und 
de man erhielte, wenn man die Richtlinie auf der Ebene ber xy parallel 
I der geraben Linie forträden Liege, welche mit der Are ber x einen Winkel 
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bildet, deſſen Tangente = * iſt, fo daß alle Punkte der Richtlinie par | 





gerade Linien befchrieben, beren gemeinfchaftlihe Länge = = / a: 
wäre. Die Gleihung (15) hat alfo einen beflimmten geometrifchen Sa 
führt alle Aufgaben, welche man über cylinbrifhe Flächen ftellen Tanz, 
leichte Conftructionen zurüd, ohne daß man die Allgemeinheit der Fuch 
zu beſchraäͤnken braucht, indem man ihr einen mathematiſchen Ausdruck Sei 
wogegen bie Bleihung (14) an und für fich felbft feinen Sinn Kat, we 
Elimination zwiſchen den Gleichungen (11), (f), (f) nicht ausführbar iſt, 
wenn die Functionen f und f keinen mathematiſchen Ausdruck meße 
Sobald jedoch die Richteurve durch die Zeichnung ihrer ‚Projectionen * 
aufeinander ſenkrechte Ebenen gegeben iſt, lehrt die beſchreibende Geome 
Durchſchnittscurve der cylindriſchen Flaͤche mit einer gegebenen Ebene, | 
mit der der xy, durch Punkte confiruixen, fo daß fih das Spflem ver is 
fem Zweige der Geometrie üblichen graphifhen Operationen au bie. 
beliebiger fletiger Functionen anſchließt und die Stelle unmöglicher anaigkk 
Efiminationen vertritt. 


Wenn bie cylindrifche Fläche eine durch eine Steigung, wie . 
Gleichung (f), gegebene Fläche berühren muß, wie bei dem Srobieme | 
Schatten, wenn fi) der leuchtende Punkt in's Unendliche entfernt; fo 
map aus der Gleichung (f) die Werthe von p, q als Zunctionen von x, ya 
ab und fubftituirt fie in die Gleichung (13), wodurch man eine porite 04 
hung (F) erhält, welde zu der Berührungslinie des Eylinders mit ber 
(f) gehört. Alsdann kann man viele Berührungslinie (f,f) zu Ri 
neben und die Auflöfung der Aufgabe wie vorhin vollenden, 


Kegelfläden. 


. 249. Die Gleichungen der beweglichen geraden Linie, welde e 
Ke eifläce befchreibt, indem fie beftändig durch den Punkt (x,, Yor 2.) 
laffen fih auf folgende Form bringen: 

x — u=al-y)2e—z. =ß&-—x), (16) 
wobei vorausgejegt wird, daß die Parameter «, A dur eine Gleichung, 
(4) mit einander verbunden find, und alsdann erhält man: 

2 — ol —°e\, 

x—X, (7) * 
So fange die Conſtante x,, y und die Function ꝙ unbeflimmt 6 
fann diefe Gleichung eine betiebige Regelfläche ausprüden. Das Funcki 


hen Y wird durch das gewöhnliche Verfahren eliminirt und man fonımi 
dann auf die partielle Differenzialgleichung : 


2— 20 =p(x— x) +q4(y—Jo)ı (18) 
wozu man auch direct gelangt, wenn man bemerkt, daß die DBerü 


der Kegelflähe immer durch den Mittelpunkt (x), Yor =.) derſelben rn 
muß. Wenn man biefen Mittelpunkt zum Anfangspunkte der Coordinaten 
fo reducirt fih die Gleichung (IT) auf: 


—— 


und iſt ihrer Form nach in Beziehung anf die Veraͤnderlichen x, y, a hon⸗ 
gen. Unter venfelben Umfländen derwanbelt fich die Gleichung (13) in felgenke 








0 


zZ px + qy, 
was mit dem Lehrfaße von den homogenen Zunctionen ($. 122) übereinftimmt. 
Wenn die Regelflähe die Linie (f, 5) zur Richteurve Hat, fo eliminirt 
man x, y, a zwifchen den Gleichungen (16), \ , (f), woburd man auf eine 
Endgleihung (F) kommt, welche die Function ꝙ implicite beſtimmt. Sept 
man für a, B ihre Werthe als Functionen von x, y, z, fo erhält man für 
vie Gleihung der Kegelfläde: 


Fl, —) 0. (19) 
J-Jo IX 

Wenn die Function f nicht direct gegeben wäre, ſondern durch die Be⸗ 

dingung beflimmt werben müßte, daß die Kegelfläche vie Flache (f) berähre, 

welcher Fall bei dem Probleme der Schatten vorfommt, wenn ber Teuchtende 

unft in einer endlichen Entfernung von dem auf dem Wege der Lichtſtrahlen 

dlichen undurchfichtigen Körper liegt; fo leitete man aus der Gleichung (f) 

Die Werthe von p, q als Functionen von x, y, 3 ab und fubflituirte fie im 
tie Gleichung (13), woburd man die Gleichung (f) erhielte. 





Windſchiefe Flächen mit einer geraden Richtlinie. 


S. 250. Wenn man die Are der = zur Richtlinie nimmt, fo genügen die 
auf die Form: 


z= ga >a,z=yVba-t a, (20) 
gebrachten Gleichungen der Erzeugungslinie der Definition der in Rebe ſtehen⸗ 
den Flächen, woraus folgt: 

x ba — BE 

T=ga' sera=u(T). 


Hiernach kann man für das Syflem der Gleichungen (20) eine ver beiden fol- 
genden Gleichungen ſetzen: 


xp, (2) + (I), (21) 


2* — + (2), (22) 
wo die Zunchon @,, %, durch die Bedingungsgleichung: 


.(2)= FE) 


miteinander verbunden find. Nimmt man von der Gleichung (21) in Bezie- 
hung auf y und auf x die Ableitungen, fo erhält man: 


=. (2)-Url2)+ te) 
er )rtel). 


px + 7=9,(2). 23) 


En wen man nochmals die Ableitungen nimmt, um p, zu eliminiten, fo 





folglich: 


Wenn man das Functionszeichen ꝙ auf die gewöhnliche Weife eliminirt 
ergibt ſich daraus: 
p(x—az) + q(y—b)=0, (3: 
Der Sinn diefer lebten Gleichung iſt der: daß, wenn man durch ven 9 
(x, y, z) in der Berührungsebene zu der Ebene der xy eine Parallele ; 
diefe die Richtlinie (31) ſchneidet, und in der That fällt die auf diefe V 
Pr der DBerührungsebene gezogene gerade Linie mit einer Erzeugungslinie 
ammen. 
Wir wollen annehmen, daß die bewegliche gerade Linie außer der ger 
Linie (31) noch eine andere gerade Linie: 
xm+n y=msz-+ ou 
zur Richtlinie habe, fo wird die Function 9 vermittelft einer ähnlichen E 
nation, wie die bereitd vorgenommenen, fpecialifirt und man erhält die Gleich 
(mb — am’) z? + (m’ — b)xzz— (m— a)yz + (bo —an)s + ax —ny: 
der Oberflähe des zweiten Grades, weldhe das hyperboliſche Parabo: 
genannt wird. | 
Wenn das Conoid ein gerabes ift, fo hat man a=0, b=0 und 
Gleichungen (32) und (33) verwandeln fih refp. in: 


:=4(L): pr + =0. 
Die in der Stereotomie unter dem Namen Rreuggemblbe befa 
Flaͤche iſt ein gerades Conoid, für welches die zweite Richtlinie gewöh 


eine Eilipfe ift, deren Ebene und eine Are vertical find. Wenn die Gleic 
gen dieſer Ellipfe folgende Form haben: 


a?y? 22 


Rotationsflädhen 


$. 254. Unter den Oberflähen, beten unterfcheivendes Merkmal t 
befteht, daß fie fich nicht durch die Bewegung einer geraden Linie erzei 
laſſen, wollen wir bier nur die fogenannten Rotationsflähen ($. i 
betrachten. Es feien: 
bie Gleich x — u S2(2 — 2)äν IJ 20) 

je Gleichungen ver den Bunt (x, Y„, 2.) gehenden Rotationsare 
if die Oleihung — ifo ai PS RA — 

ax+-lby+z=ao, 
und diefe Ebene ſchneidet die Rotationsflähe nach einem Kreife, welchen 
als den Durchſchnitt einer Ebene und einer Kugel, deren Mittelpunkt der J 
(X, Yor 2.) ift, betrachten kann. Die Gleichung diefer Kugel if: 
und der uf x<—x,)?+(r—y,) + („—3,)?=Pß, 
ammenban deſſen Form von der Geftalt der Meribi 

aöhäugt, gi wie ee Geß De 

«2x2 +7—-,)+@—2%”=9(a t+ly+ m), (% 


- - ww — — — ——— — 
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welche eine beliebige Rotationsfläͤche ausdrücken kann, fo lange die Conſtanten 
X Yor 20, a, b, und das Functiongzeichen g, aubefkimnnt leiben. 
immt man bie partiellen Ableitungen in Beziehung anf x und auf y, fo 
hält man: 
2x — x, +tp@— 2)]=(a+p)-Ylax+by+ 2), 
2x— y,+9@— z)J=b+D-Yy'l@ax +by+ 2), 
woraus ſich durch Elimination von g' ergibt: 
Py—yo—blz—2,)}-glx— x, —alz— 2, )]=b(x&—x,)—aly—y,). (35) 
Diefe letzte Gleichung drüdt aus, daß die Normale der krummen Fläche bie 
Rotationsaxe fehneidet. Denn bezeichnen &, 7, C die veränderlichen Coordina⸗ 
ten der Normale im Punkte (x, y, =), fo find die Gleichungen berfelben: 
$—- x + D=0, 7—-s+tıl—-DI)=0, 
während bie Rotationsare, auf diefelben Coorbinatenaren bezogen, werden s 
g— x, =all—z,), n—y=b( — 3), 
ud wenn man aus biefen vier Gleichungen die Coordinaten &, 7, 5 fort 
haft, jo kommt man wieder auf die Gleichung (35). 
Wenn man die Rotationsare zur Are der z nimmt oder x, —0, y,=0, 
ı=0, b=0 feßt, fo vebucirt fih die Gleihung (35) auf: 
pP —g=0, (36) 
mb die Gleichung (34) verwandelt fich in folgenve: 
2? +37? +(2— 2,)? = 492), 
oder, was wegen der Unbeflimmtheit der Function @ daſſelbe iſt, in: 
2 4 2 =gz, oder z (x2 + Y2), 
md z iſt alsdaunn die Drbinate der Meridiancurve, deren Abſeciſſe = 
Vx + y2 if. 
Bermittelft des bereits bei den cylindrifchen und Kegelflächen angegebenen 
Eliminationsverfahrens kann man leicht die Gleichung der durch eine gegebene 


Curve (f, FI gehenden Rotationsflähe finden. 


$. 255. Wir wollen das Gefagte auf die Beftimmung der Fläche an- 

wenden, weldhe durch die Umdrehung der geraden Linie: 
x=m+n,y_mz to (39 
um bie Are ver = erzeugt wird, fo haben wir biefe beiden Gleichungen mit 
ben @feichungen : 
z za, x + =Bß, 
zu verbinden, woraus folgt: 
(ma +9)? + (ma +)? =Pß 
und wenn wir für ce, 6 ihre Werthe feben: 
(az Fo? + (ms ya =xr Hy. 

Wenn man die kürzeſte Entfernung ver Rotationsare von ber geraden Linie 
(37) zur Are der x nimmt, fo wird bie gerade Linie (37) I der Ebene der 


yz parallel und man m —=0,n!=0 fegen, wodurch ſich die Gleichung 
der frummen Fläche in folgenve verwandelt: 
x? y2 — m/?2? —n2, 


welche mit ber Gleichung (6) in 5. 239 übereinflimmt. Die erzeugte Fläche 
it folglich die unter dem Namen Rotationspyperboloid mit einem Fade 
befannte Regelfläche. | 
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d’F _ u 
a er 
verbindet, fo fann man a fortfhaffen, und bie Eoprbinaten x, y, =» eine® auf 
der Rückkehrkante Tiegenden Punktes, welcher im Allgemeinen ein fingulärer 
Punkt derſelben ift, einzeln beftimmen. 
6. 258. Betrachten wir nun die Gleichung einer Fläche: 
Fx,y2,.,M)=0, [F] 


worin zwei willführliche Parameter «, A vorkommen, fo Tann man nicht an- 


nehmen, daß fich diefe beiden Parameter gleichzeitig und mabhängig von ein⸗ 
anber aͤndern, weil dieſes zu keiner geometriſchen Folgerung führen würde; 
allein man Tann offenbar annehmen, daß zwiſchen = und B eine Relation 
8 = 9a flattfindet, vermöge welcher fih die vorhergehende Gleihung in fol⸗ 
gende verwandelt: 

F(x, M 2 a, Ya) ==(, 

Nun kann man den Parameter « fich ändern laflen, woburd eine Reihe 
umpällter Flächen und eine correfpondirende Umhüllungsfläche entſteht. Da die 
Zunction 9 willführlich ift, fo beftimmt jede ihr beigelegte Korm ein Syſtem 
umbüllter Flächen, welches feine beſondere Umbüllungsfläche hat. 

- — Da übrigens die Gleichung [F] zwei unabhängige Veränderlihe x, y ent 
Hält, fo fann man fie in Beziehung auf jede diefer Beränverlichen bifferenziren, 
wodurch man bie beiden folgenden Gleichungen erhält: 
dF dF dF dF 
y dz 

Die Elimination von a, 4 zwilchen den Gleichungen [F] und [F’) führt 
auf die partielle Differenzialgleichung der erſten Ordnung: 

I(x,y, sp ) 0, () 
und alle durch die Gleichung [F] gegebenen umhüllten Flächen, fo wie alle 
durch die Elimination von a zwifchen ven beiven Gleichungen: 


+«F 
F(x, J, z, a, ga) =0, Fan ar Peg, (CF) 


gegebenen Umhüllungsflächen haben offenbar die Eigenſchaft, der Gleihung (I) 
zu genügen, 

Hier iſt der Ort, wo ber Faden der Analogie zwilchen ver Theorie ber 
Umpällung ebener Eurven und der der Umhüllung krummer Ylächen zerreißt. 
In der That Haben wir gefehen, daß die umhüllten Curven und Wie Umhül⸗ 
Iungscurven derfelben Differengialgfeihung mit zwei Beränberlichen, worin ber 
veränderlihe Parameter nicht vorkommt, genügen, Aber es gibt für di 
Umbäüllungscurve unendlich viele umhüllte Eurven und die gemeinfchaftlide 
Gleichung der umhüllten Euren genügt der Differenzialgleihung auf eine all» 
gemeinere Weile, als die Gleihung der Umbüllungscurven. Dagegen genügt 
bie Gleichung [F] der partiellen Differenzialgleihung (f), worin bie Parameter 
a, ß nicht vorlommen, mit weniger Allgemeinheit, als das Syſtem der Glei⸗ 
— (F)), weit alle durch die Gleichung [F] gegebenen Flächen von derſelben 
Art find,. welche fich nur durch die Zahlenwerthe der Parameter a, A von ein- 
ander unterjcheiven, während fich die dur das Syſtem der Gleichungen (CF) ) 
egebenen Flächen der Art noch ändern, je nach der Form, welche man ber. will- 

lichen Function ꝙ gibt und nur durch einen Familiencharafter, namlich den, 
derſelben partiellen Differenzialgleichung zu genügen, mit einander verbunden find. 
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Benn man a, B zwiſchen der Gleichung [] und ihren beiden Ableitun- 
in Beziehung auf « und A, nämlich: 
dF dF 


nirt, fo erhält man eine Gleichung: 
P(x,y,2)=0, (7) 

n blos x, y, z vorkommen, und welde der Gleichung CF) ebenfalls ge- 
‚ und bie Fläche (7) Hat die Eigenfchaft, daß fie nicht blos die umhüllten 
yen [F'J, fondern auch die Umhüllungsflächen ( (F)) berührt oder umfchließt. 
e allgemeine und individuell beflimmte Umhüllungsfläche entfpricht der nach 
Theorie der Umhüllung der Eurven individuell beftimmten Umhüllungscurve, 
die Gleichung (F), welche der Gleichung (F) genügt, ohne durch eine 
Ihe Beftimmung der willführlihen Function ꝙ auf das Syftem L(F)) zu⸗ 
zeführt werben zu können, iſt eins der fingulären Integrale, deren Exiſtenz 
z. 167 erwähnt iſt, und worauf wir bei der Integration der partiellen 
erenzialgleichungen zurückkommen müffen. 

S. 259. Die Bemerkungen im vorhergehenden $. über die Unbeftimmtheit 
in ven Gleichungen ((F)) vorfommenven Function Y, geben den zwilchen 
Theorie der Umhüllung der krummen Flächen und der Eintheilung derfelben 
, Samilien, welche ver fpecielle Gegenfland des vorhergehenden Kapitels 
„ſtattfindenden Zufammenhang an, welcher aber durch die folgenden DBe- 
btungen noch beffer in die Augen fallen wird, 

Statt fih vorzuftellen, daß «@ zwifchen ven Gleichungen ((F)) eliminirt 
de, um bie Sleihung der Umhüllungsfläche zu erhalten, welche einer be⸗ 
dern Form ber Function @ entfpricht, wollen wir diefe Gleichungen gleich“ 
ig betrachten, fo daß fie die dieſer befondern Form von ꝙ und einem 
modern Werthe von x entſprechende Charakteriſtik ausprüden. Kerner wollen 
' Die zweite diefer Gleichungen auf folgende Form bringen: 

J4F dF 
— —e:ola = 
da * dp yazo. 


ı vie Beränderlihen x, y, 2 nicht unter den Zunctionszeihen 9, 9 vor« 
men, fo ſieht man, daß die Gleichungen der Eharakteriftif auf dieſelbe 
eiſe ans x, y, = zuſammengeſetzt find, was man auch für eine Form ber 
nction ꝙ geben mag. Die Charakteriftit kann folglich al8 die Erzeugungs- 
ie betrachtet werben, welche nach Belieben irgend eine der Umhüllungs- 
den ((F)) befchreibt, indem fie ihre Lage im Raume, ober felbft ihre 
am, nach einem für jeve Umhüllungslinie durch die Form der Kunction ꝙ bes 
sımten Geſetze ändert, jedoch fo, daß die Zufammenfegung der Gleichungen 
e eugunglinie ans x, y, z nicht geändert wird. Hierin liegt der Grund, 
Shalb Monge der in Rede ſtehenden Linie den Namen Eharafteriftik 
geben Hat, weil fie allen in dem Syſteme der Gleichungen ((T)) enthaltenen 
ächen, welche die Eigenfchaft Haben, der Gleichung (f) zu genügen, einen 
miliencharakter aufprüdt. 
Aus rein analytifchem Gefichtspunfte betrachtet, iſt die Befchreibung einer 
äche dur die Erzeugungslinie, deren Gleichungen folgende find: 
F(x,J,2,0,90)=0, F,(x,y,2,0,9a) =0 (b) 
ir ein befonverer Fall der Befchreibung derfelben durch eine Erzeugungslinie, 
en Gleichungen folgende Form haben: 
F(x,y,2,a,9a, ya)=0, Fix, Yı 2,0, pa, gla)= 
Cournot, Theorie der Functionen x. 18 (4) 


Jrdnung: 
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Das zweite Syſtem bat in feiner Bedeutung feine weitere Ausdehr 
als das andere, weil die Function g' beftimmt ift, fobald die Function 9 
geben if. Nur kann man, wenn die Zunctionen F, F,, algebraifche find, 
den Gleichungen (b) die Werthe: 

a=f(x,y,2), ya=f(x,Yyı 2) 

und folglich: Ä 
S& I) =Ylf@&,y, 2] 
ableiten, wo f, f bekannte Functionen bezeichnen, während bie Elimi 
zwifchen den Gleichungen (b,) erft dann ausführbar wird, wenn men: 
Function 9 particularifirt hat, fo dag man alle Flächen derſelben Tai 
welche das Syftem (b,) wegen der Unbeftimmtheit des Functionszeichen 
drüct, nicht durch eine einzige Gleichung ausdrücken Tann. J 

Wenn man nun annimmt, daß die Function F die Größe ya wiht 
balt und daß man bat: 


fo kommt man wieder auf einen befondern Fall der Befchreibung, weni 
uns in diefem Kapitel befchäftigen, indem bie Erzengungsimie den 
Charakteriſtik annimmt und vermittelt des Durchſchnities zweier ein 
unendlich nahe Tiegender umhüllter Klächen beſtimmt wird. 


$. 260. Diefelbe Umhüllungsfläche kann verſchiedene Charakteriſtiken 
d. 5. diefelbe Fläche, kann verſchiedene Erzeugungslinien haben, und folgiifi 
gleicher Zeit verſchiedenen Familien angehören ($. 242). 

Aber ohne aus derfelben durch dieſelbe Gleichung mit partiellen 
renzialen charakterifirten Klächenfamilie herauszugehen, findet man, daß ve 
Umhüllungsflaͤche unendlich vielen verfchiedenen Syſtemen wnhüllter Wi: 
entiprechen fann, ober daß die Charafteriftif, durch deren Bewegung bie 
büllungsflähe erzeugt wird, und welche vermittelft des Durchſchnittes y 
aufeinander folgender umhüllter Flächen gegeben ift, viejelbe bleiben 
obgleich die fich durchſchneidenden Flächen verfchieden find. 

Um bieroon ein fehr einfaches Beiſpiel anzuführen, wollen wir m: 
bewegliche Ebene denken, welche die Umbüllungsflähe beſtändig nad 
Charakteriftit berührt, fo erzeugt dieſelbe eine abwickelbare Fläche, in 
Gleichung « und Ya vorkommen, fo daß man, wenn man a fi andern 
eine Reihe abwidelbarer Flächen erhält, welche die Umhüllungsfläche berä 
und wovon zwei beliebige aufeinander folgende fi) nach einer der Char 
riftifen durchſchneiden. Wenn man folglich annimmt, daß die abwide— 
Fläche vermöge der ftetigen Veränderung des Parameters ax ihre Form 
Lage im Raume fortwährend ändert; fo hat fie diefelbe Umhällungefläde, 
das Syftem der urfprünglihen umhüllten Flächen. Monge nennt Teil 
abwidelbare umhüllte Fläche, und man könnte ſich unenvlich viele | 
ſchiedene umhüllte Flächen denken, welche alle viefelben Charakteriſtiken 
dieſelben Umbüllungsflachen haben. 

Diefes erhellet auch Leicht analytiih. Denn da bie Function ꝙ is 
Syſteme der Gleichungen ((F)) auf eine beliebige Weiſe particularifirt weil 
ann, fo kann man 3. DB. auch ſetzen: 

,d ga=a,t bo, 
ayruchen Fuund b andere belichige Eonftanten find, oder auch: 
berfelben partiel. ga=a + ad, 


° 
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» % irgend eine andere Function bezeichnet. Alsdann kann man  zwifchen 
® Gleichungen ((F)) eliminiven und man erhält die Gleichung einer Um- 
illungsfläche von der Form: 
O (x,y,ı2,a, da) =0. 
un faun man aber der Function Y eine beliebige Form geben und den Pa⸗ 
meter « fich ftetig ändern laſſen; fo erhält man auf diefe Weife wieder eine 
eihe umhüllter Flächen, welche von der der urfprünglichen umhüllten Klächen 
wichieden ift; aber deren Umhüllungsflächen dennoch die Eigenſchaft haben, 
fie der Gleichung (f) genügen, was vorausjegt, dag fie mit den neuen 
nn Flächen viefelben Berührungsiinien haben, wie mit ben urfprüng« 
umbuüllten Flächen. 
$. 261. Kin Beifpiel wird das Gefagte deutlich machen. Wenn man in 


w Steichung: 
@—eo? +57—-+z=R:, (1) 
S B als fletig veränderliche Parameter betrachtet, fo gehört fie zu unenblich 
efen Rugelflächen, welche alle ihren Mittelpunkt in der Ebene der x, y und 
mfelben Halbmefler R haben. Wird dieſe Gleichung in Beziehung auf die 
anabhängigen Beränderlichen x, y differenzirt, fo erhält man: 


k 1-0 +p=0,7)-ß+g=0; 
Fr ſich die partielle Differenzialgleichung : 
| HP +P = (2) 


‚ welcher alle durch die Gleichung (1) ausgedruͤckten Rugelflächen genügen. 
Die Parameter a, 4 bezeichnen hier die Eoorbinaten des Mittelpunftes 
 Rugelflähe, und wenn man den willführlihen Zufammenhang # = pa auf- 
, fo iſt diefes vaffelbe, als wenn man in der Ebene ver x, y bie Eurve 
„welche der Mittelpunkt ver beweglichen Kugelfläche befchreiben muß. 
Umbüllungsflähe aller Kugeln von demfelben Halbmefler, deren Mittel- 
auf der fo befchriebenen Curve liegt, iſt eine Kanalfläche mit einem 
en freisförmigen Durchſchnitte, deren Are oder Mittellinie die will- 
befchriebene Eurve iſt. Alle Kanalflähen, worunter auch der gerade 
gehört, werden folglich durch das Syftem der beiden Gleichungen: 
(—a)? + (y— ya)? +z?=R?, ? (3) 
x—a+(y— ga) ya=o, ) 
t, und haben die Eigenſchaft, der Gleichung (2) zu genügen, fowohl 
Die Rugeln, welche fie umfchließen. | 
Deun die durch die Gleihung (2) ansgedrüdte geometrifhe Eigenſchaft 
darin, daß der Eofinus des Winkels, welchen die Normale mit der 


z bildet, den Werth + hat ($. 237), ober vielmehr darin, daß 


Normale die Mittellinie der Kanalfläche trifft, was offenbar ein Merkmal 
E Flächen dieſer Familien iſt. 

Das Syftem der Gleichungen (3) beflimmt die dem Werthe = des Pa⸗ 
neters entiprechende Eharakteriftif, welche durch den Durchſchnitt einer Kugel 
Kit einer durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene beflimmt wird, und folglich 
ia größter Kreis der Kugel iſt. 

Wenn man mit den Gleichungen (3) noch die Ableitung der zweiten Ordnung: 
G— 9a) ya—1—(yla)? = 0 (4) 
18* 
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verbindet und & zwifchen den drei Gleichungen eliminirt, nachdem die 
tion ꝙ partieularifirt ift; fo erhält man die Gleichungen der Wendun 
der Umbüllungsfläche zwifchen x, y, z. 

Wenn man a, 8 zwifchen ver Gleihung (1) und ihren Ableitungen | 
Beziehung auf « und PA, naͤmlich: A 

x— a=0, y-P=0 — 

eliminirt, fo Teiftet die reſultirende Gleichung 2 = R? oder z= + Rau 
der Gleichung (2) Genüge. Die Flaͤche, welche zugleich alle umbüllten 
hen und alle in dem Syſteme der Gleichungen (3) enthaltenen Umhü 
flächen berührt, over die allgemeine Umhüllungsfläche aller 5 
welche der Gleichung (2) genügen, rebucirt fich folglich auf ein Syftem 3 
zu der Ebene der x y paralleler Ebenen, was von vornherein einleuchtend we 

Wenn man in den Gleichungen (3) die Function ya = am +b fd 
und nad der Subftitution den Parameter a eliminirt, fo erhält man ı 
Gleichung: 


(s —ax—b)? on 

Ira + 22 —R 6) 
eines kreisformigen Cylinders, deſſen Halbmefler Rift und deſſen in ver Ehe 
der x y liegende Are durch vie Gleiching y — ax + b ausgedrüdt wird. | 
der That haben wir fehon bemerkt, dag ein ſolcher Cylinder zu ven K 
flächen gehört, welche den von einer Kugel von unveränderlihem * 
und deren beweglicher Mittelpunkt auf der Ebene der x irgend eine & 
befchreibt, durchlaufenen Raum umfihliegen köͤnnen. Dan fann fogar die U 
des Cylinders ſich in diefer Ebene fo bewegen laſſen, daß die Umhüllungsfäl 
irgend eine ber durch das Syſtem der Gleichungen (3) ausgedrückten Kan 
flähen ober irgend eine der durch die Gleichung (1) beftimmten Kugeln i 
Um den Eylinder fo zu bewegen, daß die Umbüllungsfläche eine Kugel wi 
braucht man feiner Are nur eine Rotationsbewegung um einen ihrer ale 
betrachteten Punkte zu ertheilen, und der Cylinder (5) ift die weiter 
erwähnte abwidelbare umhüllte Fläche, 


$. 262. Wir haben vorhin den zwifchen ven Parametern a, 8 flatti 


benden Zufammenhang durch 8 —= Ya ausgedrückt; allein wir hätten viel 
Zuſammenhang auch allgemeimer durch die Gleichung: 
oa(a,N=0 (vw) 


ausbrüden fünnen, und alsdann hätten wir flatt des Syſtemes der Gleihum 
((F)) das Syſtem der vier Gleichungen: 


dF dF 
F(x, y} Z) a,B)—=0, et 4 =0 
wa, d=0, Ted + 77 dB = 0 


erhalten. Diefe zufammengefettere Bezeichnung iſt die einzige, welche. fo v 
ſtaͤndig ift, als es die Allgemeinheit der Analyfis erfordert. 

Nichts hindert 3. B. anzunehmen, daß die Gleichung (w) zufällig folge: 
Form annimmt: 

(@—h)? + (d—k)? = 0 (w;) 
wo h,k Conſtanten bezeichnen, in welchem Falle fih daraus a =—=h, B= 
ergibt, ohne daß es möglich wäre, aus der Öleihung (w,) eine Relat 
von ber Form B = Yagabzuleiten, wofern man nit imaginäre Symb 
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In dem Syſteme der Gleichungen (3) kann man folglich bie 
p nit fo particularifiren, daß dieſes Syſtem eine ber umhällten 
en ausdrückt, weldhe gleichwohl zu den Klächen gebiwen, die vie 
t haben, der Gleihung (2) zu genügen. In diefer Beziehung 
m fagen, daß das Syſtem (3) .nicht diefelbe Allgemeinheit hat, als 
ung (2) und daß man damit die allgemeine Gleichung der umhüllten 
erbinden muß, um es zu vervollftändigen; allein bietes bat blos in 
ränfungen feinen Grund, welche durch eine Bezeichnungsart eingeführt 
blog der Kürze wegen angewandt wird, und die Beſchränkungen fallen 
ıld man den Bezeichnungen die gehörige Allgemeinheit beilegt. 

e Bemerkung ift fo einfach, daß wir fie mit Stillſchweigen übergangen 
reden, wenn daburd nicht eine Schwierigfeit befeitigt würde, welche 
jrange für bedeutend gehalten hat. *) 

63. Da die Gleichung (f) für beliebige umhüllte Flächen ftattfindet, 
fie auch für den Durchfchnitt zweier folder Flächen flatt und kann 
Differenzialgleichung betrachtet werden, welcher die Coordinaten biefer 
igen müffen. Nachdem man 8 = Ya geſetzt hat, unterfcheiven fich 
yungen zweier ſich durchfchneidenver umhüllter Flächen nur noch durch 
h des Parameterd a, und für die Punkte in der Durchfchnittslinie 
Werthe von x, y, z biefelben; aber die Werthe von p, q ändern 
em Parameter «, oder mit andern Worten, die beiden Flächen haben 
Punkte der Durchfchnittslinie gegen einander geneigte Berührungs- 
Aber wenn die Durchſchnittslinie in die Charakteriſtik übergeht, fo 
: beiden umhüllten Flächen einander unendlich nahe, die gegenfeitige 
ber beiven Berührungsebenen verſchwindet und man hat: 


df df dp, df dq 
— * — 403 gl 
da 0, ober dp da + dgq da 0; * 


ſich die Coordinaten x, y, z auf die den beiden Flaͤchen gemeinſchaft⸗ 
> beziehen, fo ändern fie ſich nicht mit «. Wenn man ferner bie 


’ 
,® 


dz = pdx -+ qdy (co) 
ung auf « bifferenzirt, fo hat man aus vemfelben Grunde: 
| — AP x 4 
0= * d«t+ 7 dy (ec) 


Ffimination von ni ‚ 3 zwiſchen den Gleichungen (FM) und (c’) gibt 
renzialgleichung: 

df df 

— — — — u 

Fre) Fr dx 0, (ft) 
ie Coordinaten der Charakteriſtik mit ber Gleichung CF) zugleich ge- 


fen. 
vem betrachteten Beifptele findet man: 


ich: 
pdy — gdx == 0, 





ons sur le Calcul des Fonctions, 2e edit, p. 372 — 374. 
* 
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worans folgt, daß die Charakteriſtiken der Stanalflächen zugleich die L 
des ärffien Falles diefer Flächen find ($. 126). 

Die Gleichungen (e) und (f!') gehören zu einer beliebigen auf ı 
einer Umhüllungsflaͤche Tiegenden Charakteriftif, und die in bieten Gleich 
vorkommenden Größen p, q beſtimmen für jeden Punkt (x, y, z) bie 
diefen Punkt gehende Charakterifif. Wenn man alfo p, q zwifchen der 
Gleichungen (N), (e) und (f!N eliminirt, fo gehört die refultirende Glei 
der Curve an, weldhe von allen Charakteriftifen berührt wird, ober ber 
kehrkante der Umbüllungsfläche. 

Man findet alfo, daß die Coordinaten der Rückkehrkante oder Wend 
eurve der Ranalflächen der Differenzialgleichung : 


dx? + dy2 + dz? =. (dx? + dy?) 


genügen müffen. Diefe Linie kann ſich übrigens auch auf einen Punkt rı 
ren, oder fogar imaginär werben. Wir wollen 3.2. 


y9a= \ R,? — u? 
feßen, fo rebneirt fi die Gleichung (4) auf y = 0 und bie zweite ber 
ungen (3) verwandelt fi alsdann in: 
x/R:?- a2 —ay=0 
und es ergibt au x — 0. Werben endlich diefe Werthe von x und y i 
erfte der Gleichungen (3) fubflituirt, fo erhält man für den correſpondir 
Werth der Ordinate =: 
z=+t/R:_R;:, 
fo dag ſich die Wendungscurve auf zwei auf der Are ber z liegende P 
rebueirt, wenn RR, if, auf einen einzigen Punkt, welcher der Anfı 
punkt der Koordinaten if, für R=R, und endlich imaginär wird, 
R<R, if, in weldem Falle die beichriebene Fläche ein eigentli 
Ring ift ($. 236). | 
$. 264. Bir wollen nun zeigen, wie man bie willführlihe Functic 
fo beftimmen kann, daß die durch das Syſtem der Gleichungen ((F)) 
gedrüdte Fläche durch eine gegebene Curve: 

Sy 90, (f) 

K&aı9=0. (N) an 
gebt. Hierzu iſt erforderlich, daß die Tangente diefer Curve befländig ir 
Derührungsebene im Punkte (x, y, 2) der umhüllten Fläche und der Un 
lungsfläche Tiegt. Es fer: 

S—-z=p(@—)+4m—y) 
bie Gleichung der Berührungsebene und: 


dx 
5-12 0-9, 1 ı=2d-9 


feien die Gleichungen der Tangenten der Curve (f, f,), fo find p, q Gri 
welche vermittelft der erften der Öleihungen ((F) ) als Functionen vonx,y,2,« 
gegeben werben, während T, — Sunctionen von x, y, z find, welche 


durch Differenzirung der Bleihungen (4), Cf, ) ergeben. Diefes vorausge 
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Rh der durch hie ausgefprochene Bedingung zwiſchen x, y, 2, «a, pa fefl- 
küte Zuſammenhang durch folgende Gleihung ausgebrüdt: 

dx dy __ 

h P = +4 a 1, | (d) 


ch, nachdem man x,y,z vermittelfi der Gleichung der umbüllten 
und der Gleichungen der gegebenen Eurve daraus fortgeſchafft hat, auf 
Form reducirt: | 
w(a,ya)=0, (w) 
z folglich die Zunction ꝙ beſtimmt. | 
Wenn diefe Function nach der Bedingung beflimmt werben müßte, daß 
correſpondirende Umhällungsfläche die Fläche (f) berührte, fo müßte man 


I ber Gleidung (f) bie Werthe von * = als Functionen von x, y,z 


eiten, und flatt der Gleichung (d) erhielt man: 
_dı __.dz 
P=—: 17 dy' (e) 


die Wertfe von p, q, wie vorhin, durch Differenzirung ber Gleichung 
umbhällten Fläche als Functionen von x, y,z, @, 9a gegeben werben. 
rauf müßte man die Gleichung der umhüllten Fläche mit den Gleichungen 
) und (e) verbinden und x, y, z zwifchen biefen vier Gleichungen elimi- 
en, wodurch man die gefuchte Relation (w) zwilchen « und a erhielte. 
Iſt die Function ꝙ beflimmt, fo erhält man die Function ꝙ durch Diffe- 
zirung und fann die Werthe von Ya, pa ald Aunchionen von a in die 
eihungen ((F)) fubftituiren und dann «a eliminiren, um die Gleichung ber 
üllungsfläche zwifchen x, y, 2 zu erhalten; ober was auf das⸗ 
Yinausläuft, man kann mit ver Gleichung (w) ihre Ableitung: 
dw do ala } 
7 + —A 0 (w') 
inden und dann a, ya, pa zwilchen den Gleichungen ((F)), (w), (w") 
BRITEN. 
6. 265. Als Anwendung des Vorhergehenden wollen wir die in dem 


Wieme der Gleichungen (3) vorkommende Function @ ſo zu beflimmen fuchen, 
B der Durſchnitt der Ranalfläche mit der Ebene ver x = die Ellipſe: 








——i (6) 
a? b2 
'5 fo wird die Gleichung (d): 
x—a b2 
x a2 


d für die Bleihung (w) hat man: 
(9a)? _ a? — R2 1 


— 


b2 a — b2 b2 
Ban Tann wieder 4 für pa feßen, wo a, P alsdann die zu den Aren ber 
amd der y der Frummlinigen Are oder der Mittellinie der Kanalfläche ver- 
berlichen parallelen Coordinaten in der Ebene ver x y bezeichnen. Die 
leichung diefer Linie: “ 
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a? ß3 Rꝛ 
b? — a2 ta m, c 


ehört zu einer Eflipfe, ober zu einer Hyperbel, je nachbem a < ober = 
—* wollen b <R ſetzen, um die Schwierigkeit zu vermeiden, welche x 
entfpringen fönnte, daß die Eurve (6) nicht in ihrer ganzen Ausdehnung 
fen den beiven Ebenen x = + R bliebe, welche die burh das Syfe 
Gleichungen (3) ausgebrüdten Flächen begrenzen. 

Uebrigens ift einleuchtend, daß die Curve (6) die Curve (D u 
zwifchen den geraden Linien 8 = + R liegenden Theile ihres Laufes beg 
oder mit andern Worten: daß ſich der Durchſchnitt der Umhüllungeflie® 
der Ebene der x = nicht ändert, was für eine Linie der Mittelpunft dm 
—* Kugel auf der Ebene der x y auch beſchreiben mag, ſobald bier 
ernung dieſes Mittelpunktes von ber Are ber x größer ift, als der SEN 
der Kugel. Die Gleihung (6) kann alfo bie willkührliche Function 
bann in der ganzen Ausbehnung ihres Berlaufes geben, wenn man am 
daß dieſe Function ꝙ eine algebraifche iſt und in ihrem ganzen Be 
denfelben algebraiihen Ausdruck behält, welche Bemerkung ver bereit 
Gelegenheit der Rotationsflächen ($. 256) gemachten analog ift. 

$. 266. Man fann annehmen, daß die Gleichung einer umhüllten F 
drei willführlihe Parameter «, 8, y enthält und, nachdem man P= 
= %a geieht hat, folgende Form annimmt: 

F(x,yı,2,0,9a,Ya)=®. 

Das Syflem biefer Gleichung und ihrer Ableitung ; 

dF, dF ,,dE  _ 

atraveo 
gehört zu einer Art von Umhällungsfläden, wovon jebe inbivibuell befi 
ft, fobald die Functionen 9, % gegeben find. Ebenſo kann man annch 
daß die Gleichung der umhüllten Fläche eine beliebige Anzahl veränderl 
Parameter enthält, welche auf irgend eine Weife mit einander verbunden | 
allein wir werben uns auf die Betrachtung des Falls befchränfen, wo 
unpältte De eine fih nad) irgend einem Geſetze im Raume beweg 

ene if. 


Es fei alfo: 
= a + xpa +yya G 
die Gleichmg der beweglichen Ebene und: Ä 
1+xpa+yba=0 (e 


ihre Ableitung in Beziehung auf a; fo kann das Syſtem der Gleicht 
(g), (5) eine beliebige abwidelbare Fläche ausdrücken. Es ergibt fi de 
p=9a,qa=%a, und folglid: 
ı=9e—-x-, (bb) g=ya—m—gy), | 
ober: 
P(pys—px—qy)=0, 
welches auf die bereits in F. 168 und $. 245 gefundenen Gleichungen: 


p=Ilg, (i) —:2=0 
füpet, | 


5.267. Di das ber Glei 
Charaterifit if für eben Ber m a eine —— A 
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Differenziolgleichung dieſer Eharakteriftif, wenn man die Gleichung (i) diffe⸗ 
vengirt, indem man p, q als Beränberlihe betrachtet (6. 263), weldes 
de = D’g » dq gibt, und wenn man dp, dq vermittelfi der Gleichung: 


dpdx + dqdy = 0 eliminixt, woraus folgt pdy — M’gdx = 0. (1) 
Die Gleichung (1) drüdt aus, daß das Berhältniß = blos eine Function ber 


Größen p, q ift, was in der That daraus folgt, daB dieſelbe Ebene die ab- 
witelbare Fläche in allen Punkten der Charakteriſtik berührt. Diefe Gleichung 

t ein willlührliches Functionszeichen; allein, wenn man zu ber Differenzial- 
geiching der zweiten Ordnung übergeht, fo erhält man eine andere Gleichung 
ver Charakteriſtik, worin das Zeichen D nicht mehr vorkommt. Denn da bie 
GSeichung (k) der ganzen abwidelbaren Fläche angehört, obgleich fich die 

onen r, s, t von einer Fläche zur andern ändern, fo muß man, wenn 
fd zwei abwidelbare Flächen nach einer gemeinichaftlichen Charakteriſtik berüß- 
ten, für die auf diefer Linie Tiegenden Punkte die Relation haben: 

tdr — 2sds - rdt— 0, (k‘) 


Über vermöge der Gleichungen (£), (g') ändert fih die Berührungsebene für 
* — Charakteriſtik liegenden Punkte nicht mit den Coordinaten x, y, =. 
9: | 





d=rdx+sdiy=0, dg=sdx+tdy 0, 
und vermöge einer neuen Differenzirung : 
drdx + dsd4y = 0, dsdx--dtdy=0, 

Wenn man bie Differenziale dr, ds, dt vermittelft dieſer beiden letzten 
Gleichungen aus der Gleichung (k') eliminirt, fo erhält man für bie Diffe- 
renzialgleichung der Charalteriſtik: 

rdx?2 + 2sdxdy 4 idy? — 0, (m) 
oder wegen der Gleichung (k) einfacher: 
\r.dx + Stdy=0, 

Um die Gleichung der Wendungscurve der abwickelbaren Fläche zu erhal- 

ten, muß man mit den Gleichungen (g), (g’) die Ableitung der zweiten Ordnung: 
xyla + wa) — 0 (g') 

verbinden und dann a eliminiren. Dean erhält eine Differenzialgleihung, 

welcher die Eoorbinaten derfelben Linie genügen müflen, wenn man p, q zwi⸗ 


fchen den Gleichungen (Ci), (1) und der Gleichung dz = pdx + qdy eliminitt. 

Diefes führt auf eine Gleichung IT, (dx, dy, dz) — 0, e Func- 

tion ZI, erſt dann beflimmt werben fan, wenn bie $ wor fie 

abgeleitet wird, gegeben ift. 

$. 268. Wir wollen num bie Functionen un f,) men 

fuchen, dag. die abwickelbare Fläche durch zwei gegebene Ch GR v 
f,(&,y,)=0, Cl? (£,,fı) f,&,y,2)=0, (® 
I &ı I) =0; II RT DdI=0, rt 

geht, fo gibt diefelbe Rechnung, wie bie in 6. 264, für jey,, 

eurven wiederholt, zwei Gleichungen von der Form: —8 

w,(a,9a,Va)=0, (w) , (œ, —8 
und wenn man fie auflöft, fo erhält man die Functio d 
die Gleichungen (g), (g') fubfituirt werben Tünney 
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eliminiren bleibt, um bie Gleichung der gefuchten abwidelbaren Fläche zwiſche 
x,y, 3 zu erhalten. Um aber die Auflöfung ver Gleichungen (w,), (w,) 3 
umgehen, kann man mit benfelben ihre Ableitungen : 


dw, do, f d’n, . ji — 
da dp dıy 0, ( 1 
da dp dıy 0, ( 2 


verbinden und bie fünf Veränderlihen a, ya, Y'a, Ya, a zwifchen bei 
Steigungen (8), (8), (w,), (w,), (w',) und (w’,) eliminiren. 

Wenn die Functionen 9, W nach der Bedingung beflimmt werben müßten 
daß die abwickelbare Fläche die beiden Flaͤchen (f,), (f,) berührte, fo müßt: 
man für jede diefer Flächen die Rechnung in dem angeführten $ wieberhole 
and man würde auf zwei Gleichungen zwifchen x, y, = kommen, welche fü: 
die Gleichungen (f,), (f,) genommen werben könnten, worauf die Rechnun 
wie im erften Halle vollendet werben Fünnte. 


$. 269. Wenn ein unburchfichtiger Körper von einem lenchtenden Körpe 
von endlichen Dimenfionen erleuchtet wird, fo begrenzen die beiven Yache: 
einer abwicelbaren Fläche, welche den undurchſichtigen und den leuchtenver 
Körper berührt, bekanntlich im Raume den Schatten und den Halbfchatten, unt 
da diefe Anwendung der lebten Aufgabe, wovon wir die Auflöfung eben an- 
gegeben haben, ein größeres Intereffe gibt; fo wollen wir bier noch einige 
Ka andnähungen mittheilen, welche die Methode in biefem befondern Fall 
geſtattet. 

Die Gleichung der Ebene, welche die Fläche CE,) im Punkte (x,,y,, 2.) 
und die Fläche Cf,) im Punkte (x,,y,,»,) berührt, if: 


z—z, =p, x—x)+4,0—Y}): (a,) 
oder: 
z— z, =p, (x —-2,)+,0—Y:)ı (n,) 
wo pP, , g, durch Differenzirung der Gleichung: 
, KH Yır 2) 0 E.) 


als Functionen von x,,y,,z, Mb p, und q, durch bie Differenzirung ber 
Gleichung: 


f, (&,,Y2,3,)=0 (f,) 
als Functionen von x,, y,, z, gegeben werben. Hieraus ergibt ſich: 
2, — Pı%, — 1 Yyı = 2 PX, — I (0) 
und außerdem bat man: 
Pı —P:ır 4 = 1: (p) 


2 Glichungen (£,), (f,), (0), (p) ſchafft man x, z, fort 
er: 4 —S um 2 ZA Steidung (0 ) hr 


} 
welches auf s=xyox, +y-Yx, + wx,. 
"fo nur zwifchen diefer Oleihung md ihrer Ablei in 
führt, Parameter x, zu eliminiren, um N Gleisun ber 
5. 267. zu öäde zwifchen x, y, 2 zu erhalten. 
Cparakterifit if fine» · di, tw. 
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Wenn es blos darauf ankommt, auf dem mburchfichtigen Körper, veflen 
Oberfläche durch die Gleichung (f,) ausgedrückt werben mag, die Berührungs⸗ 
finien mit der ihn umfchließenden abwidelbaren Fläche, oder die Linien, welde 
ven Halbſchatten, den Kernfchatten und den volllommen erleuchteten Theil von 
einander trennen, zu beflimmen; fo braucht man nur x,, y,, 3, aus ben 
an (f,), (0), (p) fortzufchaffen und alsdann beflimmt die vefulticenve 

eihung : 
fi; (X, ,J1,2,)=0 
in Berbindung mit der Gleichung (f,) das Syſtem ver Berührungslinien. 


Heuntes Kapitel, 
Bon den Evoluten im Allgemeinen. 





„8. 270. In 6. 232 Haben wir gefehen, daß bie geraden Durchfchnitts: 
Imen zweier einander unendlich nahe liegender Normalebenen einer Linie von 
doppelter Krümmung, oder die durch die Krümmungsmittelpunkte diefer Linie 
ſenkrecht auf die entſprechenden Srümmungsebenen gezogenen geraben Linien 
eine Umhüllungslinie haben, welche mit der gegebenen Curve in einer ſolchen 
Beziehung ſteht, daß fie ihre Krümmungen in den correfpondirenden Punkten 
gegenfeitig austaufchen, fo daß bie erfte Krümmung ober Biegung der einen 
bie zweite Krümmung oder Biegung der andern ifl, und umgekehrt. Wir 
müſſen jeßt hinzufügen, daß biefe Umhällungslinie die Rückkehrkante ober 
Vendungscurve einer abwidelbaren Fläche ift, welche bie bewegliche gerade 
Linie zur Erzeugungslinie hat, die vermittelt des Durchſchnittes zweier ein- 
ander unendlich nahe liegender Normalebenen der ‚gegebenen Curve beflimmt wirb. 

Ferner fügen wir Hinzu, daß diefe abwidelbare Fläche der geometrifche 
Ort aller der unendlich vielen Evoluten ift, welche die gegebene Curve 
haben kann. 

Denn erinnern wir und der erften geometrifchen Begriffe wieder, welde 
ald Grundlage der Theorie der Evoluten dienen, fo ift zunächft einleuchtend, 
daß durch das bewegliche Ende einer geraden Linie von conftanter Länge, deren 
anderer Endpunkt feſt ift, ein Kreis befchrieben werden fann, und zwar nit 
blos, wenn ver fefte Endpunkt mit dem Mittelpunkte des Kreifes zufammen- 
fällt, fondern auch, wenn man zu biefem feften Endpunkte irgend einen Punkt 
des durch den Mittelpunkt des Kreifes auf feiner Ebene errichteten Perpen- 
dilels nimmt. 

Die gerade Linie, welcher die Punkte angehören, wird bie Pollinie 

nt. 


Gehen wir nun von der Betrachtung des Kreifes zu der einer beliebigen 
Curve über. Wir wollen die Evolute der Eurve in ıhrer Ebene befchreiben 
und die cylindriſche Fläche conflruiren, wovon diefe Evolute der gerade 
Durch ſchnitt fein würde: fo Tann ein beliebiger Punkt » der durch bem 
Punkt u der Evolute gehenden Erzeugungslinie uw, welcher dem Punkte m 
der Evolvente entfpriht, als der Pol des Krüämmungskeifes im Punkte m, 
wovon ein unendlich Fleiner Bogen mit dem unendlich kleinen Bogen mm, ber 
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Evolvente zufammenfällt, beteachtet werden. Die gerade Linie m» berührt vi 
Cylinder in »; denn ihre Projection mu auf der Ebene der Evolute berüf 
die Evolute in u. Wenn man die Berührungsebene, worin fie liegt, ſich 
[prtöewegen läßt, daß fie die krumme Flaͤche Fortwäßrend berührt, fo trifft d 
erlängerung der geraden Linie mv die fuccefliven Erzeugungslinien in dı 
Punkten v,, Y%zr Yarooc.. welche den Punkten u,, My Han +. +. d 
Evolute und den Punkten m,, m,, m;, .... ber Evolvente entfprede 
Auf diefe Weife wird auf der cylindriſchen Fläche eine Curve vv, », v,... 
befchrieben, deren Tangenten mit den Erzeugungslinien einen conftanten Winf 
bilden und welche fich in eine gerade Linie verwandelte, wenn bie cylinbrifd 
Fläche in eine Ebene ausgebreitet würde. Nun find aber die Punkte», ‚9, ,»; 1.. 
die Pole der Krümmungsfreife der Evolvente in den Punkten m, ,m,,m,,... 
und die auf diefen Kreiſen genommenen unendlichen Fleinen Bogen fallen n 
ben unendlich Fleinen Bogen der Evolvente zufammen. Die Bogen mm 
m,m,, m,m,,.... Tonnen folglich fuccefiive zuerft aus dem Punkte v a 
Hol mit dem Halbmeffer vum, dann aus dem Punkte », als Pol mit de 
Halbmeffer v,m, , hierauf aus dem Punkte », als Pol mit dem Halbmefl 
y,‚m,, uf. f. befchrieben werden. Wenn man alfo einen vorher auf t 
urve », V, d, .... gewidelten Baden (indem die gerablinige Berlängern 
diefes Fadens die Evolvente in m trifft und auf dem Elemente mm, fenfre: 
it) abwidelt; fo befchreibt der Endpunkt des Fadens die ebene Cur 
mm, m, m, .... mit einer ftefigen Bewegung und iſt ſtets auf dem jede 
mal beſchricbenen Elemente ſenkrecht. Folglich Tann die Linie von boppeli 
Krümmung vv, 9,9%, .... ebenfowohl als die ebene Curve un, A, U,» 
als eine Evolute der ebenen Curve um, m, m, .... betrachtet werben. 


Die gerade Linie mv fann fo gezogen werben, daB fie bie durch d 
Punkt u gehende Erzeugungslinie in einem beliebigen Punkte und unter ein 
beliebigen Winkel durchſchneidet. Eine ebene Curve hat folglich unendlich vi 
Eooluten von doppelter Krümmung, welche alle auf der cylindrifchen Zlär 
liegen, die der geometrifche Ort der Pole der Evolvente ift und deren gerat 
Durchſchnitt die ebene Evolute iſt. Alle diefe Evoluten haben die dharafteriftif: 
Eigenfchaft, die Erzeugungslinien unter einem conftanten Winfel zu durı 
ſchneiden und ſich in gerade Linien zu verwandeln, wenn man die cylindriſt 
Släche in eine Ebene ausbreitet. 


F. 271. Betrachten wir endlich eine beliebige Linie von doppelter Krü 
mung mm, m,m,..... und bie abwidelbare Fläche, deren Erzeugungslii 
bie gerade Durchſchnittslinie zweier einander unendlich nahe liegender Norm 
ebenen iſt; fo berührt die Normalebene m diefe Fläche nach einer Erzeugun: 
linie u», indem der Punkt us der dem Punfte m entipredhende Krümmung 
mittelpunft der gegebenen Linie if. Durch den Punkt m wollen wir willführl 
in der Normalebene der Curve, welche die krumme Fläche berührt, eine gerc 
Linie ziehen, die die Fläche in einem beliebigen Punkte der Erzeugungsli 
uv berührt, Wenn man die Ebene, worin diefe gerade Linie liegt, fich fo 
bewegen läßt, indem fie aber ſtets vie abwidelbare Flaͤche berührt und « 
der gegebenen Eure fenfrecht iſt; fo trifft die Verlängerung ber gerat 
Linie mv die fucceffiven Erzeugungslinien in den Punkten »,,»,,9;,-- 
and legt ſich auf die krumme Fläche nach einer Eure vv, 9, u, ...., wel 
die Eigenfchaft hat, fih in eine gerade Linie zu verwandeln, wenn man ! 
abwickelbare Fläche in eine Ebene ausbreitet. Die Punkte v,,9%,, v5, -.- 
find die Pole der Krümmungskreiſe der gegebenen Curve in den entſprechend 
—* MM 7Myy...., deren Krümmungsmittelpunkte u, ,uyrHsr« - 

‚ und auf welche fi die Ergeugungslinien v, u da Harn da Marc... | 
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when. Hieraus folgt, wie in dem zuerft betrachteten befonvern Falle, daß 
ie Cure vv, vv, ... . eine Evolute der gegebenen Curve iſt. Man 
ann den Anfangspunlt » auf der Erzengungslinte uw willführlih annehmen, 
ad folglich Hat die gegebene Curve unendlich viele Evoluten, welche alle auf 
er weiter oben definsrten abwidelbaren Fläche liegen, die wir ans dieſem 
drunde die Polfläche nennen wollen. Das unterieheidende Merkmal aller 
ifer Evoluten befteht darin, daß fie fih in gerade Linien verwandeln, wenn 
ie abwickelbare Fläche in eine Ebene ausgebreitet wird. 

In 6. 233 haben wir gefehen, daß die Linie der Krümmungsmittelpunfte, 
bgleich fie auf der Dolflide liegt, keine Evolute iſt, wofern die gegebene 
urve feine ebene iſt. 


$. 273. Um die Gleichung der Polfläche zwiſchen 5, 7, & zu erhalten, 
mp man aus den Gleichungen: 


(E—x)dxx + m —„)dy + — z)d =0, l 
(E—Ddx + (nr —Ndy+(i— z)d2z— de? =0, $ (a) 
ie Größen x, y, z und ihre Differenziale der beiden erflen Ordnungen ver- 
uttelft der Gleichungen der gegebenen Curve und ihrer Ableitungen der beiden 
ten Ordnungen eliminiren ($. 232). Die Gleichung (x) in 6. 233 drückt 
18, daß die Tangente der Evolvente im Punkte (x, y, =) die Tangente der 
volnte in dem entfprechenden Punkte (&, 7, 5) rechtwinklig durchſchneidet, 
as übrigens anch ohne alle Rechnung daraus folgt, daß die Normalebene ber 
volvente im Punkte (x, y, =) die Polflaͤche nach der durch den Punkt (&,7,{) 
thenden Erzeugungslinie berührt. 
Wenn die Veränderlihen &, 7, C die veränderlihen Coordinaten einer 
x Evoluten bezeichnen, fo müflen fie den Gleihungen (a) genügen nnd 
ıHerdem durch die Bedingung mit einander verbimden fein, daß der vom 
unkte (&, 7, &) der Eoolute nach dem regnen Punkte (x, y, =) der 
volvente gezogene Radius die Cvolute berührt, welche Bedingung durch fol- 
mbe Gleichung ansgebrüdt wird: 
de _ _dn _ dc (b) 
x" n—-ı |: 
Wenn man x, y, x und ihre Differenziale vermittelt der Gleichungen 
x Evolvente aus den Gleichungen (a) und (b) entfernt bat, fo bleiben zwei 
len Evoluten gemeinfchaftlihe Gleichungen zwiſchen &, 7, &, d&, dn, dL, 
id die Integration diefer Gleichungen würbe zwei willführliche Conftanten 
nführen, deren Werthe jede Evolute particularificen (6. 163 und $. 165). 
6. 274. Wir wollen die durch bie Gleichungen Ch) in $. 234 aus- 
drückte Schraubenlinie zur Evolvente nehmen, fo verwandeln fih die Gfei- 
ungen (a) in folgende: 
Esin. 9—nco.9=all—aRy) 
on. or sug——a,R , (c) 





nd geben: 
& + n? —a* R? + a2 (S— aRy)?, 


+7 
— — + vr _ . 
FT-R- a! 


Bird diefer Werth von @ in die Gleichung (e) fubfiturt, fo erhält man für 
vie Gleichung der Polfläche: | 


voraus folgt: 
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a?R + (son ut oein. ) eo Hr -ı 


— — U 


— *4 Sin Ns * &+p? d) 

= + (co. * gein., ) sin. AT Cal 1. 
In 5. 235 haben wir gefehen, daß die Wendungscurve diefer abwickelbar 
Fläche, welche in dem gegenwärtigen Kalle mit der Linie der Krümmung 
mittelpunfte der Evolvente identiſch iſt, eine andere Schranbenlinie ift, welt 
dieſelbe Weite oder Höhe und diefelbe Are bat, auf derſelben winpfciel 
Schraubenfläche liegt ($. 253) und deren Gleichungen zwilhen 5, 7, Cf 
gende find: 

E=—a:2R cos. P, n=—aRsin. po, C=aRy. (r) 

Die abwidelbare Fläche, deren Rüdkehrfante oder Wendungscurve eı 
Schraubenlinie ift, wird die abwidelbare Schraubenfläde genannt. 
Die in der Gleichung (d) unter den Zeichen sin. und cos. vorfommer 

Wurzelgröße wirb imaginär, wenn man feht: 
& +7?<a’R:, (e) 
oder nach den Gleichungen (7), wenn man den Punft (&,7,C) innerha 
des Cylinders annimmt, auf welchen fi die Wendungscurve der abwidelbaı 
Schraubenflähe widelt. Nun ift aber der Sinus eines imaginären Boge 
auch imagınar, während ſich der Cofinus defielben Bogens in eine reelle C 
ponentialgröße verwandelt ($. 75). Die abwidelbare Schraubenflähe tı 
alfo nicht in den Cylinder, auf welchen fich ihre Wendungscurve oder Rü 
kehrkante wicelt, und alle ebene Durchſchnitte dieſer Fläche Haben in t 
Punkten, wo fie die Wendungscurve treffen, Rückkehrpunkte. 





Behbntes Kapitel. 
Don der Srämmung der Flächen. 





1) Lehrfäge von Meusnier und Euler. — Beftimmung der Hauptrümmungshalbme| 
und der Nabelpunkte. 


$ 275. Wir wollen uns auf einer krummen Fläche durch venfelt 
Punft unendlich viele Linien von einfacher oder doppelter Krümmung gezog 
denken, fo haben alle dieſe Curven in dem gemeinfchaftlihen Punkte eben 
viele verfchiedene Krümmungshalbmefler; aber dennoch ftehen die Werthe die 
Krümmungshalbmeſſer in einem gegenfeitigen Zufammenhange und Iaffen f 
von einer Heinen Anzahl von Elementen abhängig machen. Wir wollen jı 
diefe Reduction, welde ein Hauptpunft der Theorie der krummen Flächen ı 
vornehmen. 
Es jei: 
z_f(x,y) (z) 
Die Gleichung der krummen Fläche; (x,y, =) der gemeinfchaftliche Punkt t 
Linien, welche man ſich auf dieſer Fläche gezogen denkt, s der Bogen irge 
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einer diefer Linien von einfacher ober doppelter Krümmung, op‘ ber Halbmeſſer 
der erſten Krümmung dieſer Linie ım Punkte (x, y, 3), o ber Rrümmunge- 
halbmeſſer des Rormaljchnittes (F. 237), welcher viefelbe Tangente hat 
und durch denſelben Punkt geht und © der Winfel, welchen bie beiven ſtrüm⸗ 
mmgshalbmefler 0, 0’ mit einanber bilden, und endlich feien x’, y/, s', 
x, y, zit die erflen und zweiten Ableitungen der Koorbinaten x, y, = in 
Beziehung auf den zur unabhängigen Veränderlichen genommenen Bogen s; fo 
erhaͤlt man, wenn man bie Öleichung (z) zweimal hintereinander differenzirt: 


’=pr' + gy, (z') 
zit — px + gli pratt 4 2eriyt Hit, (*) 

mb die Ableitungen x’, y’, z' find ferner durch die Bebingungsgleichung : 
zi2 -yl22 Le? —1 (1) 


miternanber verbunden. Der Srümmungshalbmefler o, welcher mit der Nor⸗ 
male der Fläche zufammenfällt, bildet mit ven Aren der x, y, z Winfel A,u,v, 
veren Eofinus nach $. 237 reſp. ausgebrüd werben durch: 


tr _ — _ — _ 
Virrte' Yirete Vi-ete 
Ferner bildet der Krümmungshalbmeſſer og’ mit denfelben Eoorbinatenaren 
Binfel, deren Eofinus nad 6. 228 reip. ausgedrückt werben durch: 
to'x", Loy", Ho'sf, 
woraus KR der Gleichung (=) folgt, wenn man von dem Zeichen von 


cos. O abfir 
rx!2 4 2sxiy! I ty’? 
a A Aa F (2) 
rptq 


Die Ableitungen x’, y!,z' drüden auch, abgefehen vom Zeichen, die Cofinus 
der Winfel aus, welde die Tangente der Linie, deren Krüämmungshalbmefler 
eo’ ik, mit den Axen der x, y, z bildet. Folglich ändert fich der Multi⸗ 
plicator von o‘ in der Gleichung (2) nicht, von welcher Beichaffenheit dieſe 
Curve auch fein mag, wofern fie nur durch den betrachteten Punkt der Fläche 
geht und die Richtung ihrer Tangente in biefem Punkte ſig nicht aͤndert. 
Mit andern Worten: man kann o' — K cos. 9 ſetzen, wo A für alle auf 
der krummen Fläche befchriebene Curven, welche in dem gemeinfchaftlihes 
punkte diefelbe Tangente haben, eine Eonftante iſt. Wenn aber der Winlel 9 
verſchwindet, fo iſt = oe, folgih XK= o m: 

VIrFtr, 06 


rx!2 + 2sx'y! + ty!2 ’ 





o’=0c0s.0, (a) oe = 






dam der Meusnierfhe Lehrfag genannt, und die Bede 
wird verallgemeinert, wenn man fie auf die eben angege” 


von doppelter Kruͤmmung erſtreckt. * 
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Aus dem Meusnier’fchen Lehrſatze folgt: wenn man eine Kugel be⸗ 
ſchreibt, deren Mitelpunkt und Halbmeſſer der Mittelpunkt und Halbmeſſer 
eines Normalſchnittes iſt, ſo haben alle ſchiefe Durchſchnitte, welche dieſelbe 

als der Normalſchnitt haben, in dem gemeinſchaftlichen Punkte die 
kleinen Kreiſe, welche die Durchſchnitte der Kugel mit den reſp. Ebenen dieſer 
Kreiſe find, zu ihren ſrünmungskreiſen. 

F. 276. Um die Unterfuchung der Krümmungshalbmeffer der NRormal- 
ſchnitte zu vereinfachen, wollen wir zunächft annehmen, daß bie Ebene der 
xy zu der Berührungsebene der krummen Fläche in dem gemeinfchaftlichen 
Punkte der Normaldarchſchnitte parallel fei, pt p=0, q=0, die For 
mel (b) verwandelt fih in: 

1 
EEE TH 
und wenn man, wie biefes vermöge ber Gleichung (1) geftattet iſt, ſetzt: 
x =c0.9, y=sin.g, tag. pa; 
fo kann man feßen: u 
1 


— —— — — — 3 
=, cos.2 ꝙ + 2ssin, cos. @ + tsin.? ꝙ (8) 
ober: 
„At __. (4) 


PT Batier 
wo 9 alsdann den Winfel bezeichnet, welchen der Normaldurchſchnitt mit einer 
durch die Rormale parallel zu der Ebene der x z gelegten Ebene bilbet. 


Die größten und kleinſten Werthe des Krümmungshalbmeflers o er 


hält man, wenn man bie Werthe von a fucht, welde die Ableitung : 

do 2[sa? + (r —t)@—s] 

da — (r + 2sa + ta?)2 
verſchwinden oder unendlich machen, und wenn man den Nenner biefer Ablei- 
tung gleih Null ſetzt; fo erhält man die Werte: Ä 


—ı ty»? — rt 
— — (5) 


welche nur dann reell find, wenn ⸗2 — rt>0 ift und welche einem ram 
mungshalbmefler — co oder einer Krümmung — 0 entfprehen. Die ei 
lichen Darima und Minima werden alfo ausschließlich durch die Gleichung: 


a HI 41 =0 (a) 


0 





gegeben, woraus folgt: 

| wotzıdt GEDIENT, 

von x. 25 

diefe Redemer reelle Ausdruck zeigt uns: 1) daB es auf jeber krummen Flaͤche 
vornehmen. ” nicht finguläre Punkte, für welde die partiellen Ableitungen 


| 


Es ji: 3 Functionen zweier unabhängiger Veränderlihen ohne Unter 


»feit beftimmt werben Fonnen, unter ben Normaldurchfchnitten 
Die Gleichung ver pnitte gibt, für welche die Krümmung einen größten, 
Linien, welche man fi hat; und 2) daß die Ebenen. der Hauptdurchſchnitte auf- 
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Fe find, weil das Product der Wurzeln der Gleichung (a) 
ich — 11 


$. 277. Wir können folglich die Ebenen der x z mb der yz, deren 
chtung wir bis jetzt unbefiimmt gelaffen hatten, zu den Ebenen ber Haupt⸗ 
rchſchnitte parallel annehmen, fo dag von ben beiven Wurzeln der Glei- 
mg (a) die eine Null und die andere unendlich iſt; d. h. wir können bie 
chtung diefer Coorbinatenebenen fo annehmen, daß » — 0 wird. Alsdann 
mwanbelt fi) der Werth von o in: 

1 
’ 


ron 9 tsin.? ꝙ 
b wenn man die beiden Hauptlrämmungshalbmeffer, welche vefy. 
rs Werthen sin. 9=0, cos. 90 enifprechen, mit R,, R, bezeichnet; 


man: 
1 1 
BR, oo R==, . 
1 1 1 
— — — c95.? — sin.? ®. (b,) 
0 R, rt: ’ 


eſe fehr merkwürdige Formel verbanlt man Euler. Sie gibt bie Krüm— 
mgshalbmefjer aller Normaldurchfchnitte, und folglich auch die aller fchiefen 
srchfchnitte als Function der Haupträmmungshalbmefler und der Winkel p, 0, 
Ihe die Lage der Durchſchnittsebenen gegen die Ebenen der Hauptdurchſchnitte 
timmen. 


Wenn man mit E,, o, die Werthe von o für zwei beliebige aufeinander 
rechte Durchſchnitte bezeichnet, fo ergibt fih aus ver Gleichung (b,) bie 
gante Relation: 

1 1 1 1 
— — u — — *S t 4 t. c) 

+ 0; R, + R, 

Wenn die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer R,, R, einander gleich find 
d daſſelbe Zeichen haben, d. h. auf derfelben Seite der Berührungsebene 
gen; fo wird ver Werth von o von dem Winkel ꝙ unabhängig und iſt für 
e Normaldurchſchnitte derſelbe. Die Kugelfläche iſt die einzige, welde in 
len ihren Punkten dieſe Eigenſchaft varbietet; aber es kommen auf andern 
lächen finguläre Punkte vor, welche dieſelbe Eigenfchaft haben und welche 
konge Rabelpunfte genannt hat. 


$. 278. Wenn die Ableitungen r,t einerlei Zeichen haben, fo haben die 
euptfrümmungshalbmefler R,, R, auch einerlei Zeichen und das Zeichen von o 
wert fich nicht, fo daß die krumme Fläche ganz um den Berübrungspunft 
zum ihre Eonverität in Beziehung auf die Berührungsebene nach bemfelben 
wnne kehrt. 

Wir wollen nun annehmen, daß bie Hauptkrummungshalbmeſſer veſie 
ne Zeichen haben; z. B. daß R, poſitiv und R, negativ iſt, fo gibt es 
ormaldurchſchnitte, welche über der Berührungsebene und andere, welche 
ter derſelben liegen. Wenn man R, in — R, verwandelt, um nur pofi⸗ 
re zu betrachten zu haben; fo verwandelt ſich die Formel (b,) ım 
gende: 


4 = I 29 — sing, 
oe TR, 
Eournot, Theorie der Functionen x. 19 
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woraus erhellet, daß der veränderliche Krümmungshalbmeſſer ꝙ anfangs port 
iR und von R, an bis in's Unendlihe zunimmt, wenn man ben Winlei 
von Null an zunehmen läßt. Diefer lebte Werth von o entipridt: 

















1 Im 1. 2 _ R, _ — 
Lemigz Lang, man E=tV 
welches genau der Werth von (a) ift, welden die Gleichung (5) gibt, m 
dem man darın s = 0 gefett hat. 

Wenn man alfo diefen befonderen Werth von ꝙ mit 9, bezeichnet 
in der Berührungsebene zwei gerade Linien zieht, welche mit einer Parall 
zu der Are der x gleihe Winfel + cp, bildet; fo haben alle Rormalku 
fhnitte, deren Tangenten in die Winfelräume fallen, worin 9 einen leise 
Zahlenwerth als Y, annimmt, pofitive Krümmungshalbmefier, und die, be 
Tangenten in die Ergänzungswinfel ver erften fallen, haben negative Kl 
mungshalbmeffer. R, iſt der kleinſte pofitive Krümmungshalbmefler, usb 
demfelben Grunde ift R, der kleinſte Zahlenwerth ber negativen Krümmm 
halbmeſſer, d. h. — R, ift ein algebraifhes Marimum von o. 

Wenn t, oder r verfchwindet, fo verſchwindet s vermöge der Lage 8 
Aren auch, der eine Hauptfrämmungshalbmefler iſt unendlich, während 
andere folglich einen Fleinften Zahlenwerth und daſſelbe Zeichen, wie alle ıM 
gen Krümmungshalbmefler hat. 

$. 279. Wir wollen noch bemerken, daß man vermöge der Gleichung 


die Größe / E durch den Radiusvector eines auf feinen Mittelpunkt E 
nen Regelfchnittes geometrifch darftellen fann, indem ꝙ den Winfel I 
welchen der Radiusvector mit der Are der x bildet. Aus diefer Conſtrc 
würde fi ohne alle Rechnung nach der befannten Unterſuchung der 3 
ſchnitte alles vorhin über die Krümmungshalbmeſſer der Normalfchnitte E 
fofort ergeben. Bekanntlich ift der Kegelfchnitt eine Ellipfe, wenn rt — s? 
ft, und da in biefem Falle alle Navienvectoren der Hülfscurve endlicht 
reell find, fo find auch alle Krümmungehalbmeffer enplih und müffen mit 
felben Zeichen genommen werden. Wenn dagegen st — s2 SO ift, fo 
man für die Ellipfe zwei conjugirte Hyperbeln annehmen, wovon bie eine W 
imaginären Werthen des Radiusvectors oder den negativen Werthen des Krä 
mungshalbmeflers entipriht. Die Halbaren der Ellipfe oder der beiden ci 
jugirten Oyperbeln entfprechen der Richtung nach den Hauptdurchſchnitten 
der Größe nach den Hauptrümmungshalbmeflern. Wenn endlih rt — »? 
ift, fo gebt der Kegelfchnitt in ein Syſtem zweier gleichweit vom Aufem 
unfte entfernter paralleler gerader Linien über und das auf denfelben emil 
Gerpenbitel entfpricht Hinfichtlich der Richtung einem der Hauptdurchſchnitte 
binfichtlich der Größe dem Fleinften Krümmungshalbmeſſer. 
$. 280. Der Euler’fche Lehrfag über die Krümmung der Norma 
ſchnitte erleidet Ausnahmen, welche erft in der neueften Zeit von Poiffor‘ 
angegeben find, obgleich fie den Ausnahmen ganz analog find, welche bie 
rie der Berührungsebenen erleivet ($. 236). Diefe Ausnahmefälle 
flatt, wenn die Ableitungen r, s, t für den Berührungspunkt 


Formen 2 - annehmen, deren Unbeftimmtheit fi nur dadurch heben | 


daß man zwifchen den unabhängigen Veränderlichen x, y einen willkührlich 
Zufammenhang annimmt. Alsvann werben r, s, t Functionen des weiter ab 


*) Journal de l’Ecole polytechnique. 21° cahier. p, 205. 
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eichneten Berhältniffes, fo daß die vorhergehenden Rechnungen, welche 
en, daß r, s, t nicht von = abhängig find, unftatthaft werden. Um 
siel der in Rede ſtehenden Ausnahmefälle zu haben, braucht man nur 
e zu betrachten, welche durch eine fih um ihre Are drehende Parabel 
vird, während fich ihr Parameter nach einem durch irgend eine fletige 
des Drehungswinkels ausgedrückten Geſetze ändert. Ein folches Para⸗ 
it eine Gleichung von der Form: 


x2 + y? = 2: (*), 
J 


n die Are der = zur Notationsare und den Scheitel zum Anfangspunfte 
dinaten nimmt. Die Normaldurchſchnitte mit den durch die Are geleg- 
ıen find nichts anders, als die erzeugenden Parabeln, und der Krüm- 
(bmefler ändert fih von einem Durchfchnitte zum andern nach einem 
welches von der willführlichen Function f abhängt, Der Rrümmungs- 
r kann folglich abwechfelnd beliebig viele Marima und Minima 
en, aber eben fo viele Marima als Minima, damit derfelbe nad 
ızen Umdrehung der erzeugenden Parabel feinen urfprünglichen Werth 
annimmt. 
iffon Hat auch bemerkt, daß ver Meusnier’fche Lehrfah felbft in 
le flattfindet, wo der Euler’fohe unrichtig wird, und auch vieles 
ehr einfach aus dem Beweiſe, welchen wir F. 275 von dem Meus- 
em Lehrfage gegeben haben, ver nicht erforbert, daß die Aunctionen 
blo8 von x, y, z abhängen, fondern dag man auch annehmen fann, 
diefe Functionen mit der Richtung der Tangente der Curve, deren 
it s bezeichnet ift, ändern. 
281. Wir wollen bie Formel (b) wieder betrachten, welche flattfindet, 
eine Richtung die Normale gegen die Aren der x, y, = auch haben 
se in diefer Formel vorkommenden Ableitungen x’, y’ müfjen der 
3 (1) genügen, welche vermöge ber Gleichung (1) in folgende 


(1 +p?)x/2 + 2pg er + I +gQ)y2=1, (6) 
aus fich durch Differenzirung ergibt: 
[Ü+pP) +py Id ++) pad mt. 
tan bie Gleichung (6) in Beziehung auf o bifferenzirt, fo hat man: 
Art 4 ty) dy S0, 
n man dieſe beiden letzten Gleichungen mit einander verbindet: 
_ ty  ___ tl (7) 
d+P)-+py Ar) trpe 
an alfo mit R einen ver Hauptfrämmungshalbmefler bezeichnet, fo er- 
a die Gleihung mit R durch Elimination von x‘, y’ zwiſchen ben 
gen (6), (7) und der Gleichung: 
R- _Yitete (8) 
rx!2 4 2ex/yl  tyl2 
len der Kürze wegen feßen: 
Var 4 2a Het Yi1+4P+® (V) 
19% 
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und die beiden Glieder der Brüche zur Tinfen und Rechten des Gleit 
zeichens der Gleichung (7) reſp. mit x’ und y‘ multipliciren und da: 
Summen der Zähler und Nenner bilden; fo reducirt fich der refultirende 
vermöge ber Gleichung (6) auf das Polynom V. Man hat folglich: 
v— rx! + sy! ax’ 4- ty’ 
AFP) Hp TI (Hg) + pe 
ober vielmehr : 
IN Zune nn 
[V(I4) ty =(—pgV)x 
und wenn man die correfpondirenden Theile dieſer Gleichungen in ei 
multiplicht : 
VAR) —ı) VAHP)—1=(l— pP). 
Setzt man für V feinen aus der Gleichung (V) als Function von R co 
teten Werth und ordnet, fo erhält man endlich: 


R? (tt — 22) —Rfi+g)r— 2 ++ )UI/ire + 
+1+P+qQ)”=0. 
Es feien R,, 1 die Wurzeln dieſer Gleichung oder die Werthe ver 
gsha | 


Hauptfrüämmungshalbmefler, fo hat man: 
1 rt — s? 
BR, = irpt' 
1 + t _AHtrgV)r— 2pg + (l +pr)t 
RR d+pr+p)i 


Die Bedingung, daß die Hauptfrümmungshalbmeffer R,, R, einerlei . 
haben, wird alfo ausgebrüdt durch rt — s2 > 0, welde Richtungen Die 
dinatenaren auch haben mögen, und die Bedingung, daß einer der Han) 
mungshalbmeſſer unendlich wird, wird allgemein durch die Gleichung rt — ı 
ausgebrücdt, welche auch die abwidelbaren Flächen charakteriſirt. 

Die Hauptkrümmungshalbmeſſer find für alle Punkte einer krummen 
ver abjoluten Größe nach gleich und nach entgegengefeßtem Sinne gı 
wenn bie Gleichung: 

d+g)r—2pg + 1 +pY)t=0 
für alle Punkte diefer Fläche erfüllt wird. - Sn der Folge werben wir 
daß die durch diefe Gleichung mit partiellen Differenzialen der erften un 
ten Ordnung charakteriſirten Flächen auch noch eine andere eben fo merfn 
geometriſche Eigenfchaft Haben. 


$. 282. Die Hauptkrümmungshalbmeſſer R,, R,, und folglich die 
mungshalbmefier der Normalfchnitte, find einander gleich und haben en 
geſetzte Zeichen, wenn folgende Gleichung ftattfindet: 
I(I 4 42) r —- App + ii +P)? —4i+p+gV)lt—e)= 
Da fi diefe Gleichung auf die Form: 


2t _ Pr__ y 
[a+ 9: atmet 2a(,) = )| 
+444+P +) I —:) =0 


1+p? 
bringen Iäßt, fo ift fie gleichbeventend mit dem Syſteme: 
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4m -dt= 0 









= = 20: () 


iefe letzten Gleichungen würde man direct erhalten haben, wenn man aud- 
e, daß die Gleichungen (9) für V und folglich für o von x’, y’ unab- 
gige Werthe geben, 
Die Coordinaten der Punkte, welche man Nabelpunkte genannt Hat 
277), werben folglich durch das Syſtem der beiven Gleichungen (e) in 
indung mit der Gleichung der krummen Fläche beflimmt. Diefe Punkte 
iſolirte, wofern bie beiden Gleichungen (e) nicht zufällig identiſch werben, 
ches auf der krummen Fläche die Exiſtenz einer Linie andeuten würde, 
(he nah der Analogie Nabellinie genannt wird, und welche Monge 
je Linie der fphärifchen Krümmungen genannt hat. 


$. 283. Wir wollen das Gefagte auf das Ellipſoid: 


a ee 
enden, fo iſt: 


c?x c?y 
PD,’ = 755 
_ c* (b? — y?) _ c*!xy — — (a2 — x?) 
a IT 
p ber Kürze wegen wollen wir feßen: . 
d a (bt —e) _, Bleib’), 
L b2 (a2 — e2) a? — c? 










Myuferbem fönnen wira>b> c fegen, ſo daß die Eonflanten A, B pofitiv 
; fo haben wir zur Beflimmung der Eoordinaten x, y der Nabelpunfte des 
ipſoides die beiden Gleichungen: 
xyy=0,x2? — Ay}? —B=0, (g) 
deren reelle Auflöfungen folgenve find: 
y=0, se+fB=ta N 
a2 — c? 


2 
Das Ellipſoid Hat folglich vier Nabelpunfte, welche in der durch feine 
BE und Heinfte Are gehenden Ebene liegen und folglich auf feiner Ober- 








he ſymmetriſch vertheilt find. Im der analytiihen Theorie der krummen 

: Blächen des zweiten Grades wird ferner bewiefen, daß die Berührungsebenen 

des Ellipſoides in den vier eben der Lage nach beftimmten Punkten zu den 

: &benen parallel find, welche die Eigenfchaft haben, daß fie das Ellipſoid nach 

- Reifen durchſchneiden, welches auf eine andere Definition der Nabelpunfte 
führt, wovon fpäter die Rede fein wird. 

MWenn das Ellipſoid zwei gleiche Aren hat, fo fallen die Nabelpunkte, 

wie fich Teicht aus den vorhergehenden Formeln ergibt, mit den Scheiteln der 

Rotationdare zufammen. 
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2) Krümmungslinien. 


F. 284. Wir wollen uns vorftellen, daß man auf einer gegebenen lad 
(S) irgend eine Linie (s) befchrieben und die Regelflähe (2) conſtruirt 
deren Erzeugungslinie durch dieſe Linie (s) geht und beftändig anf m 
Fläche (5) normal bleibt; fo iſt die Fläche (3) im Allgemeinen eine wirt 
fohiefe, d. h. ihre Erzeugungslinien haben feine Umbüllungslinien (6. 243) 
ober zwei durch einander auf der Linie (s) unendlich nahe liegende Punkte 
gezogene Normalen der Fläche (S) treffen einander niht. Wenn man bagegg 
die Linie (s) fehicklich beftimmt, fo daß die Fläche (2) eine abwidelbare wir 
fo Hat fie eine Rüdkfehrfante oder Wendungscurve (0), welde von allen dur 
die Linie (s) gehenden Normalen der Aläche (S) berührt wird, was in de 
Sprache der Infiniteſimalmethode dadurch ausgedrückt wird, dag man fagl, 
dag ſich zwei einander unendlich nahe liegende Normalen in einem auft 
Linie (0) liegenden Punkte treffen. 

Da die Gleichungen ver Normale der Fläche LS) im Punkte (x, y, a 
nad $. 237 folgenve find: 

&—-ı+p( -=0,1—-y+9(l—D)=0, (h) 
fo werden die Coordinaten des entfprechenden Punktes (S, 7, O ver We 
dungscurve (0) durch das Syſtem der beiden Gleichungen (h) und ihrer A 
Leitungen : 

HC ++ De+Y)=0, 
gegeben, indem = vermöge der Gleichung der Fläche (S) als eine Functi 
der BVeränverlihen x, y und y als eine implicite durch die Zeichnung 
Linie (s) oder durch die der Projection diefer Linie auf der Ebene der x, 
gegebene Function betrachtet wird. Nun konnen aber die Gleichungen (b 
welhe nur noch die Coordinate C enthalten, nicht nebeneinander befteh 
wofern nicht folgende "Bedingungsgleichung ftattfindet : 


Pipe +r[A+ Nr At) _ 
— (i+p)s+t rer =0. (i) 
Nachdem man für p, g, r, s, t ihre aus der Gleichung der Fläche (S) ab 
geleiteten Werthe als Functionen von x, y fubftituirt hat, ift die Gleichung (i) 
worin alsdann nur noch die veränderlichen Größen x, y, y’ vorfommen, bie 
gemeinſchaftliche Differenzialgleichung aller Projectionen der Linien (s) auf vi 
Ebene der x y, weldhe die Eigenfchaft haben, die Flächen (3) abwidelbar 
machen, oder nach welden fi zwei einander unendlich nahe liegende Rowef 
malen der Fläche (S) durchſchneiden. Wenn man annimmt, dag die Ebeneg 
der x y zu der Berüßrungsebene der Flähe (S) im Punfte (x, x, =) paralldi 
I ſolclich p=0, qa=0ifz fo verwandelt ſich die Gleichung (i) u 
olgende: | 


y’? + er -1=0 


umd unterfcheibet fih von der Gleichung (a) nur dadurch, daß y’ für = ſieht, 
woraus folgt: 1) daß man durch jeden Punkt der Fläche (5) zwei Linien 
(s,), (s,) ziehen Tann, welche fi unter einem rechten Winkel durchſchneiden 
und die weiter oben angegebene Eigenfchaft haben, und 2) daß die durch die 
Zangenten diefer Linieu gelegten Normalebenen der Fläche (S) mit den Haupt 
normalfchnitten ‚ufammenfallen. Aus diefem Grunde hat Monge die Linien 
(8,), (s,) Krümmungslinien genannt. Auf jeder Frummen Fläche, ober 
auf jedem Theile einer ſolchen, deren Orbinaten Feine Stetigfeitöunterbrechung 
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der britten ober von einer niebrigern Orbnung erfährt, kann man nad 
Borhergehenden nad) Belieben zwei Reihen von Krümmungslinien (s,), (s,) 
‚, welche die Fläche in Frummlinige Vierecke zertheilen, deren ſämmt⸗ 
Winfel rechte find. 
- Die Elimination von 5 zwifchen den Gleichungen Ch’) gibt: 
(— 2) (n—)—(&—2)[(1 +) —2pge + (1+Pp?)t] 
+1+P+7=0 (h‘) 
wenn R den Krümmungshalbmeſſer eines Hauptfchnittes bezeichnet, deſſen 
ittelpunft der Durchichnittspunft zweier einander unendlich nahe liegender 
| en if: fo bat man: 


R=E+f Em + (DN? FE tl iIrPR +. 
je Elimination von C— z zwifchen dieſen beiden Gleichungen gibt die weiter 

urch eine nicht ganz fo einfache Rechnung gefundene Gleichung (R) 

er. 

F. 285. Die Krümmungslinien find in den Punkten, worin fie ſich 

den, Tangenten an den beiden Hauptdurchſchnitten; allein letztere find 

Curven, deren Ebenen durch die Normale gehen und fallen im Allgemei- 
wen nicht mit den Krümmungslinien zufammen, welche gewöhnlich nicht im 
erfelben Ebene liegen. 

So if > auf einer Rotationsflähe die eine der Krümmungslinien ber 
Darchſchnittskreis der Rotationsfläche mit einer durch den Punkt, durch welchen 
ke Krümmungslinie geben muß, ſenkrecht auf die Rotationsare gelegten Ebene; 
kenn alle durch die auf dem Umfange dieſes Kreifes Tiegenden Punkte gezoge- 
sen Rormalen der Rotationsfläche treffen die Rotationsare in demfelben Punkte, 
weraus auch folgt, daß ver zwifchen der Rotationsare uud der Rotationsfläde 
degende Theil der Normale einer der beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer ift. 
Wer dieſe Krümmungslinie, obgleich fie in dem betrachteten Falle eben ift, 
wft doch nicht mit einem Hauptfchnitte zufammen, weil ihre Ebene nicht 
burch * Normale geht, wofern dieſe nicht zufällig auf der Rotationsaxe ſenk⸗ 
eht iſt. 


Die andere Krümmungslinie auf einer Rotationsfläche iſt die Meridian⸗ 
Eurve , weil die durch die verſchiedenen Punkte diefer Linie gezogenen Normalen 
Ber Rotationsflähhe alle in der Meridianebene liegen. Außerdem ift die Me— 
tidiancurve ein Dauptdurchfchnitt der Notationsfläche, weil die Ebene dieſes 
Darchichnittes zugleich die Normale und die Tangente einer der Krümmungs- 
Binien enthält. Bei einer Rotationsfläche fällt alfo einer der Hauptfchnitte 
mit einer der Krümmungslinien zufammen, und daſſelbe ift jedesmal der Fall, 
wenn eine Krümmungslinie eben tft und ihre Ebene durch die Normale der 
Botationsflähhe geht. So fallen z.B. bei den cylindrifchen Flächen die Haupt» 

nitte, wovon ber eine der gerade Durchfihnitt und der andere die gerade 
Grzengungslinie ift, refp. mit den Krummungslinien zufammen. 


$. 286. Die Sleihung Ci) wird identiſch und man fann daraus feinen 

Sefimmten Werth von y’ mehr ableiten, wenn die drei Gleichungen ftattfinden : 
(+pP)s—per=0, (1 + pt (+?) 0, 1 +) —pet=0, 

wovon die dritte eine Folge aus den heiven andern ift, und welche mit dem 
Eyſteme (F) gleichbeveutend find, fo daß die Punfte der krummen Fläche, für 
welche dieſer Umſtand flattfindet, nichts anders als Nabelpunfte find. 

Wenn die Gleichung Ci) identisch gemacht wird, fo wird die Normale 
im Bunkte (x, y, z) von der durch einen uunendlic nahe liegenden Punkt 
gehenden Normale immer gefchnitten, in welcher Richtung diefer zweite Punft 
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andy genommen werben mag; aber daraus barf man nicht ſchließen, daß weg 
Nabelpunkt ein Punkt iſt, worin fich unendlich viele Kruͤmmungslinien vurke 
kreuzen, ober daß die dich den Nabelpunkt in der Berührungsebene gezog 
eraden Linien alle an den Krümmungslinien tangent find. Wir wollen 

ürze wegen die Gleichung Ci) auf folgende Form bringen: 

9 a+Yy-yt0=0, 
wo P, 5 o, Functionen von x, y bezeichnen, welche verſchwinden, wen 
der Sn (x, Y, x) ein Nabelpuntt iſt. Die Differenzirung der Gleichung (i) 
gibt zur Beſtimmung von y’ folgende Gleichung des dritten Grades: 
dp do ) dıy dv ) dw do ,_ 
%“t7’ rat "+ +’ 

Se nachdem viefe Gleichung lauter reelle Wurzeln hat, ober nicht, gehen d 
den Nabelpunft drei Krümmungslinien, oder nur eine einzige. Wenn bi 
legte Gleichung für die dem Nabelpunfte entfprechennen Werthe von x, y 
ebenfalls identiſch gemacht wird, fo bifferenzirt man fie ebenfalls, wobud 
man eine Gleichung des vierten Grades von y’ erhält, und je nachdem dieſe 
neue Öleihung vier, oder zwei reelle, oder nur imaginäre Wurzeln hat, iß 
der Nabelpunft ein Durchſchnittspunkt von vier, oder zwei Krümmungslinien, 
oder ed geht gar Feine Krümmungslinie durch diefen Punkt, u. ſ. f. Wenn 
endlich die dem Nabelpunkte entiprehenden Werthe von x, y die Gleichung (i) 
und alle ihre Ableitungen iventifch machen, fo iſt der Nabelpunft ein Punkt, 
worin fih nach allen Richtungen Krümmungslinien durchkreuzen. Diefer Fall 
findet bei den Scheiteln der Rotationsflähen flatt, welche offenbar, wenn fe 
feine vorfpringenden Punkte find, die charakteriſtiſche Eigenfchaft der Nabel 
punkte darbieten, und worin ſich alle Meridiane, welche Rrümmungslinien 
diefer Flächen find, durchſchneiden. 

$. 237. Wir wollen das Vorhergehende auf das in 6. 283 erwähnte 
Ellipſoid anwenden, fo verwandelt ſich die Gleichung (i) in folgende: 

Axyy!? — (x? — Ay — B)y — ıy =0 (10) 
und ihre Ableitung ift: 

(ZAxy' + x? — Ay? —B)yÜ--Axy/? + Ayy'? + (x—2Ay)y'—y=0, 
welche Gleichung ſich für die den Nabelpunften entſprechenden Werthe y = 0, 
x=+YB af Ay: + y„=0 reducirt. Diefe legte Gleichung geftatte 
nur die eine reelle Wurzel y! — 0, weil A einen pofitiven Coefficienten bes 
eichnet. Es geht alfo nur eine Krümmungslinie durch die Nabelpunkte dei 

llipſoides mit drei ungleihen Axen, und dieſe Linie iſt der Durchfchnitt, wel⸗ 
der die größte und kleinſte Are enthält. 

Wenn man a — ſetzt, in welchem Falle das Ellipſoid ein Rotation 
ellipfoiv um feine. zur Are ber z genommene Heine Are wird; fo bat mas 
A=-1,B=0, und die Coordinaten der Nabelpunfte find x=0, y=ı 
weil in ber That diefe Punkte mit ven Polen des abgeplatteten Ellipſoides 
zufammenfallen. Die Gleichung (10) kann alsdann auf folgende Form ge 


bracht werden: 
vr) at—y„)=0, 
und fie zerfällt in die beiden folgenden: 
y+x=l0, sy —y=0. 
Für x=0,.y=0 if der durch die erfte der beiden letzten Gleichunge 
‚gegebene Werth von y’ imaginär (6. 182) und ber Werth, welchen die zweit 
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Gleichnng gibt, iſt wirklich unbeflimmt, was auch der Hall fein muß, weil 

alle Meriviane, welche fih auf die Ebene der x y nach geraden Linien profi- 
eiren, die durch den Anfangspunft der Eoorbinaten geben, eben fo viele Krüm- 
mungslinien des Ellipfoives find. 

Wenn man b= ce feht, in welchem Falle das Ellipſoid ein Rotations- 
elipfod um feine zur re der x genommene große Are wird, fo hat man 
—0,B=a? und die Gleichung (10) zerfällt in vie beiven folgenden: 
=», (x?—a)y —ıy=(. 

Wenn man in die Ableitung ber vorhergehenden Gleichung die Werthe ber 
Coordinaten der Pole oder der Nabelpunfte, nämlich x=ta,y=0 em 
führt ‚fo ergibt fih daraus y = 0, und folglih hat y’ in biefen Punkten nur 
die beiden Werthe O0, ©. In der That proficiren ſich die Meridiane auf 
bie Ebene der x y nad , Ellipfen, welche alle die Are der x ſenkrecht dur- 
—ã— mit Ausnahme des Meridianes, deſſen Projection die Axe der x 
elbſt i 


$. 288. Wenn die krumme Flaͤche finguläre Punkte hat, für welche 
r, 5, $ Functionen von y’ werben, wie bereit wiederholt erflärt ‘tft, fo_bleibt 
die Gleichung (i) in Beziehung auf die Unbelannte y’ für die in Rede flehen- 
ben fingulären Punkte eine algebraifche Gleihung des zweiten Grabes mehr 
and kann eine beliebige Anzahl reeller Wurzeln haben. 


$. 289. Den beiden Syfiemen der aufeinander ſenkrechten Reimmengs- 
Iinien (s,), (s,) entiprechen zwei Syſteme ee Flächen (3,), (2,) 
und Rückkehrfanten oder Wendungseurven (0,), (0,). ($. 284.) Der geo⸗ 
metriſche Ort der Rückkehrkanten des erften Syſtemes ift eine gewifle Fläche 
und ber der Nüdfehrfanten des zweiten Syfiemes eine andere Fläche, oder 
vielmehr, die beiden Syfteme abwidelbarer e Hagen haben zufammengenommen 
zum geometrifchen Drie ihrer Rückkehrkanten eine Flaͤche mit zwei Fächern 
(0, , 6,), wo ſich jedes Fach auf jedes ver rechtwinfligen Syſteme bezieht. 

Um die Gleichung biefer Fläche mit zwei Fächern, welche auch ber geo- 
metrifche Drt der Krümmungsmittelpunfte der Hauptſchnitte der Fläche (S) iſt, 
zwifchen &, 7, 5 zu erhalten, müßte man x, y, = zwifchen ben Gleichungen 
(h), (h“) und ver Gleichung der Fläche (S) eliminiren. 


Da jeder Hauptlrümmungshalbmefler eine der Räckkehrkanten berührt, 
fo berührt derfelbe auch die Flache, welche der geometriſche Ort aller dieſer 
Rückkehrkanten if. Die Fläche der Hauptkrümmungsmittelpunkte iſt folglich 
gegen die urſprüngliche Fläche daſſelbe, wie die Evolute einer ebenen Curve 
gegen die Evolvente. 

Da die beiden Hauptkrümmungémittelpunkte für denſelben Punkt ber 
Fläche (S) auf dverfelben Normale Tiegen, fo folgt, be jede Normale 
ber Fläche (S) jedes der beiven Fächer der Fläche (a, , o,) berührt. Wenn 
man durch dieſe Normale zwei Berührungsebenen an die beiden Fächer ver 
Fläche N 0,) legt, fo ü nd biefe beiden Ebenen vermöge der Yanpteigen- 
(haft ver Krümmungslinien aufeinander fenfreht. Die beiden Fächer ber 
Flaͤche der Krümmungsmittelpunkte haben alſo ſolche Formverhältniſſe gegen 
einander, daß ihre ſcheinbaren Umriſſe, von irgend einem Zunkte O aus 
betrachtet, fih unter rechten Winkeln durchſchneiden. Denn die ſcheinbaren 
Umriſſe der beiden Fächer der Fläche (o,, o,) find die Berübrungslinien 
diefer dage mit den umfchriebenen Kegelflächen, deren Spitzen im Punkte O 

Nun haben aber diefe beiden Kegelflähen eine gemeinfchaftliche Er- 
zeugungslinie, welche die durch den Punkt O der Fläche (S) gehende Nor- 
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male iſt und ihre Berüßrungsebenen nach viefer Erzeugungslinie find axf- 
einander fentrecht. 


3) Osculation der frummen Flächen. — Definition und Maß der Krümmung 
der Flächen. 


5. 290. Zwei Flächen: | 
s—f(x,y) (z) s=f, (x,y), (z,) 
welche einen gemeinfchaftlichen Punkt (x, y, =) haben, haben in diefem Punlie 


eine Berührung der erfien Ordnung ($. 203), wenn die @oorbinaten 
x, y, z den Öleichungen: 

P=P., 9=4 (11) 
genügen, ober wenn bie beiven Flächen in dem gemeinfhaftlihen Punkte eine 
gemeinfchaftliche Tangente haben. Wenn außerdem vie Gleichungen: 

zer, s=s,,t=t, (12) 
flattfinden,, fo findet zwifchen den beiden Flächen eine Berüßrung der zwei- 
ten Ordnung ober eine Osculation flat. Allgemein, die Berührung 
heißt von der n!n Ordnung, wenn alle partielle Ableitungen p, q, Fr .... 
der Gleichungen ver beiden Flächen bis zu der Ableitung von der a!" Ord⸗ 
nung incl. für daffelbe Syſtem der Werthe der Coordinaten x, y, z biefelben 
Werthe annehmen für die beiven betrachteten Flächen. 

Wenn die Flächen Feine Stetigkeitsunterbrechungen von der (n + 1)" 
oder von einer niebrigern Ordnung erfahren, und wenn Ax, Ay, Aꝛ [eh 
Heine Größen ber erften Ordnung bezeichnen; fo if die Entfernung des 
Punktes (x + Ix, y+ Iy, z+ 12), welder auf der einen Fläche Liegt, 
von der andern Flähe im Allgemeinen eine fehr Feine Größe von der 
(a 4 1)fen Ordnung, wenn die zwifchen ven beiden Flächen flattfindende Be 
rührung von der nien Ordnung if. Den Beweis dieſes Lehrſatzes wollen 
wir der Kürze wegen übergeben, weil ex fich leicht herftellen laßt, wenn 
—— im $. 240 Geſagte mit dem, was im $. 203 und folg. geſagt iſt, 
vergleicht. 

Im Intereſſe der geometrifchen Anwendungen genügt es, wenn wir hier 
blos die Berührungen der beiden erflen Ordnungen, d. h. die einfache Be⸗ 
rübrung und die Osculation zwifchen frummen Flächen betrachten. *) 


6. 291. Wir wollen an die Fläche (2) in dem Punkte (x, y, 2) eine 
Derührungsebene legen, und die krumme Fläche mit einer auf dieſer Ebene 
ſenkrechten Ebene durchichneiven. Der Einfachheit wegen fann man den An- 
fangspunft der Eoordinaten in den Berührungspunft Iegen und die Ebene ber 
x y mit der Berührungsebene zufammen fallen laſſen. Es fei Iz die Or⸗ 
binate der fchneidenden Ebene und Ax, Ay feien die Coorbinaten in ver 
Ebene der xy der Punkte, worin fie die krumme Flache trifft; fo Hat man, 
wenn man Ax, Ay als fehr Heine Größen der erfien Ordnung betrachtet 
und die fehr Heinen Größen der dritten Ordnung unberüdfichtigt läßt: 


As—4rAx? + 24x Iy+itdy:. (13) 
Wir wollen Ax = eS, Ay = en, feßen, wo e eine fehr Heine Größe 
ber erften Ordnung bezeichnet, fo muß man, da Az nad der Gleichung 


*) Wegen ver Berüprungen höherer Orpnungen vergleihe man eine Abhandlung 
von Olivier in dem Journal de l’Ecole polytechnique. 25° cahier. p. 123, 
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W von der zweiten Ordnung if, Az = s:k fehen, und alsdaun gibt 


viele Gleichung: 
%k—=r5? + 27 + im, (k) 

Benn alfo Az ohne Ende abnimmt, fo wird die Durchſchnittscurve der Curve, 
für welche &, 7 die veränderlichen Eoorbinaten in Beziehung auf die Aren 
der x und ber y find, und deren Gleichung die Gleichung (k) iſt, immer 
mehr umd mehr ähnlich, oder mit andern Worten: die Durchſchnittscurve wird 
dem in 6. 279 erwähnten Hülfsfegelfchnitte, vefien Rabienvectoren den Qua⸗ 
dratwurzeln aus den Krümmungshalbmeſſern der Normalfchnitte, deren Ebenen 
bie Berußrungsebene nad) biefen Radienvectoren durchſchneiden, immer mehr 
und mehr ähnlich. 

Wegen diefes Umſtandes hat C. Dupin bie Durchſchnittscurve der krum⸗ 
men Flaͤche mit einer in einer unendlich Fleinen Entfernung vom Berüßrungs- 
yınfte zur Berührungsebene parallel gelegten Ebene die Indicatrix oder 
anzeigende Eurve genannt. Diefe Indicatrix iſt eine Ellipfe, wenn bie 
kumme Fläche ihre Krümmung ganz um die Berührungsebene herum nad der- 
ſelben Seite Fehrt, und im entgegengefeßten Falle entipringen die beiden con- 
jugirten Hyperbeln, welche an die Stelle ver Eilipfe treten, aus dem Durch- 
(Hnitte der krummen Fläche mit zwei einander umenblich nahe liegenden Ebenen, 
welche beide zu der Berührungsebene parallel find und dieſe zwifchen ſich faflen. 
Die anzeigende Eflipfe wird in ben Nabelpunkten ein Kreis, und aus 
dieſen Grunde find die Berührungsebenen in ven Nabelpunkten des Ellipfoides 
ju den Ebenen parallel, welche die Eigenfchaft Haben, das Ellipſoid nach Kreiſen 
jun durchſchneiden ($. 283). 

$. 292. Wenn vie frumme Fläche (z,) drei willlührlihe Parameter 
hat, fo kann man viefe fo annehmen, daß die Bedingung f(x,y)=f, (x, y) 
md außerdem die Gleichungen (11) erfüllt werden, oder daß zwiſchen den 
beiden Flächen (2), (z,) im Punkte (x, y, 2) eine ein fache Berührung 
Rattfindet. Wenn in der Gleichung (z,) ſech s willführlihde Parameter vor⸗ 
kommen, fo kanu man fie fo annehmen, daß auch den Gleichungen (12) ge- 
nügt wird, over daß zwifchen den beiden Flächen eine Dsculation flatt- 
findet. Dean kann alfo im Allgemeinen Feine Kugel beflimmen, welde eine 
gegebene krumme Fläche in einem gegebenen Punkte osculirt; denn die all- 
gemeinfte Gleichung der Rugelfläche enthält nur vier willkührliche Parameter, 
nämlich den Halbmeffer und die drei Coordinaten des Mittelpunftes. 

Die Bedingungen der Dsculation zwiſchen zwei krummen Flächen (=), (z,) 
werben analytifch durch das Syſtem der Gleichungen (11) und (12) ausgebrüdt ; 
alleın es iſt zweckmäßiger, biete Bedingungen geometriſch auszubrüden, indem 
man fagt: daß zwei Flächen einander osculiren, wenn fie außer einem gemein- 
haftlihen Punkte nicht blos dieſelbe Berührungsebene, ſondern auch ihre 
Hanptdurchſchnitte in denfelben Normalebenen und viefelben Hauptrümmungs- 
halbmeſſer in demfelben Sinne gegen die Berührungsebene haben. Nach allem 
in dieſem Kapitel Gefagten ift einleuchtenn, daß ſich das Stattfinden dieſer 
geometriſchen Relationen aus den Gleichungen (11) und (12) ergibt, und wenn 
he ſtattfinden, fo ſchneidet jede durch ben gemeinſchaftlichen Punkt gelegte 
&hene die beiden Flächen nach zwei Linien, welche in dieſem Punkte denſelben 
Krümmungshalbmeſſer haben. 

Wenn alfo die beiven Hauptfrümmungshalbmefler der Fläche (x) nad 
demfelben Sinne gerichtet find, fo kann man immer ein Rotationsellipfoib 
conſtruiren, welches dieſe Fläche im Punkte (x, y, =) oSculirt; denn man 
lann es fo einrichten, daß einer der Meridiandurchſchnitte des Ellipſoides in 
die Ebene eines Hauptſchnittes der osculirten Fläche fällt, indem eine der 
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Aren der Merivianellipfe mit der Normale zufammenfällt, worauf man be: 
Aren der Meridianellipfe nur ſolche Längen zu geben braucht, daß die Haupt 
trümmungshalbmefler für die osculirte Fläche und für das Ellipſoid diefelben 
find, und zwar gibt diefe Eonftruftion zwei osculirende Ellipſoide, wovor 
das eine ein längliges und das andere ein abgeplattetes iſt. 

Wenn die beiden Hauptlrümmungshalbmefler der krummen Fläche nad 
entgegengefettem Sinne gerichtet find, fo kann man für das Osculations- 
ellipfoid ein Rotationsbyperboloid mit einem Fache fubftituiren, deſſen Kehl— 
reis ($. 239) in die Ebene eines Hauptfchnittes der Flache fallt. 

Noch einfacher fann man eine Notationsflähe befchreiben, welche eine 
egebene krumme Fläche osculirt, wenn man den Krümmungskreis eines Haupt: 
hnittes der krummen Fläche fih um eine in feiner Ebene fenfrecht auf die 
Normale gezogene und durch den SKrümmungsmittelpunft des andern Haupt 
foynittes gehende Are drehen läßt. Die osculirende Fläche wirb ein gerader 
Eylinder mit freisförmiger Baſis, wenn der Halbmeffer des Krümmungskreiſes 
des erften Hauptfchnitted unenvlih wird, wie dieſes bei den abwidelbaren 
Flächen der Fall iſi (S. 281). 

$. 293. Diefes führt uns auf die Definition und nd Maß der 
Krümmung einer Fläche nah Gauß; denn man hat für diefe Gröfe 
weder eine genaue Definition, noch ein entiprechenves Dad fo lange man 
blos nach den Lehrfägen von Meusnier und Euler die Relationen angibt, 
welche zwifhen den Krümmungen der auf der krummen Fläche befchriebenen 
Linien flattfinden. 

Erinnern wir uns zunächft in aller Kürze an das Maß der Krümmung 
ebener Eurven wieder. Auf der Eurve, deren Krümmung man im Punkte m 
meflen will, wollen wir einen burch diefen Punkt gehenden Bogen fs nehmen, 
in den Endpunften diefes Bogens zwei Normalen ziehen, und nachdem in der 
Ebene der Curve ein Kreis von dem Halbmefler — 1 befchrieben iſt, zwei 
Halbmeffer ziehen, welche refp. zu den erwähnten Normalen parallel find und 
einen Kreisbogen Ar zwifchen fih faſſen; fo ift nach $. 193 das BVerhältnif 


* die Grenze, gegen welche das Verhaͤltniß = convergirt, wenn ber Bo⸗ 
8 


gen Ss ohne Ende abnimmt, dabei aber immer den Punkt m enthält, und 
diefe Grenze ift das Maß der Krämmung der Linie im Punkte m. 

Eine ganz ähnliche Eonftruction ift auf die frummen Flächen anwendbar; 
denn wir wollen und auf der krummen Fläche, deren Krümmung im Yunfte 
m gemeffen werben foll, eine gefchloffene Linie fo befchrieben denken, daß der 
auf der Fläche von diefer Eurve eingefchloffene Flähenraum wm ven Punkt = 
enthält, wo, wie im fechsten Kapitel des fünften Buches ausführlicher gezeig 
werden wird, unter der erwähnten Flächengröße die Grenze zu verftchen if} 
welcher fih der Inhalt oder die Größe einer in oder um den betrachtete 

der krummen Fläche befchriebenen polyenrifchen Fläche ohne Ende näher 
wenn bie Anzahl der ebenen Klächen des Polyeders ohne Ende zu- und ih1 
Dimenfionen ohne Ende abnehmen. Diefe Definition der Größe w ift all 
ber ver Größe s in 6. 174 ganz analog. Aus einem beliebigen Punkte de 
Raumes als Mittelpunkt wollen wir uns mit einem Halbmeffer = 1 eir 
Kugelfläche beichrieben denfen und die Halbmefler ziehen, welche zu allen as 
dem Umfange der Flächengröße w» normal auf der frummen Fläche gezogene 
geraden Linien parallel find; fo iſt der geometrifhe Ort diefer Halbmefis 
eine Stegelflähe, welche auf der Kugelflähe ein Flächenſtück 9 abſchneide 


und die Grenze, gegen welde das Verhaͤltniß 7 convergirt, wenn die Flä 


301 


w ohne Ende abnimmt, aber immer ben Punkt m enthält, muß nach 
ie ald Maß der Krümmung der frummen Fläche im Punkte m 
werden. Um jede Schwierigfeit zu vermeiden, wollen wir zunächft 
‚, dag von einer Frummen Fläche die Rede fei, deren beide Haupt» 
3halbmeffer nach demfelben Sinne gerichtet find, und welche außer- 
unfte m feine Stetigfeitsunterbrechungen erfährt. 

wie man bei der Mefjung der Krümmung einer ebenen Curve für 
ı Krümmungsfreis, oder jede andere fie oßculirende Eurve ſubſtituiren 
ıfo fann man bei der Meffung der Krümmung einer krummen Fläche 
eine andere Fläche fubftituiren, welche die gegebene in dem Punkte 
ür welchen das Maß der Krümmung beftimmt werben fol. 

wollen für die osculirende Fläche die nehmen, welche der Kreis von 
meffer R, befchreibt, indem er fih um eine in feiner Ebene ſenk⸗ 
die Normale durch den Mittelpunkt des Kreifes von dem Halbmefler 
ene gerade Linie breit, Es fei ds, der unenvlih Heine Winkel, 
e Ebene des beweglichen Kreiſes in jeder feiner äußerften Lagen mit 
des Normalfchnittes bildet, worauf fie urfpränglich lag, indem bie 
der beweglichen Ebene zu beiden Seiten ver Ebene des Normal- 
viefelbe Amplitude bat. Es fei ferner ds, der umenblich Kleine 
velchen zwei Halbmefler des Kreifes von dem Halbmeſſer R, mit der 
zu beiden Geiten dieſer geraden Linie in ber Ebene biefes Kreiſes 
fällt die unendlich Hein geworbene Fläche » mit dem unenblich Flei- 
tede zufammen, deſſen Seiten 2R,ds,, 2R,ds, find und beffen 
zlich gleich AR, R,de, ds, iſt. Ferner wird bie entfprechende Fläche 0, 
der die unendlich Heinen Größen höherer Ordnungen unberüdfichtigt 
mögedrüdt durch Ads, ds,,, und man hat folglich: 

. 9 1 
lim. o ir (1) 

Krümmung einer Fläche hat das Product der Krümmun- 
r beiden Hauptfohnitte zum Maße. 

Fläche 9 geht in einen Punkt über, wenn die endliche, oder un⸗ 
eine Fläche w auf einer Ebene genommen wird, und fie wird ein 
Umfanges eines Ken Kreifes, wenn die endliche, oder unendlich 
he w einer cylindriichen Fläche angehört. Durch diefe Bemerkun 
Schwierigkeit befeitigt, welche daraus entfpringen könnte, daß na 
el (1) eine abiwisfeldare Fläche, für welche einer der Krümmungs⸗ 
"R,, R, immer unendlich iſt ($. 281 und $. 292), in allen ihren 
ine Krümmung gleih Null hätte, welche Eigenſchaft nur der Ebene 
en foheint. Die Ebene, die abwidelbaren und die übrigen krummen 
nd Hinfichtlich der Krümmung ebenfo wenig mit einander vergleichbar, 
Sunft, eine Linie und eine Fläche hinfichtlich der Größe. an kann 
1: daß die Krümmung einer abwidelbaren Fläche ein unenblich Klei- 
erften Ordnung und die einer Ebene ein unendlich Kleines ber 
Drdnung iſt; d. h. die Krümmung einer Flaͤche ift eine fehr Kleine 
r erften, ober zweiten Orbnung, wenn fie nahezu mit einem Cylinder 
einer Ebene zufammenfällt. Der Ausdruck für die Krilmmung einer 
mmt das pofitive, oder negative Zeichen an, je nachdem die beiden 
nmungshalbmeffer nach vemfelben, oder nach entgegengefeßtem Sinne 
ind. Diefe Veränderung des Zeichens iſt willtührlih und geflattet 
irliche Snterpretation, wie bei der Krümmung einer Linie, wenn fich 
diefer Krümmung wirklich ändert. Allen diefer Umſtand iſt gegen 
ftellende Analogie Fein gegründeter Einwurf, ſondern vielmehr eine 


* 
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Beftätigung derſelben; denn befanntlich find die Regeln zur Interpretatic 
Zeichen auf Coorbinaten, die von einem feften Anfangspunfte aus < 
werben, und auf ihre Differenziale anwendbar; aber fie find auf FI 
welche durch Producte diefer Eoorbinaten over ihrer Differenzialelement: 
gebrüdt werben, nur vermöge willführlicher Eonventionen anwenbbar. 
Sophie Germain hat in ihren Unterfuchungen über bie elaf 
Flächen, und namentlich in einer Abhandlung *), welche das Iebte ſchrif 
rifhe Product diefer merkwurdigen Frau iſt, darzuthun gefucht, daß die ! 


mung einer Fläche bie Function a + — zum Maße Habe; allein 


1 
Gründe find nicht überzeugend und bag Map der Krümmung, weld 
vorfchlägt, iſt in der That nichts weiter, als eine rein willtührliche Deft 
während der Sat von Gauß, welder durch alle geometrifchen Analogie 
gedeutet und beflätigt wird, ein wahres Fundamentaltheorem if, n 
wichtige Folgerungen fichen fönnen, und welches feiner Eleganz und Ei 
heit wegen auch in die Elemente aufgenommen zu werben verdient. 


*) Crelle's Zournal für reine und angewandte Mathematit, Band VII, ©. 
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Erfies Kapitel. 


Integration der algebraifhen Functionen. 





$. 294. In dem erſten Buche (Kap. 3 und A) haben wir bie Principien 
ber Theorie der Duadraturen und der Integration der Functionen mit einer 
einzigen veränberlichen Größe angegeben. Die Kenntniß dieſer Grunblehren 
war und ſchon dort von Nuten, fowohl um uns einen allgemeinen Begriff 
von der Natur und den Anwendungen der Infinitefimalanalyfis zu bilden, als 
zur Erläuterung gewifler Lehren, welde man mit der Differenzialrechnung zu 
verbinden pflegt. Seht wollen wir aber in die eigentlihe Integralredhnung 
treten, und es fommt zunächft darauf an, die Verfahrungsarten näher zu erörtern, 
sermittelfi welcher man das Integral einer gegebenen Differenzialfunction finden 
fann, wenn fich dieſes Integral unter enblicher Form durch die alleinige An⸗ 
wendung algebraifcher, oder fchon befannter transcenventer Functionen analytiich 
ausdrüden läßt. 

Wenn man eine Function fxdx, um fie zu integriren, in mehrere andere 
zerlegt, deren Integrale befannt find, fo nennt man biefes Berfahren bie 
Integration durch Zerlegung. 

Beifpiel. Es ft: 


dx (sin.2x + cos.?x)dx dx dx 
sin.2x cos.?x — sin.2x Cos.?x 7 / con.?x + sin.?2x 


— tang.x — cot.x + const. 








Wenn man feht: 
x=ogt, dx gitdt, 

fo wird fxdx eine Differenzialfunction von t von der Form: 

£(gyt) + pitdt. 
Nimmt man nun an, daß man diefe letzte Function integriren fann, fo braucht 
man, um das integral der gegebenen Function zu erbalten, für t nad ber 
Smtegration nur feinen Werth in x zu feten, und dieſes Verfahren wirb bie 
Sntegration durch Subftitution genannt, 


Um 3.2. das Integral: 
y£ xdx 
x? + a? 


Cournot, Theorie der Functionen x. 20 
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zu erhalten, ſetze man: ’ 
x? Z i, folglid: xdx = dt, 


2 
fo verwandelt ſich daſſelbe in: 
z — = r log. (t + a?) + const. = log. (x? + a?) + const. 
Diefe beiden Integrationsmethoden und die ber theilweifen Integration 
($. 55) werben beftändig angewandt, und durch Uebung Ternt man fie leicht 
fo mit einander verbinden, daß man das gejuchte Refultat auf dem fürzeflen 


Wege erhält und es werben in dem Folgenden vielfache Beifpiele davon 
vorkommen. 


1. Sntegration rationaler Zunctionen. 


$. 295. ine ganze rationale algebraifche Function läßt ſich immer in 
Monome von der Form ax"dx zerlegen, und es kann folglich immer unter 
algebraifcher Form integrirt werten, weil man durch Umfchrung der Differenzia- 


tionsregeln 
x +1 
Jrrix — m+1 + const, (a) 


bat. 
Zuweilen läßt fih diefe Operation durch Subftitutionen abfürzen; denn iſt z. B. 
dy — (ax + b)"” dx, 
und feßt man: ax + bt, fo erhält man: 
4 SL im +1 _(ax+ b)arı 
127 —* dit * D coust. — —ãA—57* const. (1) 
Die Formeln (a) und (1) finden für pofitive ober negative, ganze oder 


gebrochene, und felbft für irrationale Werthe von m ftatt; aber fie werten fix 
den Wertb m = — 1 unbrauchbar, weil alsdann das Glied: 


xm +1 
m + 1 
unendlich groß wird, und in der That ift in biefem Kalle bekanntlich: 
J/ == log.x + const. (b). 
Gcht man zu den beſtimmten Integralen über, fo hat man: 
x xmn+i __ X, m+ 1 
S. maı= 29 (c) 
und wenn man im zweiten Theil diefer Gleichung m — — 1 ſetzt, fo erfcheint 


derfelbe unter der Form 9, woraus erhellet, daß der zweite Theil der Oleihung 
(a) in derfelben Vorausſetzung nicht unendlich, fondern wegen der willführlichen 
Eonftante, welche darın vorfommt, und welde als unendlich) angenommen 
werden muß, jowohl, als das veränverliche Glied, unbeftimmt if. 
Es iſt nun 

] m 1 

Alam: log. x, 
und wenn man im zweiten Theil der Gleichung (c) die gewöhnliche Regel zu 
Beftimmung der unter der unbeflimmten Form erfiheinenden Werthe anwendet 
fo erhält man: 
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* dx 
WAR _=le. x— log.x,, 


wie fich Pa der Formel (b) unmittelbar ergibt. 
8 ei: 


_ fx 4 
= Gare 

wo fx eine ganze inebaifge Zunction und m eine ganze pofitive Jahl iſt. 
Sept man wie oben ax bt, fo ift das Differenzial dy, nachdem man 
in fx fürx feinen Werth in t gefeßt und die Entwicelung nach den Potenzen 
von + verrichtet hat, eine Summe von Gliedern von der Form: 


Nt® 
m dt =Ntendt, 


wo N ein conflanter Coefficient ıft, und folglich iſt die Beflimmung des In⸗ 
en y auf die Integration einer Reihe einglicveriger Differenziale zurüd- 
8 ührt 
S. 296. Im Allgemeinen beſteht eine rationale, gebrochene algebraiſche 

Differenzialfunction aus einer Reihe von Gliedern von der Form: 

fx 

Fk dx (d), 
wo fx und Fx zwei ganze Polynome bezeichnen, und man fann immer annep- 
men, daß der Zähler fx von einem niebrigeren Grabe ald der Nenner Fx iſt; 
denn wenn dieſes nicht der Fall wäre, jo Fönnte man bie algebraifche Divifion 
wirtlich verrichten, wodurch bie gegeben⸗ dunctin ſich in: 


ſxdx +4 —- .dx 


verwandelte, wo fx eine ganze —8* und fx eine Function von einem 
niedrigeren Grade als Fx erfcheint, fo daß die Antegration der Function (d) 
af die der Function 

fx 


Fr ‚dx 





jmüdgeführt wäre. 
Diefes vorausgefeßt, wollen wir annehmen, daß die algebraifche Gleichung : 


Fx=0 (F) 
keine vielfachen Wurzeln habe, und es feien: 
a, Pre an ..., atey—1, a,+p£, 1, ꝛc. 
ihre reellen und N Wurzeln, fo kann man feten: 





k_ A A, M+N M,x+N 
nrutrınt: ut Foyer B tar +2, + 28.(2), 


wo bie Coefficienten A;, m ir N; conſtant find. Nun ift aber: 
Ad 
⸗ * — A, log. (x—a,) + const., 











D.a; Dia; --N; N; „4x 
(M;x+N)dx_ /°M;(x—o;)dx BR Bi 
Gern (x— ai)? +B;? u 


7) + 


20° 


—* log. [(x—a,)? + 2?]+ Ze S arc. tang. —) +- const | 
fo Wi; man das Integral aller Glieder, in welche die Function (d) zerlegt ii 
und folglicy das diefer Function felbft erhält. 

Man könnte die Coefficienten A;, M;, N; dur) die gewöhnlichen algebro 
fhen Regeln beflimmen, indem man in ber Gleichung (2), welche identi 
fein muß, die Nenner wegfchaffte, und nad der Entwidelung die Factort 
womit jede einzelne Potenz von x multiplicirt iſt, einzeln = 0 feßte, wobn 
man aber fo viele Gleichungen des erfien Grades zwifchen den unbelann! 
Größen erhielte, als folder unbefannten Größen  beftimmt werben foll 
be man fann die fraglichen Coefficienten durch die folgende Weife dir 
erechnen. 


Es if: 





fx A; Sx + (x—a;) 
Fx  x—ı Fx ' 
wo fx eine ganze Function von x bezeichnet, welche man durch die Reduct 
ur welche im zweiten Theile der Gleichung (2) ı 
fommen, auf denſelben Nenner, erhält. Hieraus folgt: 
Fx 
— MA ÿ). 
Wenn man in dieſer letzten Gleichung x S = ſetzt, fo verſchwindet das © 
fx.(x —o1), ber Bruch — erſcheint unter der Form 9, und fein wa 
Werth iſt die endliche und von Null verſchiedene Größe F’a;, weil a; nad) 
Boranusfegung eine einfache Wurzel der Gleichung (F) if. Dan hat alfc 
fe; 








aller Brühe, außer 


kA, 








A; = 
Ehen fo ergibt fi: 


Mx N; + Fx - 
— at 3 tr led’ +Br 








folglich: vi 
— — fa+AY—1) 
Na +tiY-VU+N=+HBV -—, ( 
(ara -YU+N=SHMV en | 


welche Gleichung wegen ber imaginären Wurzelgröße /—1 in zwei an 
zerfällt und folglich zur Beſtimmung ver beiden Eoefficienten M; und N, 
reichend iſt. 
$. 297. Wenn die Gleichung (F) r gleiche reelle Wurzeln, jede = 
bat, jo kann man nicht mehr ſetzen: 
fx | A! au AD A, 
traten tr re 
benn wegen ber Unbeflimmtheit der Eoefficienten A’, AU, ıc. wäre biefe C 
dung nicht verfchieben von 
fx A 


Fx — x—a x—a, 
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ud man hätte zur Aufftellung der Spentität nicht mehr vie hinreichende Anzahl 
von Enefficienten. Aber man fett alsdann: 
fx _ A! Au . Al AO A, 
r tatttr ra re 
woraus folgt: 
kKZATF x +AU(x—a)F,x+..+AU(x—a)-?F x 


+AGK—a)IF,x + (z—e)'fx, (4) 
wo der Rürze wegen F x das ganze Polynom: 
Fx 
(x) 


und fx die ganze Function bezeichnet, welche den Zähler der Summe ber auf 
venfelben Nenner gebrachten Brüche: 


A, A, 
+ +. 


x—u f x—a 2 








wedrück. 

Wenn man die Gleichung (4) hintereinander (r—1) mal bifferenzirt und 
mn ſowohl in biefer Gleichung, als in den daraus abgeleiteten Differenzial- 
leihungen x —a ſetzt; fo erhält man: 


fa —AUF a 
fa =AnmF at At) Fa 65 
fla— AGF, a+ 2A) Pl a + 2ADF a, 


ad vermittelft diefer Gleichungen kann man fucceflive die Eoefficienten AN, 
=D, A0=29,,,. Art, A! beftimmen. Uebrigens iſt leicht einzufehen, daß 
ch jedes Glied von der Form: 
AU) F 
aa) 
ach der Zerlegung ber gegebenen gebrochenen Function algebraifch integriren 
ißt, mit Ausnahme des Gliedes: 
Al 
x—a 
elches durch Logarithmen integrirt wird, 
Wenn die Wurzel a incommenfurabel if, fo hat das Polynom F,x ſelbſt 
ı dem Falle incommenfurabele Evefficienten, wo das Polynom Fx nur ratio- 
ale Coefficienten hätte, und es iſt folglich von Nuben, die Größen Fa, 
“a, Fa ıc., welche in den Gleichungen (5) vorkommen, berechnen zu 
innen, ohne daß man das Polynom F,x zu bilden braucht. Da aber nad 
er Vorausſetzung: 





dx, 


Fx = (x—)'F,x 
t; fo bat man: 
) x = (x—a)F x + — r(x—a)'-!F (1x 
+ et) Ra), Ort ie, 
9 die Reihe für i <r bis zu dem Gliede: 
r(r—1) (r—2) ...(r—i+ 1) (s—a) "F,x, 
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und für Werthe von i>r bis zu dem liebe: 


(1) (i -2).. . (i—r + 1) _r(r —1).. 3.2. 4 (x—a)® F, ci-)x 


1.2.3 
ie) +NP, Dr 
fortläuft. Da diefes letzte Glied das einzige iſt, welches nicht für x— a 
fhwindet, fo kommt: 
Fo a (r—2)...3.2.1.F,a 
FrDda= (r+1)r(r—1)...4.3.2.F’,a 
F+9a= (r+2) (r+1)r...5.4.3.F" a:c.; 
und man kann folglich die Größen F,a, F’,a, F" a ıc. aus den Gleichu 
(5) fortſchaffen. 
$. 298. Wenn die Gleichung (IF) vielfache imaginäre Wurzeln und 


den Factor: 
[@—.)? + 8°] 
hätte, fo könnte man feßen: 


fx _ Mx + N M“x + N“ 
Fx —(x— 0)? + ß? + [(x<—e)? + Ay: + 
Mi)x + Nr) 


Tr [x—a)? + ZI tr: — ** 

und man erhielte für bie Gleichung (4) folgende: 

fk—=(MOx +NO)F x + (Mr D)[(x—a)2 + PB? ]|F,x+... 

+(M'x + N) [&—a)? + 82]! F,x+[@—a)? + BT fx. 

Wenn man von dieſer Ießten Gleichung die fucceffiven Ableitungen bi 
und dann x VXI feht, fo erhält man die zur Beftimmung 
Evefficienten MO, N® erforderliche Anzahl von Gleichungen. 

Wir wollen annehmen, daß diefe Rechnung verrichtet fei, fo Fommt 
darauf an, eine Reihe von Gliedern von der Form: 


(MOx + NÜdx 
[&=a)? +R37 
für größere Werthe von i als die Einheit zu integriven. Nun hat man abı 
(MOx + NW) dx _ MO (x—a)dx_ 
|x—e)? + A? —Y/ [(x-—a)? + P? | 
MO «x + NG) dx 


% 


Se 


_ M® Mia MOc+ XG) 
UNE tr te /# + 
wo ber Einfachheit wegen — — i geſettt wird. 
Hierauf aber erhält man 


J- do En t2 dt & 
ern Vera Yern 
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id wenn man außerdem auf die Function: 
t2dt t Ude 
+1) 7 2° +1) 
is Verfahren der theilweiſen Integration anwendet; fo ergibt fich: 


ed ed 1 1 dt 
— 5=73 Vomero= + mn JeH0= 
Durch Subftitution dieſes Werthes in die Gleichung (6) erhält man: 
’ dt t UÜ—3 dt 
JeHY = ern Fr Verne 
ber wenn man dafjelbe Verfahren anwendet; fo wird das Integral: 


dt dt 
JS; er von dem Integrale * (de +1) ! 


nd endlich von dem Integrale: 
dt 
art 
bhängig gemacht, und man braucht alsdann nur noch für t feinen als Function 
on x audgedrüdten Werth wieder an die Stelle zu feßen. 

Aus der vorhergehenden Analyſe erhellt, daß die Integration jeder ratio⸗ 
ſalen und gebrochenen Differenzialfunction auf die Auflöfung algebraifcher 
Gleichungen hinausläuft und daß das Integral einer folhen Function ſich immer 
durch rationale algebraifche, durch logarithmiſche und durch Sreisfunctionen 
ansdrücfen läßt. 


$. 299. Wenn die Differenzialfunction eine trrationale algebraiſche iſt, 
jo muß ihr Integral, wenn es unter algebraifcher Form eriftirt, alle irrebuc- 
tibeln Wurzelgrößen enthalten, welche ın der Differenzialfunction felbft vor- 
Immen; aber es fann feine andern enthalten, d. h. die Fläche einer algebrai- 
ſhen Curve muß, als Function ihrer Abſeiſſe ausgedrückt, genau eben fo viele 
teelle oder imaginäre Werthe haben, als die Ordinate haben fann, ober als 
ve Curve reelle oder imaginäre Zweige hat. 


Zwei geſchickte Geometer der gegenwärtigen Zeit, Abel und Tioupille, 
haben Methoden angegeben, vermittelft welcher fich erfennen läßt, ob eine 
mationale Differenzialfumetion ein algebraifches oder Iogarithmifches Integral 
ht, und biefes Integral direct zu finden, wenn es möglich ift; allein wir 
iinnen bier auf fo allgemeine Unterfuchungen, welche mehr für die Vervoll⸗ 
bmmnung ber Theorie von Intereffe, als für bie Anwendungen von Rutzen 
ſud, nicht eingehen, 

Da die irrationalen Functionen mit einer quabratifchen Wurzelgröße bei 
ven Aufgaben der Geometrie und Mechanik am meiften vorkommen ; wollen 
M * mit der Integration der Functionen dieſer Claſſe nun ſpecieller be- 
ſhaͤftigen. 


=arc.tang. t + const, 


Il. Integration der irrationalen Functionen mit einer Quabratwurzel aus einem 
Ausdrude des erften und zweiten Grades. 


6. 300. Wenn in der zu integrirenden Function die veränderliche Größe x 
in rationalen Gliedern und in der Wurzelgröße: 


=/Ya+lix 
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vorkommt, fo dag, wenn biefe Function auf die Form: 

f(x, R) dx 
gebracht wird, f eine algebraifche rationale Function von x und R 
braucht man nur: 


\ a-+-bı it, 
folglich : 


zu feßen, um die gegebene Function auf die Form Fidt zurücdzufüh: 
Ft eine rationale Function von 4 bezeichnet. 

Wir wollen annehmen, daß fih das Duadratwurzelzeichen auf ei 
nom des zweiten Grades erfiredt, oder daß 


R= V a bx cx⸗ 
ſei; fo kann man der Allgemeinheit unbefchadet c—1 ſetzen, oder, 
daſſelbe hinausläuft, x in —— verwandeln , indem aber bie beiden 


c 
Conſtanten a, b völlig unbeſtimmt bleiben. 
Es fei zuerft: 


R=/s+bx+x: 
fo fee man: 
Yıt+bkıktı=t-x, 
folglich : 
„_ro _ a+bt+t „_Xatbitt), 
2+b’ — t+b ’ 7 (3 + b)? 


und alsdann wird durch die Subftitution dieſer Werthe die Function ( 
nal gemacht. 

Wenn es darauf anfommt, eine Wurzelgröße von der Form: 

R=fa+tbı— x, 
fortzufchaffen, fo feien @, 4 die Wurzeln der Gleichung: 
x2 —_bx— a=(, 

welde wir als reell vorausſetzen wollen, weil fonft die Wurzelgröße E 
imaginär bleiben würde, fo daß alle Elemente des Sntegrales, und 
das Integral ſelbſt, imaginär wären. 

Alsdann ſetze man: 

Yaıtbıs- uno / (ko) —x)=(x—a)t, 

folglich: 

(o — P)t F _ Ma— p)t J 
er tern 
fo wird durch die Subftitution biefer Werthe bie Irrationalgröße, wie 
hergehenden Kalle, fortgefchafft. 

Die Function läßt fi) auch rational machen, wenn in berfelben 
zwei Wurzelgrößen: — _ 
R=yatix, R=Yf2,+bx 
vorkommen, denn vermöge der Gleichungen (7) und (8) hat man: 
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af Verdi 


wodurch man auf den vorhin betrachteten Fall zurückommt. 
Beiſpiele: 1) Es ſei: 


dy= 


dx 
Satbx +ex 
ſo iſt: 

1 b — — 
get‘ c+Y ae const. (9) 
dx 


dy —— 
Yarbx— cx? 











2 arc. tang. yY ——— (10) 


— 


° 2x —b+ yb2+ dac 





dx 


dy — 
— 
gibt die Formel (9): 
y=lg.(x FyY 1i+x?)+ const., 
was mit ber einen ber Gleichungen im $. 68 übereinftimmt. 
Zür 
dx 


dy = — ⸗ 
y ia’ 


sht die Formel (10): 


y=—-arc. tang. yız + const. 
1i+x 











= — 2arc.tang. Y + const. (11) 
Aer befanntlich ifk der Werth von y in viefem Falle auch: 
y=arc.sin.x-- const. (12) 


Die Ausdrücke (11) und (12) müffen alfo übereinftimmen, und in ver That 
geben die Bleichungen (11) und (12), wenn man 


arc. sin. & , obder sin. ꝙ 


ſegt, die Ausdrücke: 


v= -5+ g+cont, y=9-+ const, 
—* „wegen der daxin vorkommenden unbeflimmten Eonflanten gleichbeven- 
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II. Integration der irrationalen FZunctionen mit einer Quadratwurzel aus einem 
Polynome des vierten Grades. 


$. 301. Wir wollen nun den wichtigen Fall näher unterfuchen, wo bie 
in der Function f vortommende Wurzelgröße von der Form: 
R=Ya+bx+ ex? + dx! + ext (N 
ift, und zunächft bemerken, dag man darauf auch den Fall zurückführen fann, 
wenn die Function f zwei Wurzelgrößen, wie: 

Vatpßxıt+ye, Va,+ßx+yx | 
enthält; denn nach dem weiter oben Gefagten wird die erfle biefer beiten 
Wurzelgrößen fortgefchafft, wenn man h 

_t12—a ’ 
“TarR | 

feßt, und wenn man biefen Werth von x in die zweite TBurzelgröße fuhftitunt, 
fo verwandelt firh diefe in eine Wurzelgröße von der Form (f). | 
Zweitens wollen wir bemerken, daß jedes Integral von der Form: | 
St(z, R)dx, | 
wo f eine algebraifhe Function von x und R bezeichnet, von einem andern 


Integrale von der Form: 
yo 
R 


wo F eine rationale Function ift, abhängig gemacht werben kann. Denn f(x, R) 
fann nur die Form: 
Y+Ry 


DO+RF! | 
haben, wo 9, %, ®, F rationale Functionen von x bezeichnen. Wenn man 
aber den Zähler und Nenner diefes Bruches mit O — RF multiplicirt, ſo 
nimmt derfelbe bie Form: 


1 





gB—RıyP (GP YOR: 1 
02 — R: pp: 7 od: _—_R?:PR R 
oder: 
Fx 
xX— 


an, wo f, F zwei rationale Functionen von x bezeichnen. 


$. 302. Um den Ausdrud der Wurzelgröße R zu vereinfachen, ohne ber 
Allgemeinheit des uns befchäftigenden Integrationsproblemes Eintrag zu thun, 
wollen wir mit t eine neue veränderliche Größe bezeichnen, und 


feßenz fo können wir die Eoefficienten r und s immer fo annehmen, daß die 
Coefficienten der ungraden Potenzen von t in dem Polynome R? verfchwinden 
und es kommt darauf an, zu beweifen, daß man diefe doppelte Bedingung 
immer burch reelle Werthe von r und s erfüllen kann. 

Wir wollen daher das Polynom R? auf folgende Form bringen: 


e(k -— a) (x — P)(x— Y)(x— 9), 
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o a, A, y, die Wurzeln der Gleihung R? = 0 find. Wenn man für x 
nen Werth, in t ausgedrüdt, ſubſtituirt, jo erhält man: 
— — Lett] dt] L—yre—NUL—5Fe— HN] 
— —D— 
md Die ungeraden Potenzen von t werben fortgeſchafft, wenn man: 
(r—a) (8) + (r—8) (a) —0 
(r—7)(e-5) + (r8) «—Y)=0, 


Ir (+8) (c+s) + 208= 0 
2rs— (y+Öö)(r+s) + 2yö=0 


_ __?(af — y6) 
HI -gr+s' 
„BG +)— PM la+2) 
— - 0-0) 

Nun find aber nach der Theorie der Gleichungen des zweiten Grades bie 
Größen r und s reell, wenn bie Werthe von 745 und rs felbft reell find, 
md wenn außerdem: 

(r +8)? — Ars>0, 


der, wenn man fubftituirt, wenn: 
| («—7) (a—6) (d—y) (B—0) 
lat B—G+) 9 


| Wenn bie vier Wurzeln @, B, y, öreell find, fo darf man annehmen, daß 
| fe nach der Reihenfolge ihrer Größe durch dieſe Buchſtaben ausgedrückt werben. 
' Die dritte Bedingung wird alddann erfüllt, und bie beiden andern werben un- 
ebhaͤngig von jeder VBorausfegung erfüllt. 

Wenn zwei Wurzeln imaginär find, fo daß man hat: 


e=u+vYy —1, Bzu—vY—1, 


fo bleiben die Werthe von r + s und rs noch reell, die Ungleichheit (13) ver- 
wandelt fich in: 


oder vielmehr: 


feat, woraus folgt: 


M—y? +rlla— dr Hr], 
[2u — (y +9) il 
md wird folglich erfüllt. Eben fo Leicht ließe ſich darthun, daß noch daſſelbe 
Rattfindet, wenn die vier Wurzeln imagindx find, 
Wenn mn a+B=y+ d feste, fo würden zwar die Werthe von r 4 s 
ad ra unendlich; aber man hätte zu gleicher Zeit auch: 
Ä R? =e[x? — (a +B)x + oßl[x® — (a + PB)x+Yö], 
: daß man blos: 
| a+B 


=t+777 


wfeen brauchte, um in R bie ungeraden Potenzen von t verſchwinden zu laſſen. 

Eine andere Ausnahme würde ſich barbieten, wenn a=y und B=Ö 
wire; denn alsdann nähmen die Werthe von rs und rs die Form 2 an; 
aber in diefem Falle würde das Polynom R2 offenbar ein vollſtaͤndiges Qua⸗ 
trat, und bie zu integrirende Aunction wäre rational, 
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$. 303. Wir wollen alfo annehmen, daß das Jutegral: 


I m (£) 


immer von einem andern Integrale: 





F_tdt 
R, 
abhängig gemadt iſt, wo R,? ein Polynom des vierten Grades von t iſ, 
worin bie ungeraden Potenzen der veränderlichen Größe nicht vorkommen, oder, 
was auf daſſelbe Hinausläuft, wir wollen annehmen, daß die in dem \utegrale: 
(g) vorkommende Wurzelgröße R Feine ungeraben Potenzen von x enthält, 
Man kann fogar annehmen, daß die rationale Function Fix ebenfalls eng 
paare ift, d. 5. Feine ungeraden Potenzen der veränderlichen Größe enthäl; 
denn wenn fie eine impaare wäre, fo wäre ihre allgemeinfte Form: 
«Id + xw 
O+x2' 
wo 9, w,©, 2 paare Functionen von x begeichnen. Man erhielte 
durch eine ähnlihe Transformation wie die im 6. 301: 


JE _ 99 — wA2\ dx SI w9—08Q „is 
R — (a: A (8: R' 
Nun enthält aber in dem erſten mtegrale des zweiten Theiles wel 

d 
Gleichung die mit * multiplicirte Function nur gerade Potenzen von x, und. 
wenn man in bem zweiten Integrale x? —=t ſetzt; fo verwandelt fih die Zune 


tion unter dem Zeichen / in eine Function von der Form: 
Ftdt 


Ya, +tb,t+e,t 
und fann nad Abfchnitt II. rational gemacht werben. 


$. 304. Wir behaupten ferner, daß man, ohne die Allgemeinheit der in 
Rede flehenden Aufgabe, welche in der Beftimmung des Integrale (g) beſteht, 
zu beichränfen, annehmen darf, daß das Polymon R2 von der Form: 

R?—(1+p?x?)(1+g?x?) (R) 

—* die Glieder p’x?, q’x? daſſelbe poſitive ober negative Zeichen haben 
müffen. 

Denn da R? feine ungeraben Potenzen von x enthält und ein Polynom 
des vierten Grades immer in reelle Factoren des zweiten Grades werben Tann, 
fo darf man feben: 
















R? = (m-+ ox?)(m’-+-n’x?), 


wo m, n, m’, n’ reelle Größen bezeichnen. Wenn man alfo: 


— xR — ın + nx? 
 mlwtne) mV ara 
fegt, fo iſt die veränderlihe Größe t mit x zugleich reell. Aus dieſen Glei⸗ 
Hungen folgt: 
— n'm?t? —m+m Yı + 2(2m!n — mu!) t? + m?n!2t? 


2n 


x? 
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dx xdx mdt 
R — mt(m’+ n'x?) — m + 20x2 —_ nim2t2 
dt 
Yı1r2 (2m/n— mn’) t2 + m?n!2t* 
n wir nun: 


p? +q?=+2(2m’n — mn‘), p?q?=m?n’?, 
mmt: 
p = +(2m’a— mn‘) +2 / min (m'a — mn‘) 
q?=+ (2m'n — mn!) — 2 / m'n (m/n — mn‘) ’ 
us nad einer bekannten algebraifchen Formel folgt: 


p=YyFtwn + /t(mu—ım‘) 

a= tm — (Amon) 
ı Tann das Zeichen fo wählen, daß die Wurzelgröße: F + m’n reell wird, 
wenn man, wie es erlaubt ıft, annimmt, daß 


mi/\2 m\2 
=) > (2) 
fo wird die zweite in ben Werthen von p und q vorkommende Wurzelgröße 
falls reell. | 
Man erhält alfo: 
, amt? -mtmy (itp)litgr) 
.— 2n 
dx dt 


— —. 
RT A+p)eitg?t) 
ın man biefe Werthe in die Kunction: 

F (x?)dx 

R 

ituirt, fo wird fie auf die Form: 

F, (12) dt 

YA+tpe)cdi+tgr) 

acht, ober, was baffelbe ift, man kann annehmen, daß die Wurzelgröße 
er Function Ch) die durch bie Gleichung CR) angegebene Form hat. 


$. 305. Die Junction F fann ganz oder gebrochen fein, und wir wollen 
rderſt annehmen, daß fie ganz ift, fo daß es darauf anfommt, eine Summe 
Integralen von der Form: 


aufn c6(9) 


rhalten. Setzt man der Kürze wegen: 
Rꝛ = (1+px?). (+? x )=1+rx? text: 
at man identifch: 
d+«Rx?i-3 (e + 2sx2) x?i? 


a” >= (2i—3) Ra2i-t + 


(h) 
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= — — R?x2i-t 2 (r + 2sx?)x? | 


= n [ei-3) x2i 1 L (2i -2) rx2.24 (2i—1) wi | 
und folglich: 


2i-1g - | 
Rx?i-3 + const. = if - R — + Q2i—2) SI = 


, +(2i-2)» YA — 


Das Integral Ci) iſt folglich von zwei andern Integralen von derſelben 
m: 


VE: i—2jx —J dx 
R R 


abhängig gemacht, und da man auf dieſelbe Weife weiter fortfahren kann, fo 
folgt, daß die Beſtimmung des Integrales Ci) für jeden Werth von i zufeht 
von der der beiden Integrale: 











Fo 








N ee (A) 
YAzPxr)(i+gr) 
Y AtpPx)Ci+tg?x?) 


abhängt. 

Wenn bie Function F (x?) eine gebrochene ift, fo führt man fie bar 
Divifion zum Theil auf eine ganze zuruͤck, und wenn ber Reſt ber Divifios 
alsdann in Partialbrüche zerlegt wird (1.), fo hat man blos eine Reihe vom 


Integralen von ber Form: 
dx 
ul + a)'R G) 
zu beflimmen. 
Nun bat man aber iventifch: 
Rx 
(+) 


Fe 
_ (1+ 2rx?2 + 3x) (X? +a)— 2G—1)(i+rX? +oxt)x? 
mm — — mn 
und außerdem kann man feßen: 
(1+ 2rx?2 + 3sx!) (x? +a)—2(i—1)(1 + 1x? + sxt) x2 
— — 27° — — 
— g h k l 
wo g, h, k, 1 Coefficienten find, welche man leicht beflimmt, wenn man bie 
beiden Theile der vorhergehenden Gleihung identificirt, und welde folgende 
Werthe haben: 
e=— (21-5), h=— (2i—4)(r—3as), 
k= — (23i—3) (32? — 2ar+1), 1=(2i—2) (a’r—adr +a), 


- m, 


* conei. = V— Joh t —E — 






















—2 
dx 

— * @&? + aJ-IR * —— +a)iR ' 

En Bermöge diefer legten Fornel und durch eine fucceflive Wiederholung eine 
R ähligen Rechnung, wie die eben für das integral (i) angegebene, wird bi 

re veſtimmung des Integrales (j) auf die der beiden Integrale (4), (B) um 

— eines dritten Integrales: 

-.» dx 

se N a Fre (©) 

+2) / dtp) Ci+rg2r?) 


wridgeführt; folglich läßt ſich endlich die Integration jeder Function, welch 
einem rationalen Theile von x und aus einer Duabratwurzel aus einer 
me des vierten Grades von x zufammengefeßt ift, auf die Beftimmun, 
drei Integrale (A), (B), CC) zurüdführen. 
Weiter unten werden wir ſehen, welche weitern Transformationen di 
Analyſten mit dieſen letzten Functionen vorgenommen haben, welche Haupteigen 
ſhaften fie beſitzen und wie man hat Tafeln ihrer numeriſchen Werthe berech 
sen können, welche fie annehmen, wenn bie Integrationsgrenzen numerifc 
beſtimmt werben, 


IV. Sntegration irrationaler Binomialfunctionen. 


$. 306. Unter irrationalen Binomialfunctionen verftehen wir Functione 
der Form: 
pP 
R=x"-!(a-+bx")e (R,) 
wo p, q ganze und m, n beliebige Zahlen bezeichnen. Wenn m und n ratio 
ale Baht nd, fo fann man be, wie man fich leicht überzeugt, als ganz 
en betrachten, ohne die Allgemeinheit des Ausdruckes zu beichränfen. Di 


etionen von der Form Rdx werben gewöhnlich ganz unſchicklich binomiſch 
Differenziale genannt. 


Menn man 
at+br=t1 
ſegt, fo erhält man: 


1—a\! gti! ı—a\! _ 
u F = ) di, 


gerri Al—a\n_; 
Ra = IT (- D ) di, 


" und bie Differenzialfunction Rdx wird alfo durch diefe Transformation rationa 
ın * [4 
gemacht, wenn — eine ganze Zahl if, 
Die Sleihung (R,) läßt firh folgendermaßen fchreiben: 
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ma _ 12 
R=x""ı (ax-"+b), 
und folglich wird nad dem eben Gefagten die Differenzialfunction Rdx auc 
rational gemacht, wenn ſich das Verhaͤltniß: 
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_.n 

a2 ”n + q | 
auf eine ganze Zahl rebucirt; aber außer ven beiden eben angegebenen Fils 
fann die Differenzialfunction Rdx im Allgemeinen nicht von ihrer Jrrationaktät 
- befreit werben. 
Wenn man x? —t fest, fo fommt: 
221 LA 
Rdx = " (a+ bt)" dt, 


und folglich ift die Beflimmung des Integrales FRdx auf die des Integrales: 
fx""!(a + bx)"dx (k) 
ückgeführt, wo die Conftanten v beliebige ganze oder gebrochene mb 
It ircationafe Werthe haben fönnen. Wir wollen aber nun zeigen, daß we 
Beftimmung des Integrales (k) immer auf die eines andern Integrales, wori 
bie Werthe der Eonftanten u und v zwifchen Rull und der Einheit liegen, zurüd- 
geführt werben kann. 


$. 307. Denn durch theilweife Integration erhält man: 
al (a pxy’t! 
JS zei +bx)’d«= a 
_ si u—?2 ri 
»+1)b x (a+bx)’ dx, 
und außerdem ıft: 
fs" lat br)" Tlaxma Sala +br)"dc tb Salat be)rdr. 
Die Verbindung diefer beiden Gleichungen gibt: 


N 
STH Er at 


— alu) fx” (a+bx)" dr], (1) 
und wenn folglich die Conftante 1. pofitiv ift, fo wird die Beſtimmung vet 
Integrales (k) auf die des Integrales: 


fx" "°(atbx)”dx, (k,) 
worin der Erponent von x außerhalb der Parenthefe um eine Einheit vermin 
dert ift, während der Erponent der Parenthefe ſelbſt ungeändert bleibt, zurüd: 
geführt. Wenn dagegen die Conftante u negativ ift, fo wird die Beftimmung 
des Integrales (k,) auf die des Integrales (k), worin der Zahlenwerth des 
Erponenten von x außerhalb der Parenthefe um eine Einheit vermindert if, 
zurückgeführt. Die eine ober die andere Operation fann fo viele Male wieder 
holen, als erforberlich iſt, um die Beflimmung des Integraled (k) von der 
eines andern Integrales von berfelben Form, worin der Werth der Conftante 
u zwifchen O und 1 Liegt, abhängig zu machen. 

Par ähnliche Reduction iſt auf den Erponenten v» anwendbar. Denn 
man bat: 


Se! (a+bx)’dx=a Sem! (a+bx) r—1gx +b fx!" (a+bx)”lux , 
und die Formel (1) gibt, wenn man darin zu in u + 1, und » in» — 1 verwandelt: 
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a tl, _ x (a+bx)’ — aufs" I(a+ 0x)” !dx 
fx’ (a+tbx) da 7 
id aus der Verbindung dieſer beiden Teßteg, Gleichungen ergibt fi: 


par! Ca Ebxjrar = abe)" War fat” a4 ba)! dr 
utv 
Endlich Fönnte man eben fo die Erponenten wu, v in dem Integrale: 


Sg + hx)® (a-Hbx)dx 


zuciren. 


Bweites Kapitel. 
Jutegration transcendenter Functionen. 





S. 308. Wenn unter endlicher Form das Integral: 
Sftdt = Ft + const. 
fo Hat man, vermöge bes Principe im 6. 294, auch: 


Sfllog. x) = = F(log.x) + const., 


Sl) +eXdx=—=F(ler) + const., 
SfCsin. x) +cos.xdx= F(sin. x) + const., 
Sf(cos.x) + sin. ** = — F(cos. x) + const., 


S fCtang. Sen = —Fltang.x) + eonst., 


dx 


vi_a 





S f(arc.sin.x) + 
es iſt 3.2. 


—F(arc.sin.x) + const., 





cos. xdx 
1 + sin.?x 
Wenn bie Junction F nicht unter enbliher Form erhalten werben Tann, 
laßt fich die Beflimmung ber vorhergehenden Integrale in dem Falle, wo 
e Function f eine algebraifche ift, wenigflens auf die Integration der alge- 
siichen Function ftdt zurädführen, 


Wenn f wieder eine algebraifche Function bezeichnet, fo Tann man bie 
actionen: 


= arc. (tang. = sin.x) + const. 


f(e") +dx, f(sin.mx, cos. mx) +dx 
algebraifhe verwandeln, wenn man für bie erfle e="—t, und für bie 
'eite sin. mx —t, oder cos.mx=t feht, und durch dieſe Subſtitution er⸗ 
It man: 
Eournot, Theorie der Functionen ıc. 21 
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* = J: on = log. (m) (=) + const., 


dx dt — 
1+sin.x = (ET ger Ir room, 
1— sın.x 
— ve conet. 


dx dt 
— *77 =— Saar ad)vyı_r 


2 1+a 1— cos.x 
12: +arc. tang. er 0 1 cos.x —- const. 


Auch die Function: 

f (sin. mx, cos. mx; sin. imx, cos. imx; sin. iſ mx, cos. iimx;...)dx, 
wo f eine algebraifche Function und i,i,... e Zahlen bezeichnen, würde 
man algebraifch ausdrücken Fünnen, weil km biefem Falle sin. imx und 
cos. imx, ... vermittelft der ganzen Potenzen von sin. mx, cos.mx in eintt 
endlichen Anzahl von Gliedern ausdrüden laffen ($. 77). 

Eine rationale ganze Function des Sinus und Eofinus Tann immer inte= 
grirt werben, nachdem man durch die befanwten Zormeln (6. TB) mie Potenzem 
des Sinus und Eofinus in Sinuffe und Eofinuffe vielfacher Bogen, und die 
Producte der Sinuffe und Eofinuffe verfchievener Bogen in einfache Sinufe 
und Cofinuffe verwandelt hat. Es iſt z. B. 


Sesin. (mx + n) oos. (px-+ p) dx = 5 Jen [(a-+-p)x4n4-g]dx 


+7 sin. ((m—p)x+n— g]Jdx 











___cos.[(m+p)xt+o+g] cos. f(m—p)ztn—4] e 
2m) up mem 
6. 309. Die Beſtimmung des Integrales: 
Ssin." x cos."xdx (u, ») 


hängt von der Integration einer irrationalen Binomialfunction ab; deun wenn 
man sin. x — t feßt, fo verwandelt fich diefes Integral in: 


1 u—i — 1 
— a)’. 
Man Eönnte alfo zur Reduction ver Erponenten u und » bie Formeln im 
$. 207 anwenden; allein es wird beffer fein, dieſe Redaction an der Furncticn 
(4, ») unter ihrer arfpränglichen Form vorzunehuen. 
Wenn der Exponent u pofitiv ift, fo werd berfeibe, ohne daß » vergebpent 


wird, vermöge der Gleichungen: 


fsin."*x cos.’ xdx — fein.“ TV cos.”x » sin. xdx 





sin. M—!x cos."t4x 4 u—1 
„+1 v+1 


Ssin."—"xcos."T?xdx —=fsin.# x cos. "xdx— Ssin.*xcos.” xdx, 








PR? 2 
— sin. ""xcos."T’xdx, 


— 
LU; 
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vermindert, woran alsbann folgt: 
sin. #—1xcos.*t!x —1 
u? ul 
Wenn der Erponent v pofitio ift, fo vermindert man benfelben, ohne zu 


vergrößern, wenn man die folgende Formel anwendet, welche man durch eine 
ihnliche Rechnung erhält: 


- ati y — 
ſoin. x cos.’ xdx — * — Pe J int zcon”"?xdz (v) 
Aus ber Gleihung (u) folgt: | 


sin. 1x e0s”t 


#1 


und wenn man u in — u + 2 verwandelt: 


cos,’ x cos.’t!x u—r—2 cos.r x 
dx = — — — — —* —— dx 
/ sio.x (u—1)sin.# 1x * u—1 sin.‘ "x w 


Ebenfo würbe fih aus der Gleichung (u) ergeben: 


sin."xcos.’ xdx —— sin." xcos."xdx (u) 





fin? cos.’xdx 




















[ sin." x ’ sin. "t1x v—u—2 LP sin"x (vi) 
me—— - 
’ eos.'x (v—1)cos. _i, v—i eos.” "x 


Diefe beiden letzten Kormeln dienen zur Rebuction der Zahlenwerthe der 
Gponenten u, v in dem Integrale (u, »), wenn dieſe Exrponenten negativ find. 
Bermittelfi der vier Rebuctionsformeln (u), (u), (u), (vu) kann man 
bie Beflimmung des Integrales (u, ») immer auf die von Jutegralen von 
berfelben Form, worin die Exponenten u, » zwifchen den Grenzen — 1 und 
+1 liegen, zurädführen, und wenn bie urfprünglichen Erpomenten u, » gan 
Zahlen find, fann das Integral (u, v) auf eins ver neun folgenven zurüd- 
geführt werben : 
Sdx=x-4C, fsin.xdix = — cos. x4-C, S[coa.xdx—sin.x-C, 


Jsin.x cos. dr sin.?x—- ,/Zz x dx = — log. cos. x4+- c, 





2 cos. x 
COS. X dx 
SE x dx = log. sin.x--6, N Bas =log.tang.x-C, 


dx x dx %, x 
⸗ sin.x — log. tang. a r6 VA lern ( ) re. 


$. 310. Statt die Beflimmung bes Integrales einer teanscendenten 
Differenzialfunction von ber des Integrales einer algebraifchen Function ab⸗ 
Kingig zu maden, kann man auch umgefehrt verfahren, und auf diefe Weile 
dr gewiffe transcendente Functionen mit algebraifchen Differenzialen Ausdrücke 
von einer einfacheren Form oder einer Teichtern Unferfuchung erhalten. Diefes 
R befonders bei den Integralen (A), (B), (C) im 6. 305 anwendbar; denn 
$ fei p2 der größte von den beiden in der Wurzelgröße: 


R=V(Grpz2)(i+gr), 
orfommenben Eoefficienten pꝛ, q?, und man feße: 




















px =tang.Q, ze‘, 


21° 
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fo find die drei vorhin erwähnten Integrale in der folgenden allgemeinen For 


mel enthalten: 
A—-Bsin.? ꝙ dp 
J (0:3) ————— ) 


Wenn dagegen die Wurzelgröße die Form hat: 
R=ZYAU—-pe)d—ge), 


1 1, WU 
fo wird fie für Werthe von x2, welche zwiſchen — und — liegen, imaginar 
fo daß die drei Integrale, worin dieſe Wurzelgroße vorkommt, ſelbſt imagina 
. find, wenigftens wofern nicht für alle zwiſchen den Integrationsgrenzen liegen 
den Werthe von x befländig px? <1 if. Man darf alſo alsdann feßen: 


px=sing, —=c:, 


fo daß der Ausdruck (1) wieder ber allgemeine Ausdruck der integral 
(A), (B), (CC) it, indem c2 immer eine zwifchen Null und ber Einhei 
liegende Conſtante iſt. 
Aber da dieſe Formel (1) gleichbedeutend iſt mit: 
d — r — 
aM IS ———H+B NV Te rdp 


1 — c2sin.? ꝙ 








dp 
C — — — — 

+ fa +asin?2 9) VI c2sin2g 
wo At, B',C!,a neue Coefficienten find, welche fih ans A,B,C,D leich 
dur Reduction auf denfelben Nenner und durch Vergleichung der Glieder 
mit venfelben Potenzen von sin. ꝙ ableiten ließen. Die Berechnung der drei 
Integrale (A), CB), CC), ift folglich auf die drei folgenden Integrale, weldı 
man mit Recht als einfache betrachtet, zurückgeführt: 








dp 
v1 — c? sin.2 ꝙ ' q) 
Mi — eꝛ ain. dꝙ, (II) 
Va wm 
(1-2 sin.2 9) V'i-—e2sin.2g 


$. 311. Bon den Integralen, welche fih auf die Formen (I), (IT 
zurüdführen laſſen, wollen wir die folgenden anführen, welche bei verfchiedene 
wichtigen Anwendungen häufig vorkommen : 
JS dr) cos. ud) 
VI-Rroadte! SVI-Reroondte 


Wenn man die veränderlide Größe vertaufcht, indem man: 
ein. (¶ Y) = csin.p, 








fett, fo erhält man: 
a [Er eo p—con. (pH Y)Jap __(e*00»9—V 1—e2 sin.2 p)dp 
ICE CP Ger 


cos.) — sin. ꝙ sin. (9-H-%) 4- cos. cos. (9--%) 
= csin? co. YyY’I _ci sin. p, 
Vi—-2o: cos. Ye? cr. — vie sin.: 9 
d folglich: 


Ve m _ dp 
vi cos. I? — Vi-esn29 
cos. Wil ain.? ꝙ d 

—— — 2 Meco. gdy 











V — 7 m. VITæꝛ sin.?2 ꝙ 











—V I — — 
Voss Tu "Ivo sin.? Y+dp--sin.p. 


$. 312. Es fei feine algebraiihe und ꝙ eine transcenbente Function 
m x, deren Ableitung ’ aber eine algebraiiche Function if, und wir wollen 


vr Jfix=f,, Sf, y'-dx=f,, Sy i. 
‚ ergibt fih durch theilweife Integration: 
Sf im fg —nffy pt +dx 
Sy pi d—f,gt!— (a —1)ff,py+gri+dx, 6, 

wraus folgt: 

IE Te 

tu(ao—1)...302 le far 

ww der Erponent m eine ganze pofitive Zahl if. In biefer Borausfegung, 


ud wenn alle die Integrale f,, fzr +++ farı unter enbliher Form erhalten 
werden können, läßt fi * alſo auch das Integral: 


Sfy+ dx (f,) 
ner enblicher Form erhalten. 
Wir wollen nun annehmen, daß n eine ganze negative Zahl fei, oder 
a8 dafielbe iſt, wir wollen das Integral 


Jz-«: (1,5) 


erachten, indem wir n wie eine ganze pofitive Zahl behandeln und ver 
lürge wegen: 


——o ——=O . 
, a1 317 
9 


op 


Wen, fo erhalten wir: 


— wdp ”, 1 ao, 
* ‚—d :/ gi — +5 — dx, 
w;zdp 
* e— dx gt = + / _;® dx, ı. 
® folglich: | 


Ve a TE Det «| 


1 dr, 


+01) 6=29)...3+2°1 9 





— 
Die Beſtimmung bes Integrales (5 =) iſt alfo auf die der transcen. 


denten Größe: 
[= 7 dx 
zurückgeführt. Wenn der Exponent n feine ganze Zahl wäre, fo würden die 
Integrale (f, 9), (vr —) durch die eben angegebene Rechnung in mreir 
liche Reihen entwickelt. | 
5. 313. Wir wollen z. B. 

f=zı!", p=log.x 

jeden, fo geben bie vorhergehenden Formeln: 


Ss (log. x) dx= — = [die. x? —— — (leg. xy! 
A) — „el: . 3. 2» 9 


a -F- const. 


- _— 

zei ix a 
(og —— * RN (log.x)r—-! ton (na—2) (log. x are 
a? ai xt—-1dr 
Ten + (n—1)(n--2)..3°2+1 log.x 
Seht man xy, ſo wird das Integral: | 

x-idx dy 

⸗ lag. x af 


zurüdgeführt, und vermöge der Relation z — log. x hat man au: 


in F F Adx etd æ 
J: (log. x) = f: e:dz, (log.x" 2 wet 
Die beiden vorhin erhaltenen Formeln geben alfo ohne alle weitere a 











und durch eine bloße Vertauſchung der Buchſtaben z und x: 





a | 
„el. 2: 2° S22°2 |Heonst () 
e”dx , 
. ef amt 
„tr Tu mErrTe + (n—1) (n—2)....3+2+1 — — 


Da die Integrale: 
Vos. x)YVdx, Sxtowdx, 
immer unter endlicher Form erhalten werden koͤnnen, wenn n eine pofilio 
Zahl iſt, ſo iſt klar, daß man auch die Integrale: 
Six + E(log. x)Ydx, Sex + e"dx 
unter endlicher Form wird angeben Fönnen, wenn fx eine rationale gany 
algebraifche Function bezeichnet, 


4 


—— 


$. 314. Wenn wir in der Formel (a) die Große a in a, — ver⸗ 

ndeln, für die imaginäre Erponentialgröße ihren durch Sinus und Eofinus 

zgedrückten Werth —* und bie reellen, fo wie bie imaginären Glieder 
der Theile einander gleich fegen; fo erhalten wir: 
Szcos.ax-dx=m oe 


sin.ax [x _ n(n—1) n (u—1) (n—2) (n—3) 


a — ⸗* 1... 


a* 
COS. X 


n(n—1) (n—2 
= xt-I1__ un x 1 .. + const. 





L 


& 
S x’ sin. ax · dx ⸗ 

cos· ax; n(n—1) u(a—1) (a—2) (4-3) 

— J [x — m I LT — —..| 

s in. ax ſu n(n—1)(n—2 
_ —— he — ne? Lei 29.4 ...]4const. 

Alle diefe Formeln erhielte man auch virect, wenn man auf bie Integrale 
den erften Theilen ver Gleichungen die Regel der theilweijen integration 
vendete. 

Ebenſo Fünnte man die Beſtimmung der Integrale: 


C08. ax + dx sin. ax» dx 
I x" L I x” 


Die ber einfadhern Integrale: 
Cos. ax + dx sin. ax + dx 
I x ' I x ‘ 
ackführen. 


Die theilweife Integration gibt ferner: 
ax cos. b 
Je 00. br de = +2 eusin.bx+ dx, 


e“sin.bx b 
Y£ sin. bx+ dx = = Jrronbz.dz, 


raus ſich durch Elimination ergibt: 


JS“ sin. bx + dx — ee eo" _-const. 
a cos. bx--bsin. bx ex const, (b) 
—_— +. eX —— con 
a? 4 b2 
Ans der Formel (a) ergäben fih auch die Werthe der Yntegrale: 
[xe* cos. bx+ dx, fx’o*sin.hx+dx, 

nun man darin at-b/ —1 für a und für die imagimire Grpomential 
ße obx 1 ihren Werth, durch den Ciuus und Cofinns ansgebrädt, fub- 

irte und enblich die reellen, fo wie bie imaginären Glieder ber en 
hheile einzeln einander gleich ſetzte. 

Man kann alſo die Jutegrale: 

Six -e“cos.bx+dx, Six« er sin, bx+dx, 


oo Ex wieder eine rationale ganze algebraifche Function bezeichnet, unter end- 
her Form erhalten. 




















eX= cos. bx · dx — 


Drittes Kapitel, 


Integration durch Nejben. — Ueber die merkwürdigen Källe, welche 
fi) bei dem Uebergange von den unbeftimmten zu den beftimmten 
JIntegralen darbieten. | 





1. Smtegration durch Reihen. 


$. 315. Wenn man eine Differenzialfunction in eine comvergirende Reihe 
entwickeln Tann, wovon fi jedes Glied integriven läßt, fo erhält man das 
Integral diefer Function unter der Form einer Reihe, welche man dadurch 
verooliftändigt, dag man eine willkührliche Eonflante hinzufügt, und wenn bie 
durch die Integration erhaltene Reihe zwilchen gegebenen Grenzen convergent 
ift, fo gibt fie den Zahlenwerth des beftimmten + zwifchen benfelben Grenzen 
genommenen Jutegrales der gegebenen Function mit jedem beliebigen Grave 
son Annäherung. . | 


Wir wollen 3. B. das bereits am Ende des vorhergehenden Kapitels an- 
geführte Integral: 
. fre”=dx 
JS 


betrachten, fo haben wir in einer ſehr convergirenden Reihe: 





ax a?x? a3x? 
"147 to tromat"® M 
o®dx 1 a?x a3x? 
⸗ = [ay4.4 + tet (2) 
ober vielmehr : 
edx a?y? a3x3 

J Tre Hg gt agaate © 

Da die Reihe (1) convergent ift, fo iſt Leicht einzufehen, daß die Reihe ; 


(3) um fo mehr für alle Werthe von x convergirt. Man hat alfo für bele 
bige Werthe der Grenzen x,, x,; aber von demſelben Zeichen: 


L ri — log. (=) +.«. _x)+ Zr) ti 


folglich : 











x 
Die Formel würde unbrauchbar werben, wenn die Werthe der Grenzer 
entgegengefeßte Zeichen hätten, weil in diefem Falle das Glied log. =} 
imaginär würde. Diefes rührt davon her, daß die unter bem Integration 
zeihen S flehende Function für x 0 eine Unterbrechung der Stetigfeit erfährt, 
welchen befondern Fall wir bereits bei ber Auseinanderfeßung der Grundlehren 


ber Theorie der Duabraturen (6. 35 u. 54) angebeutet haben, und auf welchen 
wir wieber zurückkommen wollen. 


Wenn man die Wirzelgröge Y 1—c?sin.2y in eine Reihe entwidelt; 
fo erhält man: 
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IV 1 sin.2@ -dyo=f dypli _; c? sin.? 9 c*sin.t ꝙ 


1+1+3 
2,416 c6 sin. — ıc.] 


= con. - 9 — Zr S sin.? gap c* S sin.’ ꝙdꝙ 
| 1+1+3 
7.7.6 ce Ssin.ydp— ic. 
Jedes einzelne Integral von der Form sin.? dꝙ, wo i eine ganze 
Zahl ift, wird nach den im vorhergehenden Kapitel mitgetheilten Regeln er- 


halten. Da man ferner c2 <1 feßen kann ($. 310) und man offenbar für 
beliebige Grenzen p,, 9; 


9. a Pı 9, . 
Ir sin Ägdp </, dp, ober / ° inydp<gy,—P, 


| hat, fo iſt der Werth des befliummten Integrales: 


An — 1 9, 
YA Vesergrig=g-gzf, sin,?2 pdy 


5 e c* „, sin.s Yydy— tg Be sin. pdy — ıc. 
a Reihe entwickelt, welche ſtets eonvergirt, und zwar gewöhnlich fehr 
nell. 





. 316. Wenn man eine Differenzialfunction, deren Integral unter end⸗ 
liher Form eine bekannte Function iſt, durch Reihen integrirt; fo erhält man 
bie Reihenentwicklung dieſer Function oft auf die einfachſte Weiſe, und es iſt z. B. 
dx 1 1+3 1+3+5 
i — — — — = 1 — 2 7T * 6 “ 
en.« ·755 A 45 575 + | 


x3 1-3 x 1+3+5 x! 


1 5 
= cont. 4 x 2°3 | Stage Tr (4) 


Wenn man bie willführliche Conſtante durch die Bebingung beftimmt, daß 
der Bogen mit dem Sinus zugleich verſchwindet, fo gibt diefe Neihe nur bie 
zwiſchen + 1 liegende Bogen. Allein man Tann aud annehmen, daß bie 
dormel auch die dieſe Grenzen überfchreitenden Bogen gibt, wenn man der 
willführlichen Conftante andere Werthe beilegt, oder wenn man biefe Conftante 
jedesmal verändert, wenn die Function unter vem Zeichen f eine Unterbrechung 
der GStetigfeit erfährt. Die Reihe hat für jenen Werth von x in allen Fällen, 
amd was für einen Werth die Conftante auch haben mag, nur einen einzigen 
beſtimmten Werth, während die Function arc. sin. x unendlich viele Werthe 

fann. Die Reihe ift convergent oder divergent, je nachdem die Zahlen- 
verthe von x größer ober Heiner als die Einheit find. 

Die eben durch die Integration vermittelft der Reihen fehr einfach erhal- 
me Reihenentwicklung der Function arc. sin. x nah ben Potenzen von x, 
Kirde auf fehr conmplicirte Rechnungen geführt haben, wenn man die Ma⸗ 
tlaurin'ſche Formel zu diefem Ampede hätte anwenden wollen. 


.,$. 317. Wir wollen nun noch das Integral S e "dx, weldes fehr 
haͤufig in der Wahrfcheinlichfeitsrechnung vorkommt, in eine Reihe entwideln. 








—— /tnnieti 
4 


Es iſt: 
x? x* x® 
5,3 — — — m — — 
o"=1-7 +73" 7231* 
folglich: 
1 x3 1 x? 
—12 — RR — — u 
VAL u.=x Tram 7 IT, 70% 
eine immer convergisende Reihe, 


Die theilweiſe Integration gibt: 
[Teeetıt2 er rdz, 


Je dx eo"? — 4 extdr, ic. 
was auf folgende andere cnvergirende Reihe führt: 


Nenner a Be] 


Endlich gibt die keine —* auch: 


[mu=f zer I, * 
%x mi 
e'dx 1 u 
⸗ *. et! dx — — — , x. 


folglich: 


IL — _ 4035 
Je de = con. — | 1— * + 70:7 u (2x2)3 In 
und wenn man bemerkt, daß alle Glieder der Reihe für x 0 verſchwinde 


a. _ 1 1-3  1+3+5 
JS ° =: |: ta ey te)- 
Diefe Iehte Reihe wird zulept immer bivergent, aber fie bleibt deſto Ian 
convergent, je größer der Zahlenwerth von x iſt, und man darf daher ı 
dem convergivenden Theile der Reihe zu numeriſchen Näherungsrechnun; 
Gebrauch machen ($. 25), weil man immer bie Grenzen der Werthe 


ale: 
ditegt © 0-17dx 0 9-12 dx 
m ST. 
und folglich die Grenzen des Fehlers angeben kann, welchen man begeht, w 
man bei irgend einem Gliede ver Reihe flehen bleibt. Te iR der 2 


dei, welchen die Reihenentwicklungen durch fucceffive theilweile Integratio 
darbieten. 


F. 318. Aus der Maclauri nm'ſchen dormel: 

TURM LOBEN ) · (0) · Date 
folgt allgemein: 

S txdz — const. +1(0) 7 +f(0), T- tt (0) » T- st 








Sse=10.5400 75 +0 te 


W die R a t iſt, die R 3 
wenn won bie a 9 dem Glide HA, Range ——ña ie A A 


einen Fehler, welcher durch: 
fü (x). —— (e) 


221 


edrückt wird, wo 0x ein Werth ver —— Groͤße iſt, welcher 
zwiſchen O und x liegt, und wenn man folglich bie zweite Reihe mit dem 
Gliede von demſelben ‚Range fliegt, fo wird bie Größe des begangenen Feh⸗ 
lers ausgedrückt durch 


= xi+1 
i) — (i) — — — — 

(02) N = in 3 
Sollen die Reihen (a), * condergent fein, fo ift erforderlich, aber auch 
zureichend, baß bie vernachläffigten Größen (e), (o,) für entfprechende Werthe 
von i und für alle zwifchen den Integrationsgrenzen liegenden Werthe von x 
Heiner werben Fönnen, als jede gegebene Größe. Wenn biefe Bedingung aber 
in Beziehung auf die Größe Ce) erfüllt wird, fo wird fie es um fo mehr in 
Beziehung auf die Größe (e,). 


$. 319. Die theilweife Integration gibt: 
J si - fix xdx, 
u je xdx =zeta—; [lizeuin, 
_ [es sismzens—; Me.ztar, ꝛe., 
woraus fich die folgende von Johann Bernoulli herrührende Reihe ergibt: 
- x x? x3 
⸗ — o— 0 4 — — 
BE Asse fix 1 + fx aa . (N) 
fe man auch direct aus der 8 Reihe: 
Flc+b)=Frt Pr 4 Pie Rn ug. * + 
sleiten Fönnte; bemm wenn man in biefe h——x feßt, fo erhält man: 











N x x? 
.. — — — mu “u ⸗⸗ 44 — > 
Cru wenn man F'x — fx feßt: 


Jk=r0)=6.7- fix » gt . N 
aber Har, daß FLO) oder der Werth von Sfxdx für xæ S O auf 
Ks der in der Se eichung CD vorkommenden willkührlichen Conſtante if, 


s 320. Wenn fi die Function fx nicht in eine hinreichend ſchnell con- 
Reihe entwideln Iäft, ober wenn man ben analytiſchen Ansırad 
re nicht lannie, ſondern bios eine Reihe von Werthen derſelben Hätte, 







ſtets einen unendlich Heinen Werth behält, und das Jutegral (8) Die € 
der Werthe dieſes Differenziales innerhalb ver Integrationsgrenzen iſt. 

Die Transformation findet in dem Falle nicht flatt, wenn k —1 if 
in biefem Falle nimmt das Differenzialelement fxdx für x — & einen eu 
und unbefimmten Werth an, wofern die Function fx nicht plötzlich vou 
Werthe zu einem andern übergeht, wenn x den Werth & erreiht. Dem 
kann Dickes Differenzialelement als die Grenze betrachten, gegen weld 
beftimmte Integral: 


JS. ehe fxdx = steh, RR zdx, 
8—:f, g—.5, x— 


eonvergirt, wenn man für e eine immer Fleinere und Fleinere pofitiv: 
nimmt, und wenn &,, &, beliebige endliche conflante und pofitive Zahl 
zeichnen. Bei dem Uebergange zu diefer Grenze convergirt das Glied f 
ha ofedung gegen den einzigen endlichen Werth F, und mc 
olglich: 


ehe, SHE, dx & 
8—E$, 15 „lim E-ıf, 2 f5 «log So 


welches en der Unbeftimmtheit der Eonftanten &,, &, eine unbef 
vöße i 

Allgemein, die Function fx ſei eine algebraifche ober transcenven 
fann man doch ſetzen: 


(x— Efxdix= fx, 
wo & wieder den Werth von x bezeichnet, welcher fx unendlich macht, 
nachdem die Größe FS Null, endlich, oder mendlich iſt, hat das Differ 
element fxdx einen unendlich Heinen, endlichen oder unbeflimmten, ode 
mehr einen unenblich großen Werth, und blos im erften Fall kann das In 


V. “ fxdx 


als eine Summe von Differenzialelementen betrachtet werben. 
6. 323. Wenn die Function fx in dem Integrale: 


JS f(x, e)dx, 


nicht unendlich wird für Werthe von x, welche zwilchen den Grenzen x 
liegen, was für einen Werth man dem Parameter E auch beilegen m« 
ift es gleichgültig, ob man dieſem E vor oder nach der Integration 
beftimmten Werth, 3.2. den Werth Null beilegt. Aber dieſe Eige 
fommt den beftimmten Integralen nur fo Iange zu, als fie eine Sumn 
Differenzialelementen ausbrüden und findet im Allgemeinen nicht meh 
ir er Zunction f zwifhen den Integrationsgrenzen durch das 
iche geht. 
Bir wollen 3. B. das beftimmte Integral: 


YA £dx — x, ta X, 
aa, are. an 5 
nehmen. Wenn vie Zahlen x,, x, beide pofitiv find, fo daß vie F 


unter dem Integralzeichen felbft für = 0 zwilchen den Grenzen x,, x 
durch das Unendliche geht; fo gibt biefe Vorausſetzung einerfeits: 


b anbererfeil: 


da x, 4 X _ 4 — 14 — 0 
arc, lang. 7 - re ang. 2 hd 
daß e8 in der That gleichgültig ift, ob man den Werth von 2 vor ober 
ah der Integration fubftituirt. Aber wenn die Zahl x, pofitio und bie 
ahl x, negativ wäre, fo würde die erfte Subflitution den Werth des Inte» 
ales immer — O0 geben, während die zweite 

nn, u 
=; + za". 
ibe. Der Grund Hiervon Liegt darin, daß, indem die Function unter dem 
ategralzeihen für x 0 unendlih wird, das biefem beſondern Werthe eut- 
rehende Element einen endlichen Werth annimmt, während alle übrigen Ele— 
mte in Folge des der Conſtante & beigelegten Wertes — 0 bleiben. 

Daß in der That die übrigen Elemente des Integraled Null find, geht 
raus hervor, daß man den Zahlen x, , x, beliebige endliche und ſelbſt un- 
dliche Werthe beilegen, d. h. mit andern Worten, die Grenzen des Inte⸗ 
ales beliebig ausdehnen oder zufammenziehen kann, ohne den Werth deſſelben 

verändern. Wenn nur die obere Grenze pofitio und die untere negativ 
ibt, fo iſt der Werth des beſtimmten Integrales immer der Conftante r gleich. 

Cauchy hat die beftimmten Integrale, welche fi wegen ihrer anomalen 
genfchaften ven gewöhnlichen Regeln der Berechnung ber beftimmten Inte» 
ile entziehen, wie das integral (9), finguläre Integrale genannt. 


$. 324. Wenn eine ver Grenzen des Integrales unendlich, pofitiv ober 
jativ ift, over wenn die eine biefer Grenzen das pofitive, und bie andere 
8 negative Unenbliche if; fo muß, damit das Integral S fxdx einen end⸗ 
ven Werth behalten kann, die Function: 

xfx — fx 

x t+overfhwinden. Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, ' 
ß — oo und + oo die Grenzen des Integrales find, fo kann man, wenn ⸗ 
ever eine unbeflimmt gegen Null convergirenve pofitive Zahl und &,, £&, 
liebige endliche pofitive Conſtanten bezeichnen, fegen: | 


_ı 1 1 
Sara] N EN 


g 
Exo € & 


— un] fr fE fair], 
es, e 


x, X) 
arc. fang. Pr arc.tang. Fu 


Man muß alfo haben: 


a Ey 


&5o & 


=f(— »)log. & +f(®) 10.(z-) 


—— 


und folglich wegen ver der Unbeſtimmtheit ver Conſtanten &,, &,: 
f(-a)=0, fl@)=0 
$. 325. Wenn die Function fx periodifch ift, fo daß jedem Werthe 
fx innerhalb einer Periode ein anderer numerifch gleiher Werth, aber 
entgegengefegtem Zeichen, entjpricht; fo iſt der Werth des beflimmten J 
grals nothwendig unbeflimmt. So ergibt fi 3. B. aus der Gleichung: 


x 1 
JS. sin. mxdx = — (1— cos. mx) 
0 m 
der unbeftimmte Werth: 


J 1 
YA sin. mxdx — — (1—cos. 0), 


weil e8 feine Grenze gibt, gegen weldhe ver Eofinus eines Bogens conv 
girt, wenn der Bogen felbft immer größer und größer wird; aber denn 


liegt viefer unbeflimmte Werth zwifhen den Grenzen O, 2. 


Wir wollen nun annehmen, daß die periodifche Function fx durch e 
Zunction 9 (cx) von folder Befchaffenheit multiplicirt werde, daß g(0)= 
it, und daß das zwifchen unendlichen Grenzen genommene Integral / Y(ex) 
einen endlichen Werth behält; fo ift daſſelbe um fo mehr mit dem Integr 
S YCex) +» fxdx der Kal. Der Werth dieſes Integrales ändert fih im ? 
gemeinen mit dem des Parameters e, indem er ebenfalls im Allgemeinen ge: 
eine gewiffe Grenze convergirt, wenn e immer Feiner und Feiner genomn 
wird, und da fih die Grenze des Factors Flex) auf die Einheit reducitt, 
fann man die Grenze, gegen welche das Integral Ylex)fxdx converg 
als den Werth des Integrales / ſxdx betrachten, wodurch die Unbeftimmtl 
diefes letzten Integrales befeitigt wird. 

Sp ift 3. B. nach den Formeln (b) im $. 314: 


© x m 
—: . 
e sin. mxdx — ——— 
N: en? ' 


” —:_exX € 
H e cos. mxdx = las y 
woraus fih für e= 0 die beflimmten Gleichungen: 


@ 1 00 
S. sin. wxdix — —, H cos. mıdx = (0) 
0 m 0 


ia weldhe aber nach der eben getroffenen Convention interpretirt wer 
mürlen. 


—— 


Wiertes Kapitel. 
Principien der Theorie der elliptifchen Functionen. 





‚6.326. In den beiden erflen Kapiteln des gegenwärtigen Buches ha 
wir ale ‚ wie die Integration ganzer Claſſen algebraifcher und trigo 
metriicher Differenzialfunctionen auf die Integration der drei Formeln: 
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dp 
——————, I 
IE sin.?2 ꝙ MD 
Na sın? @+dg, (I) 
ſ (III) 
⸗ 


idgeführt wird, fo daß, wenn dieſe drei Integrale ſich unter endlicher 
orm dur Wurzelgrößen, Logaritimen, Sinus oder Kreisbogen als Func- 
fionen von  ausbrüden Tiefen, man auch unter envlicher Form die unbeflimm- 
ten, und folglich die beftimmten Integrale fehr vieler anderer zufammengefeg- 
terer sunctionen haben würde. 

Allein diefes iſt nicht möglich *), fonvern die Integrale (D, (ID, (ID 
ind neue trandcendente Größen, welche man der Kürze wegen durch beſondere 
Zeichen darftellen kann, eben jo, wie man das beftimmte Integral: 

x.dx 


i x’ 


ver Kürze wegen mit log. x bezeichnet, weil es fich nicht durch einen gefchloffe- 
sen algebraifchen Ausdruck darftellen läßt (F. 70 u. 138). 

Legendre hat daher die folgenden Bezeichnungen vorgefchlagen, welche 
auch allgemein angenommen find: 


_[? do 
ES, Vene‘ 
E(c, u A V 1—c2sin.2gY+dg, 





I’ _ I _____ 
IE 7A (1--asin.2Y)y 1—c2sin.?2p 
ſo daß die unbeftimmten Integrale (D, (ID, CIHD reſp. ausgedrückt werben 


Fe, p)--const,, E(c,Yp)--const., II(Ce, a, ) eonst. 
$. 327. Es ſei: 


die Gleichung einer auf ihren Mittelpunkt und auf ihre Axen bezogenen Ellipſe, 
ſo wird, wenn wir 


ießen, fo daß c die Excentricitaͤt der Ellipſe bezeichnet, die Laͤnge des Bogens 
Bm (Fig. 7), welcher fih von ber Spike B der Heinen Are bis zu dem 
Punkte m, deſſen Abſciſſe x if, erſtreckt, ausgebrüdt durch: 


d \ 3 x a3__c2y2 
ſich urch Ol er .um/, —*7 — . dx, (6.174) 


dx 42 x 
le durch dieſe Integration 
an in der Gleichung ( 
) O) 0 if, fo erhält meLionville im 23. Hefte des Journal de P’Ecole 
poanten u, welche ſchon bu 
€a n x. 22 
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Wir wollen 
x Zasin. 

fegen, fo fommt: 
- =/ ve sin.2 g- dp—=K(c,p). 

Wegen dieſer merkwürdigen Eigenfhaft der Function E, daß fie bie Lange 
des Bogens einer Eflipfe von der Ercentrieität e ausdrüdt, wenn man dem 
Winfel ꝙ zur unabhängigen veränderlihen Größe umd den Scheitel der Fleinen 
Are zum Anfangspunkte der Bogen nimmt, haben die drei Functionen F, E, I 
den Namen elliptifche Functionen erhalten, und zwar uuterfcherbet man 
fie reſp. in elliptiſche Functionen der erften, zweiten und dritten Art. 

Die Eonftante c, welche in den elliptifhen Functionen der zweiten Art 
die Ercentricität einer Ellipſe ausdrüdt, wird im Allgemeinen der Mo dulus 
genannt, während vie Eonftante a, welche nur in den elliptifchen Functiouen 
der dritten Art vorfommt, und pofitiv oder negativ, reell oder imaginär fein 
kann, vorzugsweife den Namen Parameter behält. 

Die unabhängige Veränderlihe @ wird die Amplitude genannt. Wen 
man aus dem Punkte O als Mittelpunkt mit dem Halbmeffer OA einen Kreis 
befchreibt, und die Ordinate pm bis zum Durchfchneiden mit dem Kreife in » 
verlängert; fo if Op=Onsin.BOn. Die Amplitude ꝙ wird alfo geometriſch 
durch den Winfel BOn dargeftellt, wenn die Function Elc,g) durch ve 
elliptifchen Bogen Bm bdargeftellt wird. 

Die drei elliptifche Functionen find offenbar impaare oder ungerade Fun 
tionen von @ ($. 18), weil das Differenzial dp durch die Veränderung vor 

in — 9 das Zeichen verändert, während der Factor, womit dp unter dem 
Sntegrafzeihen S multiplieirt iſt, dadurch nicht verändert wird. 

Wenn die Amplitude Y einen Biertelfreis beträgt, oder wenn man !7 
für die obere Grenze der Integrale nimmt, ſo heißen die elliptifche Functioner 
oollftändige, und man bezeichnet fie blos durch: 

F(c), EC), II(c, a). 

Wenn die Werthe der elliptifchen Functionen für einen Viertelumkreit, 
d. 5. für alle Werthe von ꝙ zwifchen O und 4 m berechnet find, fo find fi 
wegen der unter dem ntegrationdzeichen vorkommenden periodiſchen YFunckos 
sin.?gp auch für alle beliebigen Werthe von Y beftimmt, und man hat 3. B. 


F(o42-+9)=2F (0) — Flip), 
F(c, a +9p)=2F())+- Flop) 
F(3r +Qp)=4AFl(c, — F(g1r—gQ), 
F(o22 +9p)=4F()+Flaog), uff 
Der Modulus c muß immer größer al® 1 vorausgefegt werden ($. 310): 
und wenn zwei Moduli c, ce’ durch die Bleihung c?+c/2 —=1 mit einander 
verbunden find, fo werden fie Complementarmoduli genannt. 
$. 328. Wir wollen mit @, %, u bie drei Seiten einea fphärifcher 
Dreieckes bezeichnen, worin der ber Seite 1. gegenüberlir NM durch 
bie Gleichung sin. = csin. u gegeben wird; fo de Functionen. + Kuͤrze 


wegen * 
cos. MVS. 
, ‚88 gegenwärtigen Buches 
jeßt, die Grundformel der fphärifhen Trigon ſſen algebraifiher und tri 
c08. U = cos. ꝙ cos. W —-sination der drei Formeln: (1) 
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ud folglich: 4 
2 
1— —— (eos. ꝙ cos. V-aein. Qsin.Y + Au)? 
gibt. Wenn man dieſe letzte Gleichung in Beziehung auf Au auflöſt und vie 
Burzel unberüdfihtigt laßt, welche für Au einen negativen Werth geben 
vürde, fo findet man: 
Au(1—c? sin.? g sin.? ı)) = —c? sin. Y sin. W cos. ꝙ cos. &- 
-v 1—c?(1—cos. 2 Qcos.2 % —+-sin.? gsin.? J)—e? sin.2 Qsin.? ı)), 


‚ m auf überzeugt fih aber leicht, dag fih die Größe unter dem Wurzel» 
chen auf: 
(1—c? sin.2 9)2 (1—e2sin.2 9)? = (Ap)3 + (Ay) 

ducirt, wenn Ay, Ay Größen bezeichnen, welche refp. aus ꝙ und U e 
qhnmengefett find, wie Au aus u. Man hat alſo dieſer Bezeichnung 
folge: 

g An Ay» Ab— ce? sin. Ysin.?) cos. cos. ı 

HET eng — 2) 
ıd hieraus ergibt fi) nach einigen Transformationen: 
1—(Iu)? _ (sin. peos.yAYy —-sin.Y cos. yAY)? 
AT 


c (1—e2 sin.2 Qsin.? ı))% 





sin.? [a * 


sin. 80s. AV —- sin. W cos. yAY 3 
1—e? sin.? Qsin.? & . &) 
Wenn man diefe letzte Gleichung differenzirt, indem man ꝙ und Y als 
mänderlih und u als conftant betrachtet, fo erhält man: 


1 29, %) dd, 2) ___g, ca 


Ay (1—e? sin.2  sin.?2 %)? + Ay (1— c2 sin.2 Ysin.?3p)2 
)er Kürze wegen wollen wir die Function: 
(1+-c2 sin.2 Qsin.2 Y) cos. pcos. WAY -Iy — sin. Ysin. Y 
+ c2 sin. psın. ) (sin.2 9 + sin.2 2) — cos.? @cos.? W — c? sin.? Ysin.? %)) 
t Q(ꝙ, Y) bezeichnen. Da die Gleichung (3) in Beziehung auf ꝙ und y 
mmetrifch ift, fo braucht man nur den Coefficienten von dp zu_ bilden, 
oraus fih alsdanu der von dab ergibt. Man Fönnte and der Function 
(ꝙ, Y) andere Formen geben, und wir wollen hier blos eine berfelben an⸗ 
sren, woraus die Eigenfchaft diefer Function, daß fie in Beziehung auf die 
wen Veränderlihen ꝙ, % ſymmetriſch ift, deutlich erhellet. 
Die Gleichung (4) reducirt fih auf: 
dp, db — — — — 

F 4p5 4 Ay TV’ e2sin? p + Visa 

raus ſich durch Integration ergibt: 
F (9) -+-F(:,p) =const. 
m die durch diefe Integration eingefährte wilfführliche Conſtante zu beflimmen, 
H man in der Sleihung (1) Y—=0, welches p = u gibt, und da 
(0)=0 if, fo erhält man zwifchen den Beränderlihen ꝙ, und ber 
suflanten u, welde ſchon durch die Gleichung (1) mit einander verbunden 
22% 


sin. u — 
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find, und bie drei Seiten eines fphärifchen Dreieckes biſden, worin ber ber 
eonftanten Seite gegenüberliegende Winfel auch conftant iſt, noch die andere 


Gleichung: 
F(e, 9) - F(, V) F(c, A). (5) 
Wenn man alfo die Werthe der elliptifhen Function der erften Art für 
zwei Amplituten p, % hat, fo erhält man durch Addition dieſer Werthe deu 
Werth der elliptiſchen Function derfelben Art für eine Amplitude ı, wo u 
durch die Sleihung (1) oder durch die Bleihung (3), welche eine Trand 
formation davon iſt, ald Function von 9, W beſtimmt wird. 
$. 329, Wir wollen feßen: 
u=F(c,9),  =F(c%), 
und um auszubrüden, daß 9 bie Amplitube iſt, für welche die Function F 
den Werth u hat, wollen wir mit Jacobi 
G=Zamu 
fchreiben, fo daß die Anfangsbuchſtaben am des Wortes Amplitude tie 
inverfe Junction von der bezeichnen, welche durch das Zeichen F angebeute 
iſt. Nach diefer Uebereinfunft fehreibt man au: 
=amv, 
Ay=damu, Jb=Aamv, 
und folglich gibt die Verbindung der Gleichungen (3) und (5): 
sin. am (u—-v) 


sin. ama.cos. amv. Jamv--sin.amv.cos.amu. Jfamu 
Le — — — — 





1—c? sin? am u. sin.2amv (a) 


Wenn fih der Modulus oe auf Null vedneirt, fo verwandelt fih die vorher: 
gehende Gleichung in folgende : 
sin. (u -) = sin, u cos, v —-sin. 9 cos. a, 
Ebenſo fände man: 
sin. am (ü— v) 
_Sin.am u.cos.amv. Jamv— sin.amv.cos.amu. am u 


1—c? sin.?2 amu.sin.? am v 
cos, am (u-+rv) 
cos. amu,cos.amv, + sin.amu,sin.amv.. Jamu, famr 


1—c? sin.? am u, sin.?2 am v ’ 

und im Allgemeinen haben alle Formeln, deren ſich die Analyften häufig zur 
Transformation der trigonometrifchen Functionen bedienen, ihre analogen für 
die Transformation der inverfen elliptifhen Functionen drr erſten Art, oder 
Tonnen vielmehr als befondere Fälle der elliptifchen Formeln betrachtet werben, 
in welchen der Modulus gleich Null geſetzt iſt, fo daß 


amu=u, Jamu=i 
iſt. 


Die Entwickelung dieſer merkwürdigen Analogien iſt der Gegenſtand der 
ſchönen Unterſuchungen von Abel und Jacobi geweſen, welche von der ge» 
lehrten Welt mit vielem Intereſſe aufgenommen wurden. Dieſe beiden Geometer 
haben beſonders ihren Scharfſinn auf die vollſtäͤndige Unterſuchung der inverſen 
elliptiſchen Functionen und auf die merkwürdigen Relationen, durch welche ſich 


1 





vie Analyfe der Winkelſchnitte an die Theorie der Zahlen und an bie Höhere 
Agebra anfchließt, gerichtet. 


6. 330. Dis Function sin. a und alle übrigen trigonometrifchen Func— 
tionen, welche davon abhängen, find für reelle Werthe der Veränderlichen u 
periodisch, aber fie hören auf, periobifch zu fein, wenn man bie unabhängige 
Beränderliche eine Reihe imaginärer Wertye uf —1 vurchlaufen Läßt, weil 
fe ſich alsdann in Erponentialfunctionen verwandeln. Für die Erponential: 
function e® findet das Umgekehrte ftatt, und die Function sin. amu hat die 
Eigenfchaft, daß fie periodiſch bleibt, man mag die Veränderliche a eine Weide 
reeller oder imaginärer Werthe durchlaufen faften, fo daß fie die Haupteigen- 
fhaft der gewöhnlichen trigonometrifchen Functionen mit der der Exponential— 
funetionen in fich vereinigt. 

Wir wollen mit ! w ven Werth von u bezeichnen, welcher der ae: 
g9=4m entipriht, oder den Werth der vollfländigen Function F(c), ſe 
#($. 329): 

sin. am u — sin. am (un —- 29) = sin. aın (u—-4w) 
............... sin. am (u--2im), 
wi eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Die Function sio. am u iſt affı 
erſtens periodifch für reelle Werthe von u. 
Setst man nun: 


sin. / æ —1 +tang. 9, ce? =1—c?, 
fo ergibt ſich: 


— nn — — 
cos. 1 -H-tang. = n.:0' 


ga=v=i.—P _=eva., 
cos.ꝙ cos.? 0 c0s,0 
V 1—c? sin.? 9 v1—cen sin.2 0 
F(c,g)=vY’_4*F(c,0); 





and wenn man: | 
F(c,0)=u, F(,y)=au v— 
febt, fo folgt (indem man den Modnlus zwilchen den Parenthefen anf dae 
Zeichen sin. am folgen läßt, um die fi) auf verfihievene Moduli beziehender 
Amplituden zu unterfcheiven): 
sin. O= sin. am (u,c!), tang. 0 — tang. aın (u, c’), 
sin. p — sin. am (u vi, c) 
und folglich : 
sin.am(uy —A1,c) =Y — 1 +»tang. am (u, c!), 
Wenn wir den Werth der vollſtändigen Function F(c‘) mit 4 w! bezeich. 
nen, fo haben wir: 
tang. am (u, c‘) = fang. am (u -4- 20°, c') = tang. am (ut Aw, c!) 
2020..Ztang, am (u-1-2iw/, c'), 
wo i eine beliebige ganze Zahl ift, und folglich: 
sin. am (u Y—-i) = sin. am [(u 4- 27 w‘) Y=1, 
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wo fih die Amplituden in biefer lebten Formel auf den Modulus c beziehen, 
Es iſt folglich: 

sin. am (2i!w’ VXI) =sin.am (0) 1, 

cos. am (2iw!V ) - eos. am (0) 1, Sam(2iw! VXITy =1. 


und wenn man in ber Formel (a) v — 2io!VY 1 fest, fo gibt fie vermöge 
biefer letzten Relationen: — 
sin. am (n 4- 2ilw! v- 1) =sin.amu,. 
Aber wir haben bereits gefunden: 
sin. am (u4-2iw) = sin. ama, 
folglich iſt: 
sin. am u sin. am (u--2io 2— 1), 
und dieſe letzte Formel drückt die beabſichtigte doppelte Periodicitaͤt aus, wo 
die eine Periode ein reelles, und die andere ein imaginaͤres Argument hat. 
$. 331. Nah dem PVorhergehenden iſt Leicht einzufehen, wie man für 
einen gegebenen Werth des Modulus zwifchen den Grenzen 0 und 1m ber 
Amplitude eine Tafel der Werthe der Function F berechnen könnte, oder was 
noch einfadher wäre, eine Tafel der Werthe der inverfen Function sin. am a 
zwifchen den Grenzen u=0, u=t4w Wir wollen in der Formel (a) 
v— Öu feßen und du fo Fein annehmen, daß man ohne merklichen Fehler 
sin. am Öu — sin. öu — Öu, 
cos. am du—cos.du=i1, HA(lödu)=1 - 
fegen lann; fo gibt diefe Formel: 
sin. am(u-t Ööu) — sin. amu--Öu+cos.amu+ famu. 
Sept man in biefer Ießten Gleichung: 
aöu, u=2du, uzd3ödu, ı. 
fo erhält man die Werthe der Function sin. am u für eine Reihe von Werthen 
von u, welde eine arithmetifche Progreſſion von der Differenz du bilden. 
Diefes Verfahren würde ähnliche Vereinfachungen und Verificationen geftatten, 
wie die, welche man für die Berechnung der gewöhnlichen trigonometrifchen 
Tafeln angibt. Uebrigens würde man leicht die Tafel der Werthe der Func—⸗ 
tion sin. am u umfehren fönnen, um daraus bie Tafel der Werthe der Function 
—— 9), welche den Bedürfniſſen der Integralrechnung beſſer entſpricht, 
zu bilden. 
$. 332. Es kommt nun darauf an, zu zeigen, wie man ohne Wieder. 
olung des im vorhergehenden 6 angegebenen Syſtemes von Operationen, bi 
unction F(c, 9) für jeden Werth des Modulus und der Amplitude direct 
berechnen kann, ohne genöthigt zu fein, für jeden Modulus eine fpecielle Tafel 
zu berechnen. Wir wollen daher mit ce, c, beliebige Moduli bezeichnen 
und einen conflanten Coefficienten x von ſoicher Beſchaffenheit zu beſtimmer 


ſuchen, daß: 
F(c, 9)=kF(c,,%,) 


oder: 
dp dg, 
m 2 x —— — 6 
VIeꝛ sin: p Vie, 20in.? p, (6) 


iſt. Diefer Gleichung kann auf unendlich viele verſchiedene Arten genüg 
werben, wenn man zwiſchen den Mobuli ce, c, und ven Beränberlihen p, @, 


341 


bie gehörigen Relationen aufftellt. Ohne die Aufgabe durch birecte Methoden 
za behandeln, welche zu weitläufige Entwickelungen erforbern würden, wollen 
wir annehmen, es werde 





siu.® p(1—c,? sin 29,)— k2sin.?Y, (i—sin.2@,), (7) 
geſezt; fo erhält man durch Differenziation: 
sin.p, cos.9,dp, — cos. ꝙd ꝙ 


sin. p(1i—c,2sin.29,) e,2sin.2@-1k2(1—2sin.?@,) 


In den erften Theil diefer Gleihimg wollen wir den aus der Gleichung 
(7) abgeleiteten Werth von sin. ꝙ und in den zweiten Theil den aus verfelben 
Gleichung abgeleiteten Werth von sin. p, ſetzen, fo erhalten wir die Gleichung: 

— dp, — cos. d ꝙ 
kv’i, 2 ein. u Ve, 3 ein.29)2— 4k? sin.2p " 
ans deren Bergleihung mit der Gleihung (6) fi 
dp dp 

k2 cos. v1 sin.2 ꝙ — Vale: sin.2 p)2—4k2 sin.2@ 
der; 

k+ 1—sin.? ꝙ) (1—2 sin.2 9) = (k? --c,? sin.? 9)? — Ak?sin.t 3 
mm und wenn diefe Ießte Gleichung in Beziehung auf 9 iventifch fein ſoll, 
0 : 

e,+—kte?, 4—2c,2 —k?(e? 1), 
Ve _ en _ 2 
= pe — 


fein, und wenn wir biefe Werthe von e, und k in die Gleihung (7 ) ſub⸗ 
ı fituiren; fo gibt fie: 


folglich : 


sin. (29, — Y)=csin.Q. " 
6. 333. Der auf diefe Weife beftimmte Werth von e, iſt immer größer 
ld c, und wir wollen nın annehmen, daß man eine Reihe, ober, wie man 
ſich gewöhnlich ausbrüdt, eine Scale der Mobuli e, ‚cz, Cyr...., welche 
unter fih und mit dem urfprünglichen Mobulus c dur vie Gleichungen 
2 We, M 5535 ı 
71T? 97ite? BTite,' (b) 
verbunden find, bis zu einem wenig von der Einheit verfchievenen Werthe c, be 
rechnen, und auferbem eine Reihe von Amplituden @,, 92, Py ++... ver⸗ 
ittelſt der ©leichungen: 
sin. (29, —Y)=csin.g, 
sin. (29, —QY,)=e, Bin. P. (e) 
sin. (29, — 9,)= 0, 8in.@, 
a.f.w. 


beſtimmen; fo Hat man auch: 
F(e,9,)= ni «F(c,$). 
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U 


For) El) Fey): 


F(e,9,)= te «F(o,, 9,.)= (=) (5°) (>) «F(c,g), 


u. ſ. w. 


Aber wenn man in der Scale der Moduli bis zu dem wenig von ber 
Einheit verfchiedenen Gliede c, gelangt iſt (und gewöhnlich braucht man nur 
eine Eleine Anzahl von Gliedern zu berechnen), fo hat man fehr nahe: 


_ Pa dp * dꝙ — 1 
—8R VIi-m:2g — 0 cos. — log-tng (545 9): 
folglich : 

2 2 2 


2 1 
Fe ee ee (Gt) 9 


Nichts Hindert, die Reihe (b) rüdwärts über ce hinaus durch die Glieder 
C_1, C_27 C_37 eo oc, welche nach vemfelben Gefebe aus einander ent- 
fiehen, gu erweitern, fo daß man hat: 


va. _IVı . _V 








nn eg 9 
sin. (29 — Y9_1)=c—1 Sin. G_ı, 
ein. (29y_1—P-3)=c_2 sin. 2 (e) 


u. ſ. w. 


‚ Dan gelangt bald bis zu einem ſehr wenig von der Einheit verſchiedenen 
Gliede c_,, und alsdann hat man nahezu: 


$_n 
F (ec, 9.) =/, dgy=g- 


folglich: | 
1--c_ c c 
Fa. itee, 14 go (4) 


Unter den Formeln (d) und (d‘) wählt man bie, 'welche den Werth von 
F(e, ꝙ) am ſchnellſten gibt, und anf diefe Weife find die Tafeln berechnet, 
welche Tegendre in feinem großen Werke über die elliptifhen Functionen 
mitgetheilt hat, 

Wenn man 94m ſetzt, fo geben die Gleichungen (c’): 

G—_MN—T, 93 ZI 1 . mas, 
und wenn man folglich die Grenze, gegen welche das aus unenblich vielen 
gegen die Einheit convergirenden Factoren beftehende Product convergirt, mit 
K bezeichnet, fo ift der Werth der vollflänbigen Function F(c)—K. 5. 
6. 334, Gehen wir nun zu der elliptifchen Function der zweiten Art: 
MN Rn 9 (1—c? sin.? p)dp 
Ee9=f, 1—c2 sin.2 ꝙ =, —— 7 . 


über. Wenn man wieder durch ꝙ, % zwei Winkel bezeichnet, welche ter 
Gleichung (1) im 6. 328, und folglich der Differenzialgleichung: 





a, _ 
3 1207 ( 


zigen; fo hat man: 
E (op) + d+E (6%) = +3 _o (rin 4 2 + sin. U 


. . dp 
— 2 .2 — .2 — 0 
c? (sin.2 % sin 97 
n gibt aber die Gleichung (1): 

Aude+sin. sin. ) = sin. ꝙ cos. & dp + sin. & cos. ꝙ db, 
wenn man für dı feinen aus der Gleihung (8) gezogenen Werth fub- 
urt: 


«de sin. psin. d= (sin. ꝙ cos. YAY — sin. W cos. pl) Ge (9) 


jrdem bat man vermöge der Gleichungen (2) und (3): 
sin. _ sin. @ cos. WAY +- sin. 2) cos. pAp , 10) 
Au " AydAı — 02 sin. ꝙ sin. !y cos. ꝙ cos. W’ 
aus der Verbindung der Gleichungen (9) und (10) ergibt ſich Teicht: 


sin. u.d + sin. sin. W — (sin.? ꝙ; — sin.? y) T . (11) 


glich iſt: 
d+E(c,y) d · E(e, ) = — ce? sin. ud +» sin. rd 
E (e, ꝙ) B(e, ) = const, — c? sin. u sin. sin. , 
wenn man bie willführliche Eonftante fo beftimmt, daß zuglih Y—0, 
= iſt, fo hat man: 

E(c,p) E(e, ) = E(c,u) — e? sin. u sin. @ sin. ı), (12) 
Vergleicht man dieſe Formel mit der Gleichung (5), welche für bie Fune⸗ 
F die analoge Formel ift, fo fieht man, weßwegen die Geometer, welche 
mit der Unterfuhung der elliptifchen Functionen befchäftigt haben, bie 
etion F als die einfachere in den erflen Rang gefebt haben, obgleich nach 
geometrifchen Analogie die Function E, welche einen elliptifchen Bogen 
BL erft auf die fcheint folgen zu müflen, weldhe einen Kreisbogen 
ru + 


$. 335. Betrachten wir nun, wie im 6. 332, einen Mobulus e, und 
Amplitude cp, , welche mit c und ꝙ durch die Gleichungen: 


iv: ‚ sin.(29, —9Q) =csin.g. (13) 
unden find, fo ergibt ſich daraus durch Differenziation: 
— an. 0608. 9 + c08.(29, — 9) 

49, =49 2 cos.(29, — 9) ' 
‚ wenn man für cos. (29, — 9) feinen aus ber zweiten ber Gleichungen 
) gezogenen Werth Ap ſetzt: 

_ dp e cos. Apꝙ 

dy, = Ip — (18) 


cs— 
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Aber die Gleichung (6) gibt: 


dy, = Ir, Y1-e, 2sin.2@ 








Ay k 
oder wenn man für k feinen Werth wieder feht: 
d 1 —— 
—— Fe, fi=e: sin.?2 Q,. (15) 
Da die Gleichungen (14) und (15) übereinftiimmen mäffen, fo auf: 
(1-+-e) Y1-—e,3sin.2g, = cc08.9-- 49. (16) 


Wenn wir die eorrefpondirenden Theile der Gleichungen (14) und (16) 
in einander multipliciren; fo kommt: 
— d c cos. Ag)? 
(1-+ ey 1—e, 2 sin.2 p,+dp, = 30 . a A 2 
1—e? dp 
= + e cos. pdY; 


=zy 1—c} sin? 9 + do — —— — — 

v ie Ai 2 v4 — c2 sin.2 9 
folglich, wenn man integrirt: 

A-FoJECle pP) BC(e,ꝙ) — F(c, ꝙ) -esin. . cd) 


Wir fügen feine willkührliche Conftante hinzu, weil alle Gliever biefer Glei⸗ 
hung für 90 einzeln verſchwinden. 
Bermöge der Formel (17) wird die Function E(c,, P,) durch zwei 
elliptiihe Functionen, die eine von der erften, und die andere von der zweiten 
Art, welche venfelben Modulus und diefelbe Amplitude haben, ausgebrüdt 
und umgefehrt wird bie elliptifche Function der erften Art durch zwei elliptiſche 
Sunctionen der zweiten Art von verſchiedenem Modulus und von verfchiedene 
Amplitude beſtimmt. 
Wenn man pp = feht, fo hat man 9, =im, 
E (cr) =2E(c}7)=2E(e), 
F(c,n)=2F(ctin) = 2F(c), 
and die Formel (17) gibt zwifchen ven vollſtaͤndigen elliptifchen Functione⸗ 
folgende Relation: 
(+ 9JECe,)=2Ele) — (1 — c?)FCe). (18) 


1—e? 





$. 336. Wenn man bie Scale der Moduli und der Amplituden, bes 
Geſetz im S. 333 angegeben ift, verfolgt, fo findet man: 


(1 + c,)Ele,,9,)=Ele,,P,)— ’ F(c,,9,)+ c sin. 9 (19) 


1—c, 2 





Fe 9)= FE. Flog). (20) 


Wenn man F(e, ꝙ) und File, , @,) zwifhen den Gleichungen (17), (19 
und (20) eliminirt und dann für c, feinen durch c ausgebrüdten Werth fut 
ſtituirt; fo erhält mon endlich: 
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1 3 — — 
E(c9)= a ee) IR — Ton +E(c,,9,) 
— esin. 9+17 —R (21) 





ı man biefelbe eg beliebig wieberholen Tann, indem man bie aufe 
er abfleigende Scale der Mobult verfolgt, jo kann man bie Function E(c, @) 
mer von zwei andern Functionen berfelben Art ab Ei; machen, für welche 
r Modulus einen fehr wenig von Null ober der Ci verfchiedenen Werth 
t. Wenn aber der Modulus c, fehr wenig von Null oder ber Einheit ver- 
neden ift, fo Hat man ohne merklichen Fehler: 


E(e,,9:) ff Si— Ring dꝙ 2* do = . 
ee vielmehr: | 
E(cyYa) jr co.Y-dy=—esin.d,. 


$. 337. In Dejlegun auf die elliptiihen Functionen der dritten Art 
oflen wir nur einen Lehrſatz anführen, nämlich den analogen von denen, 
elche in Beziehung auf die elliptifchen Functionen ber erfien und zweiten Art 
ab die Formeln (5) und (12) ansgebrädt werben. Wenn wir wieber 
it 9, % zwei veränderlihe Amplituden bezeichnen, welche ven Gleichungen 
1), (3) und (8) genügen, fo if: 

j j — do sin. &V — sin. ꝙ 
d- lem) +4 N), "a --asin.29)(1-Fasin.t %)' 
er vielmehr wegen der Gleichung (11): 


IICe, ꝙ) +4 + lead) =—asin. u» 


Wenn man feht: 
sin. psin.Y—a, ein.!@ Pein. B, 
verwandelt ſich der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung in: 


d» sin. psin. % — 


(1-+asin.: ——XR asin.2 u“ 22) 


— asin. L+ 
Aus der Gleichung (1) folgt: 
008.3  cos.? οsS. u — 2 cos. uAu sin. @ sin. &- 
(1 —0? sin.? u) sin.? ꝙ sin. ʒ 


da 
1--aß--ara2 


rd da 
2900? —1— (sin? p--sin.2%) + sin? gen 2Yy—=1—P-La}, 
t, fo kommt: 

1— PB +a?!= cos? u —20a cos, uAu + a? (1 — 0? sin.? u), 

olglich: 


wb mithin: 


=sin.?2 u + 2a cos. uAu + a:c? sin.? u, 


da _ da 
itaß+atat pr 2gat rar 
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wo der flürge wegen: 
1+asin2u=p, sco.udu=g, acdsin?u-+ a? er. 
geſetz 


etzt iſt. 
Wenn man folglich das Integral: 


& da 
N p+2ga + ra?’ 
welches fih immer durch Logarithmen over durch Kreisbogen ausdrücken läßt, 
mit D(a) bezeichnet, fo gibt die Gleichung (22): 
II Ce, a, ) + MI Cc,a,d) = const. — a sin. u O (sin. @ sin. %). 
Aber für 0 hat man =u, Ilc,a,vY)=0, P(0)=0; folglig: 
IICe,a, p) + Ola) = OCca,u) — asin. u + P(sin. 9 sin. %), 


Sünftes Kapitel, 


Geometrifche Anwendungen der Berechnung der einfachen beftimmten : 


Sintegrale. 





L QDuadratur ebener Eurven. 


$. 338. Wir haben ſchon mehrere Male zu bemerken Gelegenheit gehabt, 
daß das Integral: Ä 


Xı 
u fx + dx 
20 
die Größe der Flache ausprüdt, welche von dem Bogen einer Curve, dere 
rechtwinfelige Coordinaten x und fx find, welcher zwifchen den Coorbinaten 
fx, , fx, liegt, von dieſen Orbinaten felbft und von der Are x eingefchloflen wirt, 
Diefe Anwendung der Integralrechnung bietet ſich fo natürlich dar, daß mas 
fie gleih vom Anfange an die Methode der Duadraturen genannt hat, 
und noch jeßt verfteht man unter ver Duadratur ($. 33) die Operationen, 
durch welche man den Werth eines beftimmten Integrales genau oder näherung® 
weise erhält. Ohne hier den Beweis eines Lehrſatzes zu wiederholen, mit 
welchem wir fchon vertraut find, wollen wir denfelben auf einige der Curven 
anwenden, welche beſonders unfere Aufmerffamfeit verdienen. 
Wenn die Gleichung der gewöhnlichen Parabel auf die Form: 


I V'2px, 
gebracht ift, fo findet man für die von dem Scheitel aus gemeflene Fläche 
biefer Curve: 


= Ya. Vea= Ya Veeoe 


0 

Die Fläche des parabolifchen Dreieckes Omp (Fig. 78) beträgt folglich 
4 von der Fläche des aus der Ordinate und der Abscifje des Punktes m con» 
firuirten Rechtedles Opmg. Diefer von Archimedes entvedte Sag iſt ver 


| 
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egenftand eines Werkchens dieſes großen Geometerd, worin er biefen Sat 
if zwei fehr merfwürbige Arten beweift, naͤmlich einmal durch Saͤtze aus ber 
tatıf, welche er ebenfalls jelbft gefunden hatte, und das andere Mal durch 
e Summation einer abnehmenden geometrifchen Progreflion, worauf alsdann 
r Uebergang von dem Endlichen zu dem unendlich Kleinen nach der Art ver 
Iten durch die Zurüdführung auf das Abfurde gerechtfertigt wird (F. 49). 

Wenn man die auf ihren Mittelpunkt und auf ihre Axen bezogene Ellipſe 
trachtet, deren Gleichung alfo 


y- b Va_x , 
a 
I, PL wird die Fläche des elliptifchen Trapezes OpmB (Fig. 77) ausgebrüdt 
ch: 


=./' Va?2—x2.dx, 
a 0 


ıd hieraus könnte man fofort, wie e8 auch in ven Elementarwerken über die 
egelichnitte gefchieht, das Verhältniß des elliptifchen Trapezes OpmB zu dem 
reistrapeze OpnC ableiten. Um aber durch Anwendung der gewöhnlichen In⸗ 
grationgregeln zu demfelben Refultate zu gelangen, fegt man: 


— — 2 
Va: — x2 — tx, oder x? = — N 
olglich: 


(VYe_-2.ık= wir ride 


1 a? 
= — ti? — 7 are. tang. * + const. 


2 


= - Va x -; a? arc. fang. (==) -F const., 
ud folglich: 


va —x? = Ver} ze (Ge) 


=.:V Mei} a arc. sin. =; 
ſo daß man endlich hat: 
— — b 
V — x? + Zar. sin. = 3 + arc. Sin. —. 


Aab 


Hieraus folgt, daß die Fläche des elliptiſchen Quadranten OAmB durch 7 


and die der ganzen Ellipſe folglich durch zzab ausgedrückt wird. 
Da > bie Kläche des Dreieckes Omp ausprüdt, fo wird die des eflip- 





bb. 
tiſchen Sectors BOm ansgebrürt durch * sin. —. 
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6. 339. Wenn man die Gleichung der Hpperbel unter ber F 
„I va, " 
I=7T X*— a , ⸗ 

anwendet und zur Erleichterung der Rechnung 


x? — a? — ix, 


fegt, fo hat man: | 

Vals 21 . a? — AÛ | 
I x? —a dem a x ty! g- — | 
ober was daſſelbe if: | 
— — log. (+ Ya) + com, 


wenn man das Glied: 


| 
| 


log. | VE (+ SH Re) 


unter der willfürlihen Conſtante mit verfteht. 
Dan erhält alfo für den Werth der hyperboliſchen Kläche Apm (Fig. 84): 


=! VER EV ir Gar V ) 


a/ı a a 
2 _ 8 (i4l 
272 Io. (+7). 
Folglich if: 
_ ab x y 
Sector OmA = * log. (= + 2), 


We daß die Fläche zwilchen der Hyperbel und ihren Aſymptotes 
unendlich if. 
Die Fläche der Hyperbel hängt ebenfo von einer logarithmiſchen Functicn 
ab, wie die Fläche der Ellipſe von einer Kreisfunction. Die zwifchen ber 
Eilipfe und Hyperbel /ſtattfindende geometrifche Analogie entfpricht der Analogie 
der trigonometriichen/ und der Erponentialfunctionen und ihre inverfen Function‘ 
ben Kreisbogen und den Logarithmen. 

; Da die Gleichung der auf ihre Afymptoten bezogenen gleichfeitigen Hy 

erbel : 
p f a 
x) 72’ 

it, fo wird dié Größe der zwifchen den Ordinaten, welche den Absciffen x, 
x, entiprecheng liegenden afymptotifchen Fläche ausgedrückt durch: 


r 


; a? x dx a? x 

’ a=_ = — lg (—); 

N 2/ -=5 I. (2): * 
und wenn Yan a * Vʒ, x,—=1 fest, fo hat man blos a = log. x, De 
Neperichen Logarithmen können alfo, als durch die Flächen einer gleichfeitiges 
an gedrüdt, betrachtet werden, aus weldem Grunde man fie and 
eit Langer Zeit hyperboliſche Logarithmen genannt hat, welche Benennum 
aber ganz unſchicklich if, weil, wenn man der Eonflante a einen fchidliche 
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Ber gt, die durch die Gleichnng (1) beſtimmte Function a ebenfo gut jedes 
were Logarithmenſyſtem ausdrückt, und in der That ergeben ſich die Loga- 
Eisen für eine beliebige Bafis befanntlih aus den Neper'ſchen Logarithmen, 
kun man biefe durch einen für jede Bafis conflanten Mobulus multiplicirt 
$. 64). 
Nach S. 99 findet die Gleichung (1) nicht mehr flatt, wenn ver Werth 
=0, welcher den Coefficienten von dx unter dem Integralzeichen Sf unend- 
d macht, zwiſchen die Integrationsgrenzen fällt, und folglich könnte man 
rch diefe Formel nicht die Fläche ausprüden, welche zwifchen zwei DOrbinaten 
t entgegengefetten Zeichen, die alfo beiden Zweigen der Curve angehören, Tiegt. 
Man kann immer mittelft Additionen oder Subtractionen gerabliniger Po⸗ 
jone zu ober von ber Fläche emer auf ein Syſtem geradliniger, fchiefer oder - 
htwinkliger Coordinaten bezogenen Curve zu der Flaͤche diefer anf ein an- 
e8 geradliniges Coorbinatenfyftem bezogenen Curve übergehen, und hierin 
zt der Grund, daß die logarithmiſche Function, welche Fi bei der Berech⸗ 
ig der Fläche der auf ihre Afymptoten bezogenen Hyperbel unmittelbar dar⸗ 
tet, in Folge der verſchiedenen Transformationen wieder erfcheint, wenn 
n die Hyperbel auf ihre Aren bezieht. 


$. 340. Wenn man die Gleichung der logarithmiſchen Linie auf die Form 
= e* bringt, fo bat man: 


=/ edx oe —1, 
0 


(her Werth fih fürx — —w auf — 1 rebucirt. Folglich Hat die zwi 
en der Drbinate OB (Fig. 79), zwifchen ver auf der Seite der negativen 
sciſſen ins Unendliche fortlaufenden Curve BM’ und zwifchen der ebenfalls 
; Unenvlihe fortlaufenden Afymptote OX Tiegende Flähe einen endlichen 
erth und Bi der Fläche des aus ber geraden Linie OB conftruirten Dun» 
‚tes gleich. 

Wenn die Eyeloive, wie im $. 176, durch das Syſtem ber beiben 
leichungen: 

x=R(y—sin.Y), y=R(1 — cos ꝙ), 

Sgedrüdt wird, fo hat man: 


— /" — ? A— eos. m)? 
=/, yie=Rı / (1 — eos. G)? dp 


zR?(29 — 2 sin. + !sin.29). 


tan nimmt = 27 zur obern Grenze des Integrales, um die zwiſchen 
nem einzelnen Cycloidenbogen und der Bafis der Eycloive liegende Fläche zu 
halten, welhe man Sa — 37 Re findet, d. h. fie iſt dreimal fo groß, als 
e Fläche des erzeugenden Kreiſes. Die vorhergehende Formel erftredt ſich 
ıh auf beliebige Werthe von ꝙ und auf die Quadratur von einer beliebigen 
nzahl von Cycloidenbogen eingefchloffener Flächen. 


$. 341. Die von einer ebenen Curve eingeſchloſſene Fläche ift eine von 
m Coordinatenfyfteme, auf welches man die Curve bezieht, unabhängige 
röße und diefe Fläche, welche wir mit U bezeichnen wollen, iſt e8 gewöhn⸗ 
b, welche man in dem Probleme der Duabratur beflimmen will. Wenn bie 
sye eine algebraifhe ift, fo gibt ihre Gleichung Flx,y)—=0 wenigftens 
wei derfelben Abscifje entiprechende Wurzeln y=f,x,y=/f,x, und in Dies 
m Kalle dat man: 


30 _ 


Um Un-r9u=/ F, xax — , xdz: 
29 xo 20 
wo F, x die Drbinate des Bogens m, n, m, (dig. 80), f,x bie bes 
gend m, n, m, und x,, x, bie Absciffen der geraden Linien m, p,. 
ı bezeichnen, welche die Curve parallel zu der Are der y begrenzen. 
ogen m, n, m,, ın, n, m, fönnten übrigens verfchiebenen algebrai 
oder nicht algebrasfchen Curven angehören, und in ihrem Verlaufe Stetig 
unterbrechungen der zweiten oder einer höhern Ordnung erfahren. Das 
tegral U würde fich leicht in eine größere Anzahl einzelner Integrale zer: 
faffen ‚, wenn die geſchloſſene Eurve verfchiedene Biegungen darböte, wir 
in Fig. 81 angegebenen. 
Da das Differenzial ber Fläche einer durch Polarcoordinaten ausget 
ten Curve 
du=1r2dp 


iſt (F. 180) fo wirb die ganze Fläche der Eure durch die Formel: 


_1i fi: 
=, / np 


ausgedrückt, in welche man für r2 feinen burd die Polargleichung der C 
gegebenen Werth als Function von g fubftituiren muß. Wenn die Curve 
eichloffene ift und der Pol vder der Anfangspunft der Rabdienvectoren ıı 
—* derſelben liegt, fo daß r2 für jeden zwiſchen O und 2 liegenden U 
von g einen einzigen reellen Werth hat, h if: 


1 In 
U=_— 2dop. 
I. ., 


Wenn die Curve wieder gefchloffen iſt, und der Pol innerhalb derfi 
liegt, fo kann es, wenn fie Biegungen barbietet, gefchehen, daß r? für 
zwiichen gewiffen Grenzen liegenden Werthe von @, drei, fünf, oder ü 
haupt eine ungerade Anzahl reeller Werthe hat. Wenn dagegen ver 
außerhalb der von der Curve umfchloffenen Fläche läge, fo würde r? in 
eine gerade Anzahl reeller Wurzeln haben, und in allen dieſen Fällen 
fih das Integral U in verfchiedene einzelne Integrale zerlegen, wovon j 
feine befondere Grenzen hat. 


1. Rectification ver Eurven. 


$. 342, Das Problem der Rectification der Curven iſt eine wid 
Anwendung der Integralrechnung, und wir glauben daher, hier etwas t 
in biefen Gegenſtand eingehen zu müffen, als es gewöhnlich gefchieht. 

Wenn man die Länge des Bogens einer Curve, deren rechtwin; 
Coordinaten-x und fx find, mit s bezeichnet, fo hat man ($. 174): 


de=Y 1-+ (x)? «dx 


af" VIFED in, 


wo x, bie Absciffe des Punktes der Curve ift, von welchem aus ver Bı 
gemeflen wird. 

Soll der Evefficient von dx unter dem Sntegralzeichen f unendlich ı 
ben, fo iſt erforderlich, aber auch zureichend, daß fix ebenfalls dur das 
endliche gebt; aber ſelbſt in diefem Falle wird die Formel (s) nicht illuſor 


und folglich: 
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an fx einen enblihen Werth behält. Denn es fei & der Werth von x, 
[cher f!x unendlih macht, fo behält nach dem im $. 322 Gefagten fx den- 
ch einen endlichen Werth, wenn das Product (x — E) ſix gegen einen end» 
ben Werth oder gegen Null convergirt, während fih x dem Werthe & immer 
hr und mehr nähert. Diefe Grenze des Werthes von fx ift aber feine 
dere, als die des Probucteg: 


@—-HY/1+l)?, 
d folglich bleibt die Formel (s) immer anwendbar, wenn die Ordinate der 
rve einen endlichen Werth behält, obgleich die Tangente verfelben auf der 
e der x ſenkrecht wird. . 
Diefe Formel würde unbrauchbar werben, aber auf eine andere Weife, 
an fx und f’x für gewiffe Werthe von x imaginär würden, und die Wur⸗ 


größe „/ 1-1-(f!x)2 dennoch reell bliebe. Wenn man 5. B. 
=V ı_ 1 
er ($. 339): 


fx = 5 xy 2 —1— > log. (x + Y x2—1) + const. 
tte, fo gäbe die Formel (6): 


x 1 
= xix = — (x? — x,?) 

X, 2 
d der Werth von s würde fogar für kleinere Zahlenwerthe von x als bie 
nheit, welche ſix und fx imaginaͤr machen, reell bleiben, 


$. 343. Die Wurzelgröße: 
Vi» —=R 

iß im Allgemeinen innerhalb der ganzen Ausvehnung der integration mit 
mfelben Zeichen genommen werben, damit der Werth des Bogens pofitiv tft, 
mn feine Endpunkte jenfeits des zum Anfangspunfte der Bogen genommenen 
mktes Tiegen und negativ, wenn biefe Endpunkte des Bogens dieſſeits dieſes 
ıfangspunftes Tiegen, ober et Wenn alfo das Integral unter end- 
ber Form erhalten werben kann, fo muß die wieder darin erfcheinende Wur- 
größe R nicht als mit dem doppelten Zeichen behaftet betrachtet werden ($. 299), 
gegen die etwa in (fx)? vorfommenden Wurzelgrößen, welche von ben viel« 
hen Zweigen der Curve herrühren, in dem Integrale das doppelte Zeichen 
ben müflen, damit der Austrud für den Bogen der Curve feine ganze All- 
meinbeit behält und nicht blos auf einen, fondern auf alle Zweige der Eurve 
wendbar ifl. 

Wenn die Curve in Beziehung auf eine zu der Are der x parallele gerabe 
nie zwei ſymmetriſche Zweige hätte, fo hätte f!x zwar zwei gleiche und ent- 
gengefeßte Zahlenwerthe; aber das Duadrat (f!x)?, welches in dem Inte⸗ 
ale (s) vorfommt, würde nur einen einzigen Werth haben. Wenn fich in 
eſem Falle die beiven Eurvenzweige in einem zum Anfangspunfte der Bogen 
nommenen Punkte m, (Fig. 82) vereinigten, fo müßte die Wurzelgröße R 
t dem doppelten Zetchen genommen werben, damit verfelben Absciſſe Oop x 
wei Bogen m, m, m, m!, wovon ber eine pofitiv und der andere negativ 
entſprechen könnten. 

Wenn dagegen die beiden im Punkte m, (Fig. 83) zuſammenſtoßenden 
urvenzweige nicht in Beziehung auf eine zu der Are ver x parallele gerade 
inie ſymmetriſch wären, fo würbe die Größe (fx)? eine Wurzelgröße o ent- 

Eournot, Theorie der Functionen ıc. 23 


« 
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halten, nnd man müßte alsdann in dem Integrale das Zeichen -I der Bur- 
zelgröße R mit tem, dem Eurvenzweige m, m entfpredhenden Zeichen ber | 
Wirzelgröße 0, dagegen das Zeihen — der Wurzelgröße R mit dem, den 
Eurvenzweige m, m! entiprechenden Zeichen der Wurzelgröße o verbinden, 

und alle übrigen Verbindungen zwifchen ven Zeichen diefer Wurzelgrößen müßten 

als unzuläflig verworfen werden. 

Man fieht alfo, daß man, um die analytifchen Formeln den Formen ver 
zu rechfieirenden Curven entſprechend zu machen, diefen Formeln bald ale 
algebraifhe Ausdehnung, welche fie nur geftatten, geben, und bald dieſe alge⸗ 
braiſche Allgemeinheit befchränfen muß. 


$. 344. Wir wollen zunädhft die Rectificationsformel auf die gewößs- 
liche Parabel anwenden, deren Gleichung wir auf folgende Form bringen wollen: 


m 
= — +» xı?, 
’—7 


Nimmt man den Anfangspunft der Bogen im Scheitel der Parabel an, fo 
bat man: 
=f Yilm x? · dx ⸗ —R x? 


4 log. (m + /i+mr) 


Es iſt leicht einzufehen, daß dieſer Ausdruck denſelben Zahlenwerth erhält, 
aber das Zeichen verändert, wenn man x in — x verwandelt, was auch mi 
der Lage der Parabel gegen die Aren übereinflimmt. Uebrigens fann man bie 
Wurzelgröße „/ 1-4 m? x? nicht negativ nehmen, weil man fonfl einen im 
ginären Logarithmus erhalten würde. 


b; * wollen nun bie Neil'ſche Parabel ($. 197) betrachten, ihrer Gleichung 
ie Form; 








my? — x? 
geben und den Anfangspunft der Coordinaten, welcher ein Wendepunft der 


erften Art ift, zum Anfangspunfte der Bogen nehmen (Fig. 53); fo gibt die 
Formel (8): 


ı 1,,9 x 8 g" xy 
— 1 — · — ⸗ 2 — —⸗2 — — J — ⸗ 3 
⸗ Nyv't m 8-7 | /c# -) IC 
Diefe Formel gehört unter den im $. 342 angeführten Ausnahmefall und müfte 


für s imaginäre Werthe geben, fobald x negative Werthe annähme, während 
fie einen reellen Werth für s gibt, fo lange x zwifchen den Grenzen O und — 


* m liegt. 


Bekanntlich iſt die Neil'ſche Parabel die Evolute einer gewöhnlichen Pa⸗ 
rabel ($. 197) und aus der Theorie ver Evoluten ebener Curven folgt, daß 
fi der Unterfhied der Krümmungshalbmefjer einer algebraifchen Curve für 
zwei verſchiedene Punkte (x,, Jo)r (X, , Yı) derfelben, over was daſſelbe 
if, daß fi die Länge des Bogens der Evolute diefer Curve zwiſchen bes 
Punkten (Sg, Yadı (Sır 9,1) welches die den Punkten (x,, Yo)ı (X, F,) 
entfprechenden Krümmungsmittelpunfte der Evolvente find, immer algebraild 
ausbrüden läßt, Andererſeits fönmen die Coorbinaten Eu, 705 5, , 7, immer 
durch die Eoorbinaten x,, Yo; Xır Yı algebraiſch ausgedrädt werden, und 
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amgefehrt. Folglich müffen alle Eurven, welche Evoluten algebraifcher Curven 
find, wie die Neil'ſche Parabel, rectificabel fein, d. h. bie Länge ihres 
Bogens muß ſich durch eine algebraifche Function der Coorbinaten feiner End« 
yankte ausbrüden laflen. 


Der Theil der Are der x, deffen Endpunfte, die Abscifinx—0,x = — 
ne haben umd in deſſen Ausdehnung die Formel (3) unbrauchbar wird, iſt 
der Krümmungshalbmefler des Scheiteld ver parabolifhen Evolvente. 


$. 345. Alles im lebten Kapitel über die Eigenſchaften der elliptifchen 
Junction der zweiten Art Gefagte läßt ſich unmittelbar auf die Vergleichung 
eliptifcher Bogen anwenden. So drüdt 3. B. die Gleichung (12) im 6. 334 
eine Iineare Relation zwifchen ven Längen dreier auf berfelben Ellipſe genom- 
mener Bogen, beren Amplituden die drei Seiten eines gewilfen fphärifchen 
Dreieckes meflen, aus, und vermöge der Formel (21) wird die Rectification 
einer beliebigen Ellipfe auf die einer fehr excentriſchen Ellipfe, deren Bogen 
faft mit Theilen ver geraden Linie zufammenfallen, ober umgefehrt auf bie 
Rertification einer fehr wenig excentriſchen Ellipfe, deren Bogen faft mit venen 
des Kreifes zufammenfallen, zurüdgeführt. 
’ a Gleichung der auf ihren Mittelpunft und ihre Aren bezogenen Hy- 
perbel iſt: 





x? 72 _ 
a?  b 1, 
md wenn man 
‚a2 — cd, x — a 
a? 4. b2 — sin. 


ſett, fo wirb bie Länge bes von dem Scheitel eines Zweiges ber Curve aus 
gezählten Bogens derfelben ausgedrückt durch: 


7 — — 2 
— iry SE nt [Vi 
ce a x? — a? © Kid 
| 


sin.?cp 
Aber die theilweife Integration gibt: 


— dp — — cos.? ꝙdꝙ 
fi —c2sin.? —5 2 a rtgeV ie ‚sin.?p—c? — 





und andererſeits bat man: 


cos.ꝰ ꝙ 1—.c? 1 


1 — — 
——— * — +, 1—e2sin. ?9— - — ⸗——— —3— 
Vi—eisin.2p ce? v ⸗ e⸗ V 1—c2sin.2p 


folglich : 
ı= — [eor2 . Y1—csin.2p —+E(c,p)—E(c)— (1—e?)[F(e,p) ro], 


N daß der Bogen der Hyperbel durch zwei elliptifche Functionen der erſten 
uud zweiten Art ausgebrüdt wird. 


Bermittellt ver Gleihimgen (17) und. (18) im $. 335 Tann ‚man bie 
Functionen F(c,p), Flo) fortfhaffen, woburd man erhält: 
— = c0t.g*+ Y1—sin.2y — 2 sin. + E(c) — E(c,Y) 
+21 +9EC 9 I) —A+OELCE). 25 
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Die Rectification der Hyperbel iſt alfo auf bie zweier Ellipſen von ver- 
—— Excentricitäͤten zurückgeführt, welcher Lehrſatz von Landen ent 
deckt i 

Um zu finden, was in dieſem Falle die Amplitude ꝙ bedentet, wollen wir 
aus dem Punfte O als Mittelpunkt mit der Halbare OA (Fig. 84) als Halb 
mefler einen Kreis befchreiben, von dem der Absciffe x entfprechenden Punkte 
m die Ordinate mp fällen und durch den Fußpunkt p derfelben eine gerade 
Linie ziehen, welche den Kreis in t berührt; fo ıf: 

a a 
008. tOp * sin. BOt ' 
und folglich Winkel BOt ꝙ. 

Wenn man die Ordinate pm bis zum Durchfchneiven der Afymptote in 

n verlängert und die Länge Oa=r fett, fo if: 


— b2 _XxX_ a 
— Van Te Teceningy' 
folglich: 


2 — Sr + 2c sin. 9— E(c) 4 E (c,$) 
— 21 +9)El,p)+ (I +OECE}). 
Wenn man in biefem Ausdrucke 9=0 fegt, welches x O entſpricht, 
fo hat man: 
sap O, Els)=0, Y9,=0, ER, )I=0, 
während das Glied: 





1—cos.9/ 1—c?sin.2Y 
sin. ꝙ 
unter der Form 2 erfiheint, und fih nach der bekannten Regel auf Null re⸗ 
ducirt. Man bat alfo in diefem Falle: 
{r—)=(1 + o)E(e,)—E(e), 


d. h., wenn bie Länge Am, On ohne Ende zunehmen, fo convergirt die Dif 
fereng On — Am gegen die Grenze: 


[+ 9)E()—EQ)). 
6. 346. Im $. 180 haben wir für das Differenzial des Bogens einer 

ebenen Curve, in Polarcoordinaten ausgebrüdt, gefunden: 

d=yY dr + r2dg?, 
und hieraus folgt: 
= /"VYio = /VR 
s5* fp+dp, oder =/ fr »dr, 

Po T, 


je nachdem man bie Veraͤnderliche r ober bie Veraͤnderliche 9 vermittelft ber 
Polargleigung ber Curve eliminiren will, 
o verwandelt ſich 3. B. die Gleichung der Lemmiscate: 


= (x), ($. 213) 
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bh Polarcoordinaten ausgebrädt, in: 

r? — a2 (cos.2p —sin.? 9), 
b wenn man ben Punkt A (Fig. 60), wo die Lemniscate die Are ber x 
neidet, zum Anfangspunfte der Bogen nimmt, fo hat man: 








8 0) do 
a — — . 4 
a S. V 'cos.2 Y—sin.?Q 8 
etzt man: 
sin. 9 — — ® sin. W, 
v3 
verwandelt fih dieſer Ausprud in: 


s 1 17 dı 1 ( 1 

- 2 — ———— = — —- 5 

a vVıyYo Vi1-jid Vs ze’) © 

Die Eigenſchaften der elliptiichen Function der erflen Art Iaffen fich alſo 
Eigenſchaften der Lemniscate umfegen, welde in dieſer Beziehung fehr 
erkwuͤrdige Analogieen mit dem Kreife darbietet. Fagnani ıfl der erfte, 
elher die Lemniscate in dieſer Beziehung unterfudht hat, und feine Unter- 
dungen bilden den Anfang ver Theorie der elliptiihen Funetionen. 

Es ift zu bemerken, daß vie Gleichungen (4) oder (5) die Werthe von s 
x für die zwifchen — im und 1 liegenden Werthe von @, over für bie 
hen — 4 zz und 4 rn Tiegenden Werthe von Y geben, fo daß fie fi 
ht über den Inflexionspunkt der Lemniscate erſtrecken. 


$. 347. Da die Differenzialgleihung der Eycloive: 
ds _ V2Ry—y? 
LE Zu 


(6. 17ND, fo Hat man, wenn bie Bogen vom Anfangspunkte ber Coor⸗ 
naten aus gezählt werben: 


s—Yy m. = 2) 2R « / 2R—y. 
0 V2R—y 

Diefer Ausoruf von s durch y wird offenbar für negative Werthe von y 
brauchbar, weil bie durch die Formel gegebenen zugehörigen Werthe von s 
el und negativ würden, obgleich fich die Curve durchaus nicht auf die Seite 
r negativen y erfiredt. Die lebte Formel gibt den Werth von s auch nur 
ir einen einzigen Cycloidenbogen und hat folglich nicht die der geometrifchen 
kfchreibung der Curve entiprecdende Allgemeinheit, Man muß fogar, um bie 
ormel auf einen ganzen Cycloidenbogen zu erfveden, die in dem Werthe von 
vorfommende Wurzelgröße fuccefive mit verſchiedenen Zeichen nehmen, und 
le diefe Anomalien erklären ſich nach den weiter oben ($. 342 und 343) ge- 
achten Bemerkungen. 

Wenn man y—=2R nimmt, fo erhält man die Länge eines halben 
ycloidenbogens s— AR, was mit dem bei der Beflimmung der Evolute der 
xloive erhaltenen Refultate übereinflimmt ($. 193). 

Der Ausdrud für die Ränge des Cycloidenbogens nimmt eine fehr ein⸗ 
ihe Form an, wenn der Scheitel @ (Fig. 42) eines Cycloidenbogens zum 
Infangspunfte der Bogen, fowie auch zum Anfangspunfte der von Q nad) S 
nählten Ordinaten y genommen wird, Ib. h., wenn man AR —s für s und 
R—y flatt y ſetzt, wodurch man den Werth: 
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s—2,y 2Ry 


erhält, welchen man wegen der Symmetrie der Eure in Beziehung auf bie 
gerade Linie QS mit dem doppelten Zeichen nehmen muß. 

Der Bogen der Iogarithmifhen Spirate, deren Polargleihung r = eo"? 
ift (F. 181), wird durch die Formel: 


x. _ V ım \ ın? 
=/ V im ep — —— (emp empe) ⸗ in 1) 


ausgedrückt, welche eine fehr einfache Folge von ber charakteriftifchen Eigen⸗ 
ſchaft diefer Spirale ift, daß fie alle Radienvectoren unter einem confanten 


Winkel durchfchneivet, defien Coſinus = — iſt. 


$. 348. Es fein y—=fx, z— fx, die Gleichungen einer Curve im 
Raume, und x, fei die Absciffe des Punktes der Curve, welcher zum A 
fangspunfte ver Bogen genommen wird, fo hat man ($. 223): 


= VIFES FORT Er ($) 


Es iſt Mar, daß die Wurzelgröße nicht blos in dem Falle, wo ſix un 
fix imaginär, aber ihre Quadrate reell find, fondern auch in dem Falle, wo 
die imaginären Theile von (fix), (f!x)2, abgefehen vom Zeichen, einander 
gleich find, reell bleiben Tann. Alsdann wird die Formel für die Rectiftcation 
der Curven von doppelter Krümmung ebenfowohl unbrauchbar, als bie Kormel 
für die Rectification ebener Curven. 

Um von der Formel (S) eine Anwendung zu geben, wollen wir hie 
Schraubenlinie nehmen, welche nah $. 234 durch das Syſtem der drei 
Gleichungen: 





x—Rco.g, y — Rain. , z=aRy, 
ausgedrückt wird, woraus folgt: 
dx — Resin. 00, dy=—BRcos. gdy, ds=aRdy, 
und folglich if: 


dy 
fx= — = — ot. = — = — : 
* dx cet. p. PX dx sin. p’ 





= RV a2 I: dy=RV 1-Ta2:.(9—9,). 


Denfelben Ausdruck hätte man auch direct erhalten können, wenn man ermägt 
daß ſich die Schraubenlinie in eine gerade Linie verwandelt, wenn man die 
cylindriſche Fläche, in welcher fie ſich befindet, abwickelt. 


Ir. Gubatur der Rotationsförper. 


$. 349. Die Beftimmung des Volumens eines Rotationskörpers läßt ſich 
leicht auf die Duadraturen oder auf die Integration der Differenzialfunctionet 
mit einer einzigen veränberlihen Größe zurüdführen; denn wenn man die Ro— 
tationsare für die der x nimmt und y— fx die Ordinate der Meridiancurve, 
v das Volumen einer Schicht des Körpers, welche zwifchen zwei auf ver Re 
tationsare fenkrechten Ebenen liegt, deren Absciffen refp. die Conflante x, un 
die Veränderlihe x find, bezeichnet; fo Liegt das Increment Av zwifchen den 
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Sylinder, deffen Volumen = wy2Ix, und zwifhen dem Cylinder, deſſen 
Volumen — n(y-+.ly)?Ix ift, wenigftens wenn man Ix fo flein nimmt, 
daß die Ordinate y in dem Intervalle x befländig zu⸗ oder befländig ab» 
nimmt. Nun ıft aber: 





im. zy? Ax 1: 
als + de ° 
folglich: y 
lim. * — 1, oder dv—ay?ds, 
und mithin: 


mm (ia. 
JS X 


Die legte Formel wird bei geometrifchen Anwendungen unbrauchbar, wenn 
(fx)? eine reelle Größe bleibt, wenngleih fx einen imaginären Werth an- 
nimmt. 


Die Meridiancurve ſei die Ellipſe: 
y’ — (a? — x2), 


und wir wollen x, — ſetzen, fo erhalten wir den Ausdruck: 


b2 x nb2 xꝰ 
au) (a? ayle= (ex ' 


welcher für beliebige Werthe von x reell und für Heinere Werthe von x, als 
ay 3, pofitiv bleibt, während fi) die Meridiancurve nicht über die Absciffe 


a hinauserſtreckt. Die Formel gibt das Volumen des ganzen Rotationsellir- 
ſoides — zmab2, 


Wir wollen nun noch das Volumen des ringfürmigen Körpers zu beſtim⸗ 
men fuchen, welcher durch die Umdrehung des Kreifes DNM/N! (Fig. 73) um 
die in der Ebene dieſes Kreifes gezogene und zur Are der x genommene gerade 
Linie PP! befchrieben wird. Die Are der y legen wir durch den Mittelpunkt 
des Rreifes von dem Halbmeffer r, indem die Orbinate des Mittelpunftes durch 
R bezeichnet wird, fo daß: 


yj —R-+V x, 
y, -R-Vr_x, 


die Orbinaten der Halbfreife MNM’, MN‘M/ find, und alsdann wird dag 
Volumen des Ringes ausgetrüdt durch: 


— A (y: y)ımanR / Vr2—x2 .dx, 
Aber nach $. 338 iſt: 

VRR n x ——— F2 »arcı sin. © 4 const,; 
folglich : 


| 


‚— 212r?R, 


IV. Quadratur der Rotationsoberflächen. 


6. 350. Wenn man in den Merediandurchſchnitt einer Rotationsober 
fläche ein Vieleck befchreibt und ſich daſſelbe mit ber umfchriebenen Curve um | 
die Rotationsare drehen läßt, fo befchreibt jede Vielecksſeite die abwidelbare 
Fläche eines abgeftumpften Kegels. Nun verfteht man aber unter dem Flächen 
inhalt einer Rotationsfläche die Gränze, welcher fih tie Summe dieſer Kegel 
flägen ohne Ende nähert, wenn die Seiten des eben erwähnten Bieledes ohne 
Ende abnehmen, ober wenn fih das in die Meridiancurve befchriebene Bieled 
biefer Curve immer mehr und mehr nähert und zuletzt damit zufammenfäll, 
Diefe Definition iſt der analog, welche wir im $. 174 von ber Länge frummer 
Linien gegeben haben, und wir werben in dem folgenden Kapitel, wo von ber 
Beftimmung des Flächeninhaltes beliebiger Irummer Flächen die Rebe fein wirt, 
wieber auf diefen Begenfland zurüdfonmen. 

Wenn wir alle Bezeichnungen im vorhergehenden $. beibehalten und mi 
u den Flaͤcheninhalt des Theile der Rotationsfläche bezeichnen, welcher zwi⸗ 
fhen ven beiden auf der Are ber x ſenkrechten Ebenen liegt, fo wirb ver 
Flaͤcheninhalt der Kegelflähe, welche buch vie die beiben Punkte (xy), 
(x -+ fx, y -Ay) verbindende Seite des eingefchriebenen Vieleckes erzeugt 
wird, ausgebrüdt durch: 


n(2y + Ay)Y I +4, 
und bie Grenze ihres Berhältniffes zu dem Jucremente Ax if: 


my 14. 
Nah der Definition ver Größe u hat man alfo: 


du _ dy? 
> y 1427 


am2r f tx) 1-+-(fa)2 dx. 
x 

Diefe Formel kaun bei geometrifchen Anwendungen für gewiffe Werthe von x 
unbrauchbar werden, wenn die Function unter dem Spntegralgeichen / rel 
bleibt, während fx imaginäre Werthe annimmt. 

Wenden wir diefe Formel auf das weiter oben betrachtete Rotationsellip 
foid an, fo haben wir: 

2 


b x a2? — b 
um./ V.- m x? «dx, 
Wir wollen zuvörberfi das Ellipſoid Länglih ober a > b annehmen mb 
at — bi = c2 feßen, fo kommt: 


a2 
— 75 
ab ey ı-8 4 . sin. Y). 
Man könnte der Veraͤnderlichen x Werthe beilegen, welche größer ale ⸗ 
und kleiner als - find, ohne daß der Ausdruck von u aufhörte, reell zu fein‘ 


woraus folgt: | 
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lein man würde alsdann bie Grenzen ber geometrifhen Bedingungen ber 
ufgabe überfchreiten.. Die vorhergehende Formel gibt für die ganze Ober- 
äche des länglichen Ellipſoides: 


2r(b? + ab arc. sin. c). 


Benn e— 0 if, fo hat mn ab, — 


befannten Ausdruck für die Kugeloberfläche wieber. 

Wir wollen zweitens das Ellipſoid abgeplattet oder a < b annehmen und 
2__ 22 
bi —a = c? ſetzen, fo erhalten wir den Ausdruck: 


ul Var ion u, Se), 


welcher für beliebige Werthe von x reell bleibt, und woraus ſich die ganze 
Oberfläche des abgeplatteten Eltipfoibes 


27 [® +2 log. (@ ) 


ergibt. Wenn c — 0 iſt, fo findet man, daß der Ausdruck: 
log. 1. (7) + -) 


ft, und man kommt auf biefe Beife wieder auf ben bekannten Ausdruck für 
bie Rugeloberfläche. 


Die dur die Umdrehung des Kreiſes MNMN’ (Fig. 73) erzeugte ring- 
formige Fläche wird ausgedrüdt dur: 


(nv 1+%% 4, V 14 ]as 


— AnıR —— — yrarR 
u ya — rBR. 


a das Probuct der beiden Kreisumfänge, deren Halbmefler r und 





—1, und man erhält den 














=2 


— — — — — — 


Sechstes Rapitel. 


Vielfache beſtimmte Integrale. — Geometriſche und phyſikaliſche Ans 
wendungen derfelben. — 





$. 351. Es fei f (x,y) eine Function mit zwei mabhängigen Veraͤnder⸗ 
lihen x,y, welche nach der Vorausſetzung innerhalb der Grenzen x,, x; or 
yimmer enbliche Wertbe behält; fo kann man zunähft die Summe ber un- 
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endlich Fleinen Werihe von f (x,y) dy zwiſchen ben Grenzen y,, y nehmen, 
und diefe Summe oder das beflimmte Integral: 


JS: “ f(z,y)dy 


ift alsdann eine gewifle Function von x. Wenn man hierauf die Summe ber 
unendlich Meinen Werthe von: 


( H fxy)dy )ax 


zwifchen ben Grenzen x,, x, ober das doppelte beflimmte Integral: 


SI, na) 


ober, indem man ber Kürze wegen bie Klammern wegläßt: 


YA - YA f(sıy)dydx, (e) 


nimmt, fo ift diefe Summe offenbar die Summe alfer unendlich Fleinen Werthe 
der zweiten Ordnung, welche die Function: 


f(x,y)dydx 
annimmt, wenn man darin x fi) zwifchen ben Grenzen x,, x nach unenbliä 
Heinen Incrementen dx, und y zwifchen ben Grenzen y,, y fi) nach unend- 
ih Heinen Incrementen dy ändern laßt, 

Mit andern Worten, wenn man das Intervall x — x, in m gleiche Theile 
JIx, und das Intervall y— y, in n gleiche Theile Iy theilt und die Summe 
aller Werthe der Function: 

f(x,y) Ay Ax (b) 
nimmt, indem man alle Werthe von x in der Reihe: 
Xor x, + fx, x, +2Ix,...x, +(m— 1) fx 
mit allen Wertben von yein ber Reihe: 


Ye on tNı yo +21... I +(a—1)4y 
verbindet; fo convergirt diefe Summe deſto mehr gegen eine gewiffe Grenze, 
welche der genaue Werth des doppelten Integrales (a) ift, je größer die Zu 
len m und n, oder je Feiner die Differenzen Ax, Ay genommen werben. 
Hieraus folgt, daß die Ordnung ber Integrationen auf ten Werth ted 
doppelten Integrales Feinen Einfluß hat und daß man folglich ohne Unterſchied 


NEIN eamarde, er Sf? /” Ham)ardy 
X, Yo Yo X. 


ſchreiben Tann. 


$. 352. Wenn man die Fläche confiruirt, deren rechtwinklige Coorbine 
ten x, y und z= f(x,y) find; fo drüdt die Größe (b) das Volumen eine 
rechtwinkligen Parallelepipedums aus, welches das Product Ax + Iy zur Grund⸗ 
flähe und die Ordinate z zur Höhe hat. Die Durchichnittslinie der Seiten⸗ 
flächen diefes Parallelepipedums mit der frummen Oberfläche bilden ein frumm- 
Iiniges Viereck, deſſen Projection auf die Ebene ver xy das Rechteck Ax +» Ay 
iſt. Das Volumen zwiſchen dieſen GSeitenflähen, ter Grundflähe des Pa⸗ 
rallelepipedums (G) umd der Fläche == f(x,y) ift von dem Bolumen te 
Parallelepipedums (b) nur um ein gewilles Bolumen (2), kleiner al 
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fx + Sy + (As) verfihieden, wo (Is) den Unterſchied der aͤußerſten Werthe 
zeichnet, welche die Ordinate z für die Punkte ver krummen Oberfläche an- 
immt, bie fi) auf ver Ebene der xy in das Innere ober auf den Umfang 
ed Nechtedes AxAy projiciren. Wenn die Function z feine Unterbrechung 
ver Stetigkeit von der erften Ordnung erfährt; fo iſt (1z) eine Größe von 
erfelben Größenordnung als Ax, Ay. Wenn allo Ax, Ay fehr Heine 
Srößen der erften Orbnung find, in welchem Falle das Volumen des Pa- 
rallelepipedums (b) eine fehr Fleine Größe der zweiten Ordnung tft; fo rebueirt 
ſich das Volumen (8) auf eine fehr Meine Größe der britten Orbnung. Das 
integral (a), welches die Grenze ift, gegen welche die Summe der Größen 
(db) ohne Ende convergirt, wenn die Dimenfionen Ix, Ay ohne Ende ab» 
nehmen, ift alfo das Maß des Volumens, welches von ver Ebene ber xy, 
von der krummen Fläche und von vier Ebenen begrenzt wird, wovon zwei in 
ven Entfernungen y,, y zu der Ebene ver xz parallel gelegt find. 
Der Duotient: 


JS. J, enter — f(x,y)dydx 
X, Yo _U X Yo 


— — — SU EEE 


VA Yayı RR) -50) 
X, Yo 


drückt auch das Mittel aus allen unendlich vielen Werthen aus, welche bie 

Höhe =, oder allgemeiner, die Function f(x, y), welche irgend eine geometrifche 

ober phyficalifche Bedeutung haben Tann ($. 33) für alle Punkte der Ebene 

der xy annimmt, welche innerhalb des Rechteckes Tiegen, welches durch den 

ihn diefer Ebene mit den vier oben erwähnten fenfrechten Ebenen ge⸗ 
wird. 


6. 353. Wenn man die in dem Ausdrucke (a) angedeuteten beiden In⸗ 
tegrationen verrichtet hat, fo ift das erhaltene Refultat eine Function der 
obern Grenzen x, y, welches wir mit F(x,y) bezeichnen wollen, fo daß nach 
der Definition: 


4 d 
dx yo dy x 


d2F(x,y) _ d2F(x,y) _ 
ni u f(x,y) (e) 





Wenn man durch irgend welches Mittel eine Function F (x, y) finden 
Sonne, welche der Gleichung (c) genügte, fo würde, wenn bie Function 
f(x,y) gegeben ift, jebe andere Function von der Form: 

Fay)+gYx+Yy, (c,) 
wo p, I ganz willkürliche Functionen bezeichnen, der Gleichung (c) ebenfalls 
Genüge leiften. Denn wenn man von ber Function (e,) die partielle Ablei- 
tung in Beziehung auf x nimmt, fo verfchwindet die Function y, und wenn 
man hierauf von der Function: 


dF (x,y) dpx 

ik r dx 
bie partielle Ableitung in Beziehung auf y nimmt, fo verfehwindet die Function 
dyx und das Nefultat würde ganz daffelbe fein, wenn man bie beiven Dif- 


dx 
ferenziationen in umgelehrter Ordnung verrichtete. 
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Um eine Function F(x,y) zu finden, welche der Gleichung (ec) Genüge 
leiftet, braucht man zuvörderſt nur das unbeftimmte Integral: 
S f(x,y)dy 
zu nehmen, indem man x als eine Eonftante betrachtet, und nachdem man das 
erhaltene Refultat mit dx multiplicirt bat, wieder das unbeflimmte Integral 
von diefer Differenzialfunction zu nehmen, indem man bei ber zweiten Jute⸗ 
gration x als veränderlih, und y als conftant betrachtet. Man deutet biefe 
doppelte Operation durch: 
JS ty) dydx (d) 


an, und wenn man die unbeflimmten Integrationen in einer umgefehrten Orb 
nung vornähme, wie es der Ausdruck: 


SS Exy)dxdy 
andeutet, fo koͤnnte fi) die erhaltene Function F, (x,y) von der im erften Falle 
erhaltenen Function F(x,y) nur durch das Hinzufommen der Glieder von 


der Form: 

Yx + %Yy-- const., 
welche durch zwei partielle Differenziationen, die eine in Beziehung auf x und 
die andere in Beziehung auf y —— unterſcheiden. Der Ausdruck (d) 
iſt der eines doppelten unbeſtimmten Integrales. 


F. 354. Kommen wir num wieder auf die beſtimmten Integrationen zu 
rück, welche den fpeciellen Gegenfland dieſes Kapitels bilden. Statt das 


Smtegral : 
Stcy)dy 


zwifchen Grenzen y,, y, zu nehmen, welche fich nicht mit x ändern, Fonnte 
mau ed zwiſchen veränderliden Grenzen Y,x, Y, x nehmen, und alsdann 
wäre das beftimmte integral: 


S. “ K(xy)dy 


ebenfall8 noch eine Function, worin die Veränberliche x allein vorfäme. Wenn 
man in Beziehung auf x zwifhen ben Grenzen x,,x, ein zweites Mal inte 
grirte, fo erhielte man das doppelte beflimmte Integral: 


NS f(x,y)dydx = V, 
XS 9X 


umb um fich von dem Reſultate dieſer Operation einen Maren Begriff zu bil. 
den, kann man ſich vorftellen, daß die Grenzwerthe x,,x, durch die Absciffen 
Op, , Op, (Big. 80), die Functionen 9, x, p,x durd die Drbinaten ber 
Linien m,o,m,, m,n,m, oder ihrer Theile, und endlih die Function 
f(x,y) = z durch die auf der Ebene der xy fenfrechte Ordinate einer frummen 
Oberfläche dargeftellt werden; fo drüdt nah dem im vorlesten $. Gefagtes 
das Integral V das Volumen aus, welche von der Ebene der xy, von be 
frummen Fläche, deren Ordinate z ift, und endlich von einer cylindrifchen 
—* ‚ deren Normaldurchſchnitt der Umfang m,n,m,n, iſt, eingeſchloſ⸗ 
en wird. 

Allgemeiner, wenn A die von dieſem Umfange eingeſchloſſene Fläche be 


zeichnet, fo drückt das Verhältnig a dad Mittel aus allen unendlich vieler 
Werthen aus, welches die Function f(x,y), die eine beliebige geometrifche oder 
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yfikaliſche Bedeutung Haben kann, für alle Punkte (x,y), welche in dem von 
fem Umfange eingefchloffenen Raume liegen, annimmt. 

Mebrigens fann das integral V veell fein, obgleich die Aunction f(x,y) 
aginäre Werthe annimmt, oder felbft innerhalb der \Integrationsgrenzen be- 
indig imaginär bleibt, und alsdann hat dieſes Integral Feine geometrifche 
ex phyfikaliſche Bedeutung mehr. 

Zu der Are der x wollen wir bie geraben Linier m, q,, n, q,, parallel 
hen, welche den Umfang begrenzen und mit y,,y, bie Drpfnaten Og. 09,1 
wie durch W,y, * y die Werthe der Absciſſe x als Function von y für 
e Linienflüde a,m,n,, n,m,n, bezeichnen; fo haben wir offenbar: 


5 . N —* f(x,y) dxdy YAR AT eay)dydx = V. 


. 355. Wenn die Function f(x,y) innerhalb ber boppelten Integra⸗ 
—*8* durch das Unendliche geht, ſo kann das Integral nicht mehr als 
ne Summe von Elementen betrachtet werden und alle ſich auf dieſe Be— 
achtungen gründenden Schlüſſe werden unzulaͤfſig. So hat z. B. Cauchy 
ierft bemerkt, daß die doppelte Integration in dieſem Falle perfihiebene Re⸗ 
iltate geben kann, wenn man bie einfachen Integrationen in verſchiedener 
Xdnung verrichtet. 

Wir wollen z. B. das doppelte Integral: 


1 x — x? 
JI- SS: ı @ Lyı) dxdy 
ehmen, für weldes der Eoefficient von dxdy unendlich wird, wenn man 


=0, y=0 feßt. Integrirt man zuerft in Beziehung auf die Veraͤnder⸗ 
de x, jo hat man: 


ı__x2 1 2 — x2 
Gy = sw Tr const WAR-Een, ** — 
nd wenn man alsdann in Beziehung auf y integrirt, fo erhält man: 

2 I. —— T. 
—ı1+y 

Wenn die Integrationen in einer umgelehrten Ordnung verrichtet werben, 
» erhält man dagegen: 

2 _y2 1 2 —x2 2 
re a Ir 


dx 
-2/ Da" 


» dag ber Unterfchieb der beiden erhaltenen Wertfe — 2 if. 
‚„ ®ir wollen durch F(x,y) eine Function von folder Beſchaffenheit be- 


' 





d2F(x,y) _ 
ER dxdy = f(x,y) 
‚und es fei: 
en = ya), 
ur? 
oder, was baffelbe n 


yay)=ltam)dy, Pay) =SERy)dx, 


366 


fiegt, und 2) daß der Rabinsvector für jeven Werth von Y nur einen einzigen 
reellen und pofitiven Werth bat. Wenn dieſe Bedingungen nicht erfüllt wer- 
den, fo müffen die Integrale zwiſchen andern Grenzen genommen werben, 
welche ſich in jedem befonvern Falle Leicht angeben Iaffen. 


$. 357. Im Allgemeinen kann es gefchehen, daß durch bie Bertaufchung | 
der Beränderlihen, welcher im geometrifhen Sinne einer Eoordinatenverwand- ' 
lung entfpricht, die Beſtimmung des Integrale V vereinfacht wird, und in 
jedem Falle ift e8 von Wichtigkeit, zu unterfuchen, was biefes Integral duch 
eine Bertaufchung der Veränderlichen wird. ES feien daher =, 8 zwei neue ° 
Beränderliche, welche mit x,y burd die Gleichungen: ; 
x gplaß), y=%la,ß) 

verbunden find, und wir wollen ſetzen: 

f(x,y)=F(a,ß) 

dx = o,da-+ g,4ß (e) 

dy=YV,da+ %,dß. . ( 
Um zunächſt das Differenzial dy aus dem Integrale V wegzufhaffen, bemerte 
man, daß bei der Beftimmung biefes Differenziald x als conflant betrachtet 
und folglich dx gleich Null oder 

P, da - , 4 =0 


eſetzt iſt. 
Sicht man aus diefer Gleichung den Werth von dB und ſubſtituirt denfelben 
in die Gleichung CE); fo hat man: 


RUN gu, | 


{ 


dy= —22__ 
welches gibt: 
Aydı = YıPa Ir Pr gudz, 


3 
v=/ fra): nt, dadx, 


| 
Nun muß man das Differenzial dx nehmen, indem man a als eine conflante 
Größe betrachtet, oder in der Gleichung (e) das Differenzial da = 0, alfe 
dx = g,dß ſetzt; und folglich iſt: Ä 
v=/SSF(aB) (Yd,p, — W,9,)dadp. | 


J 


Wenn man die Differenziale dx, dy in einer umgekehrten Ordnung eliminirt 

hätte, fo würde man den Ausdruck: 
V=/SF(a,ß) + (9%, — 9% ,)dadß 
erbalten haben, welcher fich von dem vorhergehenden nur durch das Zeichen 
unterfcheivet. Da nun das zwifchen benfelben Grenzen ald V genommene 
Integral: 
SAydıx=/f(pY, — YıY,)dadß 

das Maß einer Fläche iſt, welche felbft die Ausdehnung bes Integrales V 
mißt, fo muß man nur ben abfoluten Werth dieſes Integrales betrachten und 


das Zeichen des Factor y, V, — 9, %, iſt gleichgültig. 
Wenn man: 


e=r, B=9Y9, x=rcog, y=rsin.p 


fest, fo bat man: 
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9, =0089, V, =sing, ,=—rsiag, V,=rcag 


lglich: 

P, V. —-9,V, Zreostpy-rsin?p—r, 
ie man durch geometriſche Betrachtungen, welche zu einfach ſind, als daß ſie 
h nicht Hätten zuerſt darbieten ſollen, direct gefunden hat, 


F. 358. Um ein Anwendungsbeiſpiel von der Berechnung der doppelten 
ntegrale auf die Cubatur der von beliebigen krummen Flächen begrenzten 
Örper zu geben, wollen wir das Bolumen des Ellipſoides mit drei ungleichen 
sen beftimmen, veflen Dberflähe, auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren be= 
gen, durch die Gleichnug: 

x2 y2 22 _ ne yae—a) 

trat ri V Tut 
8gedrũckt wird. 

Pi Gleichung des Durchſchnittes der Frummen Fläche mit der Ebene ver 
iſt: 


y=+- Va, 


d wenn man folglich der Kürze wegen 
b Va — x’ u 


a 
zt; fo wird Die Schicht des Ellipſoides zwifchen zwei zu der Ebene der yz 
rallelen und den Absciffen x, , x entfprechenden Ebenen ausgebrüdt durch: 


v=E/" Va? — y2 edydz, 
b/x,J/ —u 


ıvalp.y= Two — 
IS. u? —y y=zW=,; a (@— x), 


V 7T — — x?)d«e=nbe —J 56 -*8). 


er Werth von V bleibt für beliebige Werthe von x,, x reell; aber er ver⸗ 
rt feine geometrifche Bedeutung, wenn man den Größen x,, x größere 
ihlenwerthe beilegt, ald a, und wenn man x, =— a, x=a feßt, fo er- 
ft man das Bolumen des ganzen Ellipſoides = } mabe, 


IL Beftimmung ves Flächeninhaltes beitebiger krummer Flächen. 


$. 359. Wenn eine befiebige krumme Fläche S gegeben iſt, und man 
t durch einander fehr nahe Tiegenve Punkte berfelben Berührungsebenen an 
‚, fo durchſchneiden fih diefe Ebenen gegenfeitig und bilden ein Polyeder 
t fehe kleinen Flächen, welches die krumme Fläche S umfchließt und fich der⸗ 
ben deſto mehr nähert, je näher die Punkte, an welde man Berührungs- 
nen gelegt hat, einander liegen. inem begrenzten Theile der frummen 
iche S, wie er 3. B. von einer cylindriſchen Fläche davon abgefchnitten 
rd, deren gerader Durcfchnitt mit der Ebene der xy eine geichloffene Curve 
‚ entfpricht auch ein begrenzter Theil ver umgebenden polyederſchen Fläche, 

Cournot, Theorie der Functionen ıc. A 


nämlich der Theil, welcher von derſelben cylindriſchen Fläche davon abge 
ſchnitten wird. Nun verſteht man aber unter dem Flächeninhalte des 

teten Theiles ver krummen Flaͤche die Grenze 2, welcher ſich ver Flaͤchen 
inhalt des correſpondirenden Theiles der umſchließenden polyederſchen Flaäch 
ohne Ende nähert, wenn bie Flächen der letztern in Folge der unbegrenzt 
gegenfeitigen Annäferung der Berüßrungspunkte der krummen mit der polyeder 
ſchen Kläche ohne Ende abnehmen. 

Bir wollen in dem Punkte (x, y,z) an die Irumme Fläche S eine Be 
räßrungsebene legen und die Projection biefes Punktes auf die Ebene der x; 
für eine ver Winkelſpitzen des Rechteckes, deſſen Seiten Ax, Ay refp. zu de 
Aren der x und der y parallel find, nehmen (6. 352), fo ſchneiden die vamd 
die Seiten dieſes Rechteckes fenfreiht auf bie Ebene der xy gelegten Ebene 
auf der krummen Fläche S ein Stück ID und auf der Berührungsebene in 
Punkte (x, y, 2) ein Parallelogramm ab, veflen Flaͤcheninhalt nach einem be 
Tannten geometrifchen Lehrſatze durch: 

Aydx 
cos. 9 


ansgebrüdt wird, wo » den fpiken Winfel bezeichnet, welchen die Berührungs 
ebene mit ver Ebene der xy bildet, oder vielmehr durch: 


vi+p+q + Aydz, 
Folglich Hat man nah der Definition der nun als Function ber unab 
hängig veränderlichen Eoorbinaten x,y betrachteten Größe L: 


f IQ=Yf1+p2 +2 + dydz, (1) 
alio: 
2=//s 1-+p? + gq2 + dydx, (2) 


Aus der Gleichung der krummen Fläde leitet man die Werthe der par 
tiellen Ableitungen p, q ald Annctionen von x,y ab, und bie Grenzen de 
doppelten Integration werden durch den Umfang der Linie beſtimmt, peige 
Projection des Theiles der krummen Oberflache, deſſen Flächeninhalt 
beſtimmen will, auf der Ebene ber xy umſchließt. | 

Die Elemente 42 Tonnen unendlih Heine Größen der zweiten Or 
fein, felbft wenn die Ableitungen p, q unendlich werden, wenn nur die 
dinate z einen endlichen Werth behält ($. 342), ober wenn fie feine Stetig 
Teitöunterbrechung der zweiten Ordnung erfährt. i 

Die Ordinate z und die partiellen Ableitungen p, q können imagi 
Werthe annehmen, ohne daß die Elemente dL2 aufpören, reelle Werthe 
Fa ba und alsdann wird die Formel (Q) für geometriſche Anwendungen 

rauchbar. 

Wir betrachten die Gleichung (co) als die Definition der Function A 
ganz ebenfo, wie wir die Gleichung: Ä 


«4=y4i-ty: + dx 
als die Definition der Function ⸗ betrachtet haben. Die phyſiſche 
welche man von der Länge eines Eurvenbogens gibt, indem man fi 
Eurve als einen vollfommen biegfamen und unansdehnbaren Faden, oder 
mehr als einen Baden, deſſen Steifigfeit und Ausdehnbarkeit unmerklich 
vorftellt, laͤßt fich nicht auf krumme Wlächen ausdehnen, wofern es mich 
wickelbare find, und hieraus ſelbſt koͤnnen wir fchließen, daß fie nicht die 
Definition ber Function ⸗ if; denn bie mathematiſche Analogie zwifcgen & 









U) 


unctionen s, 2 muß fi in den Definitionen biefer beiden Größen wieber 
srfinden, wenn ſich dieſe Definitionen auf das Wefentlihe ber Natur der 
I Größen, und nicht auf ein zufälliges ober fecunbäree Merkmal der⸗ 
gründen, 
. 360. Wir wollen nun nah der Formel (2) den Ausdruck für den 
Tägeninpalt der frummen Zerſlage eines _— Ellipſoides: 





=+b+: 
b2 
schen, fo Haben wir: 
—_.et22 __ety2 
p ara ! ’ —ptz2 ! 


odaß, wenn die Ansbehnung des Integrale in der Ebene dor xy durch den 
Imfang der Eflipfe: 


egrenzt und ber Flaͤcheninhalt des auf ver einen Seite der Ebene ber xy 
jegenden Theiles der krummen Oberfläche oder die Hälfte des Flächeninhaltes 
er Oberfläche des ganzen Ellipſoides — O bezeichnet wird, man hat: 


vlt 
2 N Ber en 


Wir wollen annehmen, dag a>b> ec if, wodurch die Allgemeinheit 
er Auflöfung nicht beſcrantt wird, und 


, —— 14. 1-=ß 
sten, woraus folgt: 
a<i, B<I1, B<a, (1) 
b Haben wir: 





1— a! & _ Biy3 —— 
—2 fı 1 Bm 7 „ande, 
waß die Beftimmung von 2 auf die des —5 Integrales 
— 1— a: &2 — B37? er 2 — Am 
v =// ya Hm dndd = Acanas 
wrüdgeführt iſt, wo die Hülfsgröße u die Gleichung: 
_ / ze — m 
= v Zee 1— 1-8_ — pn? 
„* - 42) 5 + (62 — A) —1 (2) 
te hindert, die neuen Veränderlihen &, 7, 5 als rechtwinklige 
* 


zu betrachten, und alsdann kann das Iniegral v auch als ber 
24% 





’ 
h 
Der: 
* 
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Ausdruck des Bolumens betrachtet werben, weldes von der Ebene ber 
von der cylindriſchen Fläche: 

u C 
und von der als pofitiv betrachteten Ordinate C der Fläde (2) begrenzt 
Laßt man nun eine Ebene in ver Richtung ber poſitiven C parallel zu 
Ebene der 57 forträden, fo trifft diefe Ebene wegen ber Ungleichheiten 
die Slide (2) innerhalb ve eplindrifchen Flaͤche (3) nur fo lange ı als l 
if. enn C—1 wird, fo beräßrt die bewegliche Ebene die krumme F 
in einem 1 auf ber Are der & liegenden Punkte, und alsdann durchſchneide 
diefelbe nach einer Reihe von Ellipfen, deren Halbaren gleich: 


Ga 2 un a? ' Q — pi 2 m 
und für C == oo unter fih und der Einheit gleich —* 

Hiernach kann man auch das Bolumen v» beſtimmen, indem man 
Bolumenelemente der unendlich Meinen Unterſchied wilden zwei Eylindern 
der gemeinfchaftlihen Höhe C und deren auf der Ebene ber Sy liege 
Grundflaͤchen Eflipfen rn. ‚, deren Flächen * nur: 

En 
ausgedrüdt werben ($. 338), nimmt. Man hat alfo: 
© „d+ ZB 


= ——d 
un), 1? C 








umb durch diefe finnreiche Betrachtung C atalan's wird bas doppelte Inte 
welches den Werth von v ausprüädte, auf ein einfaches zurüdgeführt. *) 
Nun gibt aber die theilweife Integration: 


J SH c—cau — [aux 


___ Sen) | —* BE, 
— IVYGZR)T—R) 
Es fei: 











—— 
Go keumt: Ting’ 
B tomm 





JS (G—1)d — (m? g—ar)dg 
VE —a: — a?) )(G - — sin.ꝰ MNai pr sin.? ꝙ 


=) Sr _ —— 
a? — Aꝛ sin.2@ sın.“ ꝙ 
gez Apdp_ _.coot. Var Bien. B3 cos. 08.2 gdy 
in· — ? "9 Vai _ Bien ß?sin 








e) Bergl. das Journal de Ic mathematiquen de M. Liouvilie, tom. IV. pag. 
es tom. V. pag. I 
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uch ſchickliche Subftitutionen findet man, vaß ber Werth bes befkimmten 
ıtegrales — aus zwei XTheilen befleht, wovon der eine bie außerhalb bes 
ntegrationgzeichens / ſtehende Größe ift, welche dem Unterfchieve der Werthe 
eich iſt, welche die Function: 
(a2 +? tos. 9 —1) sin. ꝙ 
cos. y a: — 42 sin. p 
mimmt, wenn man an ber obern Grenze sin. ꝙ — 0, und an der untern 
kenze sin. p = a feht. Diefer Unterſchied rebucirt fih auf: 
vVa-a)i—B)— 3. 
Der andere Theil beſteht aus dem Integrale: 
do cos.? pdop 
— (1 — PB? — — pl | ——— — 
— 42 sin.? ꝙ ⸗ Var — BT in. ꝙ 


2 — Var pi sin.29 dp — (1 — a? Ve 
* . Var B: — 

elhes ebenfalls zwiſchen ben Grenzen sin. = 0, si ꝙ = « vder p 9, 
’= a genommen wird, indem sin. fi die Eonflante @ bezeichnet, welche 
einer ift, als die Einheit. Wenn wir bie Orbnung der Grenzen umkehren 
ab die Bezeichnungen der elliptifchen Functionen anwenden, indem wir der 
infachheit wegen: 

ß _& N b2 — c? 
a Ya_—g0 


gen, fo wird biefer Theil des Werthes von — ausgebrädt durch: 








k= 


a+E(k,u) + ze -F(k,u), 
ver, wenn man für a feinen Werth wieder feht, durch: 


\ 
——— + [(a? — c?) E(ku) +? Flku)). 
Neger; 4) M 


re Oberfläche des halben Ellipſoides wird alfo ansgebrüdt durch: 


2=ac Fa » [at — c2) E(kyu) + c2 Flku)l. 
—c 
$: 361. Wir wollen num noch bie convere Oberflähe eines fchiefen 

'egels mit Mreisförmiger Baſis zu beftimmen fuchen, und zu dem Zwecke bie 
5pige des Regels in den Anfangspunft ber Eoorbinaten, und feine Grund- 
äche in eine zu der Ebene der yx parallele Ebene fallen laſſen (Fig. 86), 
, daß der Mittelpunkt C diefer Grundflaͤche in, die Ebene der xy fällt; fo 
ab die Gleichungen der Grundflähe des Kegel: 

xs—£E=-0, 2 +(y— nn) —o!=0, 
nd bie ber eonveren Oberfläche beffelben iſt: 

E22 4 (nx— Ey)? — oe! = 0, (4) 
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Wir wollen die Abseiffe OP ober bie Höhe des Kegels mit &, die Drbinate 
PC des Mittelpunftes der Grundflähe mit 7 und den Halbmefler CR,=—CR, 
mit o bezeichnen; fo erhalten wir, wenn wir aus ber Gleichung CA) die 
Werthe von p?, q? ableiten: 

1 gro? x? + [p?x — n (px — Ey)1?\} 

2=:. I. EN NE ayaz, 

5 ya 0? x? — (mx — &y)? ) ’ 
Wenn wir zur Erleichterung der Integration y == ax fehen, wo = eine neue 
Beränverlihe bezeichnet ($. 357), F haben wir dy—xda + adx, mu 
wenn man y fich ändern Jäßt, während x als conflant betrachtet wird, fo iſt 
dy=xda, folglih: 


1 . ET 02 4[p? —n(n— Ea)]? 3 ydxd 
at 60 U A er Tor ee 
Derrihten wir die Integration in Beziehung auf x zwifchen ben Grenzen 
x=0,x=£, und verboppeln das Refultat, um den Flächeninhalt der bei⸗ 
ber 


den Theile der krummen Oberfläche zu erhalten, welche zu beiven Seiten 
Ebene der xy liegen; fo kommt: 


.._ 8202 + [o2? — 0 — Ea)]?\} 
2=E/( 0? — (7 — 8a)? )" da 
—— y=n+o,y=9-o entſprechenden Grenzen des J 


Man erhielte einen einfachern Ausdruck, wenn man: 
n—Ea=oco.Y 
feßte, woraus folgt: 
2= ef"v? + (0 —y cos. p)?+dyp, 
0 . 


und es iſt leicht einzufehen, daß dieſes Integral zu denjenigen gehört, welche 
fih durch elliptiſche Aunctionen ausprüden laſſen. ‘ 
Allgemein, die Qnadratur der Regelflächen läuft, wie die der Rotationde 
“ soberflähen, auf die Beſtimmung eines einfachen Integrales hinaus; denn da 
die allgemeine Gleichung ver Oberflächen der erften Art, wenn man, wie 8: 
erlaubt ift, den Mittelpunkt derfelben in den Anfangspunft ver Coordinaten legt 


=) 
ift (F. 249), fo hat man: 
2=r@)-IrQ). Fer): 


und nachdem man, wie oben: 
‚=oax, dy=xda 
geſetzt Hat, kommt: 
2=//V i+@da— ara)? + (Ya)? + zdxda 
=4/Y 14 $da—ayla)? + (Wa) +x2da, 
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IM. Dreifache Integrale. 


$. 362. Durch rein geometrifche Unterſuchungen wird man nicht auf bie 
trachtung dreifacher Integrale von der Form: 
M = fffEx,y,a)dsdydx 
rührt; aber dagegen iſt einleuchtend, daß Integrale diefer Art bei allen phy⸗ 
aliſchen Unterfuchungen vorfommen müſſen, wo es nicht erlaubt if, von 
igen Dimenfionen der Körper zu abflrabiren. Wenn es 3. B. darauf an⸗ 
umt, das Gewicht oder die Maſſe eines Körpers zu beflimmen, deſſen, von 
em Punkte zum andern veränberlihe Dichtigfeit für den Punkt, deſſen recht- 
nflige Coorbinaten x, y, z find, burch f(x, y,x) ausgebrüdt wird; fo wirb 
es Gewicht oder dieſe Maſſe durch das Integral M beftimmt, deſſen Gren- 
ı fo gewählt werden müflen, daß es genau ven von dem Körper eingenom- 
men Raum umfaßt. Wenn man die Mafle M des Körpers durch fein Vo— 
men oder durch das zwifchen benjelben Grenzen genommene Integral: 


V=/ff !sdydx 

oidirt; fo erhält man bie mittlere Dichtigleit des Körpers oder den mittleren 
zerih der Function f innerhalb der Grenzen der dreifachen Integration, Diefe 
efinition beruht auf ebenfo vielen offenbaren Folgerungen aus der Definition 
r Zunction f felbf (S. 130) und aus ber vorausgefeßten Stetigleit ber 
Raterie, und in ber Folge werben wir die Mobificationen näher erörtern, 
elche dieſe Theorie erfahren muß, wenn man bie Körper als Syfteme von 
ander getrennter materieller Theilchen betrachtet, Ä 

Wenn die Junction f eine Temparatur ausprüdte; fo wäre das Verhältniß 


- bie mittlere Temparatur des Körpers u. ſ. f. 


Die erfte Integration in Beziehung auf = findet zwifchen Grenzen ſtatt⸗ 
elhe Functionen der beiden andern unabhängigen VBeränberlichen x, y find, 
ıd welche die auf der Ebene der xy fenfredhten Droinaten der den Körper 
‚grenzenden Flächen oder Flächentheile ausprüden. Die Ausdehnung der bei- 
n folgenden Integrationen in Beziehung auf x und auf y wird durch bie 
r Fläche beftimmt, weldhe auf der Ebene der xy von dem Durchfehnitte 
efer Ebene mit einem, die Oberflaͤche des Körpers berührenden Cylinder, 
ffen Erzeugungslinien zu der Are der = parallel find, eingeichloffen wird. 

Die Ordnung der einzelnen Integrationen iſt gleichgültig, wenn bie 
unction f(x,y,z) innerhalb ver Grenzen der breifachen Integration nicht durch 
38 Unendbliche geht; aber wenn dieſes der Fall ift, fo kommt man auf ähn- 
che Singularitäten, wie bie bei den doppelten Integralen erwähnten. 


$. 363. Um innerhalb der Ausdehnung des von einem Körper einge- 
ommenen Raumes ein beflimmtes breifaches Integral zu nehmen, ift es oft 
vedmäfig, für das Syſtem rechtwinfliger Coordinaten ein Syſtem von Po- 
tweoorbinaten zu fubftituiren, deffen Anwendung übrigens durch die Bebürfnifie 
er Aftronomie und Geographie ganz natürlih an die Hand gegeben wird. 
Bir wollen uns eine durch den Anfangspunft der Radienvectoren gelegte fefte 
ibene und in derſelben einen feften Raviusvecten denken, fo ift die Lage eines 
Sunftes im Raume beftimmt, wenn man 1) die Länge r des Radiusvectors, 
) den Winkel 9, welchen der Radiusvector mit einer auf der feften Ebene 
enkrechten geraden Linie bildet, und 3) ben u ‚, welchen bie Projection 
es Radiusvectors auf der feften Ebene mit dem feflen Rabiusvertor bildet, 
mut. Wenn man zu der feſten over Fundamentalebene, wie fie einige 
ennen, die Ebene der xy, und für ven feflen Radinsvector bie Halbare ber 
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pofitiven x nimmt, fo geht man vermittelft ber folgenven drei Formeln 
rechtwinfligen Coordinaten zu Polarcoordinaten über: 


xrsin.Oco.%, y=rsin.Osin.dV), z=rcos 6, 


In dem Eyfleme der geographiichen Coordinaten entſpricht der Winkel 
der geographifchen Länge, und ver Winkel 9 iſt das Complement der geog 
phifchen Breite, wenn der Pol oder der Anfangspunft der Rabirnvectoren 
Mittelpunkte der Erde liegt. Der Rabiusvector befchreibt einen Meridii 
wenn man den Winkel 9 variiren läßt, indem der Winkel I conftant blei 
und er befchreibt einen Parallelfreis, wenn der Winkel 6 conftant bleibt, u 
der Winfel Y fi) ändert. | 

Wir wollen ung eine Kugelfläche denken, deren Mittelpunkt im Anfan 
punkte O (Fig. 38T) Liegt und deren Halbmefler OR— r iſt, und auf ! 
Oberfläche verfelben wollen wir zwei einander unendlich nahe liegende Pun 
m, v betradhten, fo dag man von dem Punkte m zu dem Punkte » überge 
indem man 6 fih um dP, und b um dd ändern laßt. Die Punkte m 
find zwei entgegengefegte Winfelfpigen eines ſphäriſchen Viereckes, welches v 
zwei einander unendlich nahe Tiegenden Merivianbogen mu, nv, und von jr 
einander ebenfalls unendlich nahe liegenden Parallelfreisbogen mn, uv, gebil 
wird. Es iſt mu =uv = rdO und mn, weldhes von um nur um ein une 
lich Kleines der zweiten Ordnung verichieden ift, mpad — r sin. Hd 
Folglich wird der Klächeninhalt des fphärifchen Viereckes, welches man als 
Rechteck betrachten Fann, wenn man die unendlich feinen Größen von t 
böhern Ordnungen ald von der zweiten vernachläfligt, durch r? sin. Hd: 
ausgedrückt, und wenn man biefen Flächeninhalt mit dr multiplicirt; fo erh 
man das Volumen eined Elementes der Pyramide Omnuu, und bie gaı 
Maſſe des in folche Elemente zerlegten Körpers wird folglich ausgebrüdt dur 

N=S/SF Cr,0, WW)? dr sin. OdOdı), 
wo F(r,O,d) den Ausdruck bezeichnet, in welchen fi die Function flx,s 
verwandelt, wenn für die Coorbinaten x,y, ihre durch r,0,0 ausgedrück 


Werthe fubftituirt werden. Das Volumen des Körpers oder die Ausdehnu 
des Integrales wird ausgedrüdt durch: 


VZ/S/SS r2 desin. OdOdW, 
Wenn der Anfangspunft der Radienvectoren oder der Pol innerhalb t 
. Körpers liegt und diefer Körper von einer Oberfläche begrenzt wird, welde 
allen ihren Punkten conver ift, oder wenigſtens von jedem Rabiusvector ı 
in einem einzigen Punkte getoffen werben kann; fo iſt die Gleichung die 
Oberflähe von der Form: 
r=f(0, ) / 


wo die Function f für jedes Wertheſyſtem von 6, nur einen einzigen reell 
und pofitiven Werth hat, und folglich iſt in dieſem Kalle: 


M =y AA Ai F(r, OV) ra drsin. OdOdı), 
0 0 0 


=; / ꝛ / * [CG. )ꝰ sin. OdOdWy. 


Wenn bie den Körper umſchließende Oberfläche eine andere Form, o! 
der Anfangspunkt der Radienvectoren eine andere. Lage hätte; fo müßte m 
die Grenzen der drei einzelnen rationen für jeden Fall befonders beſti 
men, was übrigens feine Schwierigleiten darbieten kann. 


875 
Der Werth des doppelten Integrales: 


YA sin. OdOdıy 
0 0 


iſt — Am, d. h. glei der Nugeloberfläche von dem Halbmefler = 1, wie es 
fein muß. 


$. 364. Die Beftimmung eines dreifachen Integrales laͤßt fich durch eine 
ſchickliche Wahl der veränderlihen Größen oder der Coorbinaten fehr verein- 
fachen. Es feien daher o,8,y drei neue veränberlihe Größen, welche mit 
x,y, 2 durch die Gleichungen: | 
x glaAy)ı J=YCAANMı z= wear): 
verbunden find, und wir wollen 


f(x,y,:) = F(a,ß,y), 


dx—g,da-+gy,d8 +9, dy \ (g) 
y=Yy,da+Y,dP-+-Y,dy Ch) 
d=uo, da+w, dB -+w,dy (i) 


feßen. Um nun zunächft das Differenzial dz aus dem Integrale M fortzu- 
ſchaffen, bemerfe man, daß die beiden Coordinaten x,y bei der Beftimmung 
defielben als conftant betrachtet find, und daß fulglih dx = 0, dy = 0, oder: 


9,da+y,dP +9, dy=0 
da + y, dA Y, 47 =0 
iſt. Leitet man ans dieſen beiven Gleichungen die Werthe von da, dß ab, 
und fuhflituirt fie in die Gleichung Ci); fo erhält man: 
© 


da —— — 47, 
9, 9% 9 
wo der Kürze wegen 


y=ZypYd,0, — 9,0, d; +9,00, -—V, pw rw dr WPi 
geſetzt iſt. Man erhält alfo: 


[9] 
M= Br) * — 
— — 9, %ı - V 9 


er die Eoorbinate y muß bei den Integrationen in Beziehung auf y und x 
als eine Conftante betrachtet werden, wodurch die Gleichungen (x) und (h) 
mf die Gleichungen (e) und (f) im $. 357 rebucirt werben, und nach dem 
in diefem F. Bewiefenen hat man: 


Sfldxy=/sUly, V.,. — %, Yy,)dadd, 
folglich: 
ad: M=///F (a,8,y) + Odadpdy, | 


Vv=/ff Odadßdy, 

Das Polynom © Tann wegen feiner fymmetrifchen Zufammenfegung das 
Jeihen nicht verändern, wenn man bie Elimination der Differenziale dx, dy, 
ds in einer andern Ordnung verrichtet; aber außerdem iſt das Zeichen von © 
auch gleichgültig, und man muß bloß den Zahlenwerth dieſes Factors in Be⸗ 
tracht ziehen, weil das Integral V ein Bolumen mißt, welches feinerjeits bie 
Ausdehnung des dreifachen Integrales M mißt. 


dxdydy, 
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Wenn man: 
ar, B=0, y=Y 


xmrsin.Oco.Y, y=rsin.Osin.Y), s=rcos. 0 


feßt, fo kommt: 
9, =win.0co.Yy, , &r cos. O cos. , —, — ein. Osin. &, 
‚=sin.Oeny, Y,=rco.Osin.Yy, %Y,=rsin.Ocos. &, 
w,=co.®, w,=—sia.0, wo, 


woraus r2 sin. 9 folgt, wie man auch direct durch geometrifhe Cı 
Aruction findet. 


5. 365. Die Theorie der doppelten und dreifachen Integrale Taßt | 
leicht verallgemeinern und auf vierfache, fünffache, sc. Integrale ansdehn 
und man fieht Leicht ein, daß die Aufgaben der mathematifchen Phyſik oft < 
mehrfache als dreifache Integrale führen müflen. Wenn 5. DB. die Wirkung 
eines Körpers M auf einen Körper M’ die Summe der Wirkungen ift, wel 
jedes Clement von M auf jedes Element von M‘ ausübt; fo hat man, we 
man bie ntenfität der Wirkung, welche das Klement m des Körpers 
befien Eoordinaten x,y, find, auf das Element m’ des Körpers M!, vefl 
Eoorbinaten x’,y/,z‘ find, mit I(x, y, 23 x y, xM bezeichnet: 

—V—— 
d. h. der Werth von F hängt nothwendig von einem ſechsfachen Integrale 
welches jedoch in gewiſſen Fällen durch eine ſchickliche Wahl der Eoorbinat 
anf ein weniger vielfaches Integral zurüdgeführt werben kann. 


Siebentes Kapitel. 


Theorie der Variation der Integrale. — Principien der Method 
welche insbefondere die Variationsrechnung genannt wird. 





I. Ueber die Barlation der Integrale, 
$. 366. Ein beflimmtes Integral: 


JS: ECx,c) dx 


ändert ſich mit dem Werthe, welchen man dem in der Function f(x,a) vo 
kommenden Parameter a beilegt. Es iſt eine neue Function von a, wora 
die Veraͤnderliche x verſchwunden iſt, uud welche wir durch Fa bezeichn 
Fonnen. Nehmen wir nun an, daß a ein unendlich kleines Increment d 


erhält; fo Haben wir: 
Fa-d.Fa =/" If(x,c) + un da]dx, 
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h . 
d.Fa=/ [aa ] ax, 
8 da 


ver endlich, da fi der Factor de nicht mit x ändert: 


d» LE = +f(x,c) .dx, 


nd wenn man für Fax "einen Werth kehrt 


der: 





b 
af, f(x,a@)dx _ b d+flza), ri 
AN 


soraus erbellet, daß man das vor dem Integralgeichen / befinblihe Differen- 
iationszeichen d unter das erftere treten laſſen Tann, und umgelehrt, wenig. 
lens en. die Integrationsgrenzen von dem veränberlichen Parameter unab« 
nugig fin 
Wenn man dagegen 

az ga, b=va 

da=gyla+da, d= ya. da 
hitte; fo wäre in dem Falle, wo bas Integral als eine Summe von Diffe- 
tenzialelementen behandelt erden fönnte: 


Fa-+d ra=/" ’ la) 4 E12) da]dz 


d» ua) 


=/" 64) an), aldx — [f(a,a) 1 a) que 


d» L 


+ [f(b,a) + —22 aldb, 


woraus folgt, wenn man die unendlich Heinen Größen ber zweiten Ordnung 
vernachläffigt und für a, b, da, db ihre Werthe ſetzt: 


Fa-+d+Fa =/r [fx,a) + 0) da]as 
— f(gya,a) +» pada--flıla,a) +» Yiada, 


und folglich: 
dFa ya d⸗ ee) m . 
* . — 2 1x — f(paya) + g'a+-fCıdaya) · Ya. 


Diefe Rechnung kat voraus, daß bie Function f(x,a) zwiſchen ven 
Grenzen des Jutegrales nicht unendlich wird, unb bie erhaltenen Refultate 
erben burch —* ſche Conſtruetion anſchaulicher gemacht. Es ſei daher MN 
(Fig. 88) die Curve, deren Absciſſe x und deren Ordinate f(x,«) iſt, fo daß 
das beftimmte Integral Fa den Inhalt der zwifchen der Curve MN, der Are 
der Abscifien und den den Absciſſen OP=a, OQ=b entfprechenben Dre 
kuaten MP, NQ@ liegenden Fläche ausbrüdt. Durch bie Variation ber dere 
inderlichen Ordinate (die Abscifien der Endpunkte bleiben ungeänbert) geht 
ne Eurve in IM’KN! über, und bie Fläche nimmt um das Irunmlinige Biered 
HNKI zu. Durd bie Bez anderung ber Grenzen a, bin a+da— OP, 
+ db = OQ! nimmt die Flache, indem bie Iaufenbe Ordinate ungeändert 
leibt, um das Viereck NQQ’K! zu und um das Viereck MPP' ab. Diefe 
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drei als ımendlich Meine Größen der erſten Ordnung behandelte Vierecke wer- 
den refp. gemeſſen durch: 


bras»f 
V [en a] f(a,a)da, ECb, œ) db 


und die Vierecke MIM‘L, NRXK werden durch die unendlich kleinen Größen 
der zweiten Ordnung: | 
1 Kara) zda, 4 ba) Gadb 
da da 
emeſſen, welche man aber bei der Beflimmung ber Xotalveränverumg der 
Küche Fa durch die gleichzeitige Veränderung der laufenden Ordinate f(x,a) 
und der Grenzen a, b vernachläffigt. 


6. 367. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daß die Grenze 
a, b von a unabhängig find; fo fann man nad dem Zahlenwerthe des Pr 
rameterd a fragen, welder das beftimmte Integral: 


b 
Fa f(x,«) dx 
. a 
zu einem Marimum oder Minimum macht. Wenn fih die Function Fa 
algebraifch ausdrücken ließe, fo würde der Aufgabe genügt, wenn man für a 
die Wurzel der Gleichung Fra — 0 nähme, und da nad dem Borhergehen- 


den auch: 
bd+» 
a de 


ift; fo ift blos erforderlich, daß man das Integral im zweiten Theile dieſer 
festen Gleichung unter algebraifher Formel erhalten kann, damit ſich die in 
Nede,ftehende Aufgabe durch die gewöhnliche Methone der Marima und Mi- 
nima auflöfen läßt. In dem entgegengefegten Falle aber, einige Fälle au 
genommen, wo ſich die Bedingungen des Marimums oder Miuimums unmi- 
telbar aus der Form des Integrales ergeben, muß man die Eurve, der 
Abscıffe x und deren Ordinate Fax ift, vermittelt der mechaniſchen Quadra⸗ 
turen durch Punkte conftruiren, indem man alsdann die Marima und Minim 
der Ordinate graphifch beftimmt, 


$. 368. Wir wollen nun annehmen, daß « nicht mehr eine in de 
ganzen Ausdehnung der Integration in Beziehung auf x conflante, fondern 
eine mit x veränderliche Größe bezeichnet, und um diefen Umftand beſſer an 
zudeuten, wollen wir für den Buchſtaben a ven Buchſtaben y fegen, wodurch 
man gewöhnlih eine Function von x zu bezeichnen pflegt. Man kann alsdann 
fragen, was für eine Function y von x fein muß, wenn fie das beflimmie 


Integral: 
b 
VAR», ch 


zu einem Maximum oder Minimum macht, und alsdann geſchieht es fogarı 
daß fich dieſe Aufgabe, weldhe von ber vorhergehenden fehr verſchieden if, 
ohne vorhergegangene Integration auflöfen laͤßt. Denn wenn man den Bath 
von y als Function von x durch die Gleichung: 


erg (2) 
dy 
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immt; fo erhält jedes Element des Integrales feinen größten ober Meinften 
rtb, welchen ed annehmen fann, fo daß das Integral ſelbſt, welches die 
mme diefer Elemente bildet, feinen größten oder Heinften Werth bekommt. 
fer Schluß febt jedoch voraus: 1) daß man das Integral ald eine Summe 

Elementen betrachten Fann, fo daß die Function FLx,y) innerhalb der In⸗ 
ationsgrenzen nicht unendlich wird, und 2) daß der aus der Gleichung (2) 
eleitete und durch eine Function von x ausgedrüdte Werth von y vie 
ietion flx,y) beftäntig zu einem Marimum oder Minimum madt, und 
w in der ganzen Ausdehnung der Integrationsgrenzen. Die Aufgabe würde 
: Natur ganz verändern, wenn dieſe Bedingungen nicht erfüllt würden. 


. Srineipien der unter vem Namen der Variationsrechnung belannten Methode. 


$. 369. Hierdurch werden wir auf bie Unterfuhung eines allgemeinen 
[e8 geführt, welcher weit wichtigere Anwendungen geftattet, nämlich auf die 
erfuchung des Falles, wo die Sunction unter dem Integralzeichen / nicht 
; die ald Function von x betrachtete Größe y, fondern auch ihre Ablei- 
jen y’, y!, ꝛe. enthält, und wo es darauf anfommt, ven Werth von y als 
tion von x anzugeben, welder das gegebene Integral zu einem Maximum 
e Minimum macht. Offenbar fann man innerhalb der Integrationsgrenzen 
t die Zunctionen y= gx angeben, ohne dadurch die abgeleiteten Functionen 
:, px, 2c. zu beftimmen, und ebenfo wenig kann man dieſe Function ver- 
ern, ohne daß alle Ableitungen derſelben entiprechende Veränderungen er⸗ 
en. Die Variation oder Veränderung des Integrales iſt alſo impficite 
ch die Veränderung der Function y allein beftimmt und die ganze Schwie- 
eit der Aufgabe befteht darin, den Zufammenhang der Variation von y mit 
fubordinirten Variationen der Ableitungen y’, y’, ꝛe. unmittelbar anzuge- 

Diefes iſt die Aufgabe, wovon lagrange durch Anwendung eines be- 
ern Algoritbmus, welchen man die Bariationsrechnung genannt hat, 
welcher im Grunde nichts anderes ift, als eine glüdlihe Modification des 
ferenzialalgorithmus bei feiner Anwendung auf die Variation der Integrale, 
in eine unbekannte Function mit ihren verfchiedenen Ableitungen unter dem 
egralzeihen / vorkommt, die elegantefte Auflöfung gegeben bat. 


$. 370. Man wird in der Analyfis fortwährend auf die Betrachtung von 
tetionen geführt, welche befondere und von einander unabhängige Variationen 
ce Veränderungen erfahren, und alle Kunctionen mit mehreren von einander 
bhängigen veränverlihen Größen gehören zu diefem Falle; allein nichts iſt 
‚r dazu geeignet, die Coeriftenz mehrerer verfchiebener Arten der Verän- 
ung zum beutlihen Bewußtfein zu bringen, als die Betrachtung der Be— 
jungen eines materiellen Syſtemes. Wir wollen ung einen biegfamen, nicht 
pannten und an feinen beiven Enven befeftigten Baden denken, weldyer feine 
e und Form verändert, und blos der Einfachheit wegen annehmen, daß bie 
ve, welche der Faden bildet, immer in berfelben Ebene liegt; fo werden 
Coordinaten x, y jedes auf fefle Aren, welche in dieſer Ebene Tiegen, be⸗ 
enen Punftes des Fadens, die Richtung der Tangente in diefem Punkte, 
ie die Größe und Richtung des Krimmungshafbmetfere in Folge der Form⸗ 
änderung des Fadens verändert, und man muß dieſe Veränderungen nicht 
denen verwechfeln, welche bei dem Webergange von einem Punkte bes 
end zu einem andern unendlich nahe liegenden ftattfinden. 

Allgemein, es ift zur Befeitigung jeder Zweideutigkeit zweckmäßig, vie 
auf diefe beiden Veränderungsarten beziehenden Veränderungen durch ver⸗ 
edene Zeichen anzudenten. So könnte man 3. B. durch d,z, d,z bie in 
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Beziehung auf x und y genommenen Differenziale einer Function = mit zwei 
unabhängigen veränverlihen Größen x,y bezeichnen ($. 118), und wenn mar 
die Indices der Differenziale dz gewöhnlich hinwegläßt, fo gefchieht dieſes 
wegen der dieſe Differenziale faft beftändig begleitenden Nenner dx, dy, welde 
gewiffermaßen wie die Indices jede Zweideutigkeit befeitigen. 

Bei der in Rede ftehenden Aufgabe, wo es einzig und allein darauf an 


kommt, aus dem Ausbrude der Variation eines Integrales die fuborbinirien 


d 


Bariationen, wie die von —T ober von dy, zu eliminiren, damit man Di 


dx 
noch die Variationen behält, welhe unabhängig und willfürlich bleiben, wie 


— — 


die von y, betrachten wir dieſe Varation von y auf eine ganz allgemeine Weiſe 


und nicht in Beziehung auf eine beflimmte andere veränderlihe Größe ald ı, 
wovon y abhängen würde, und alsdann kann man das von der Beränderun 
der Absciſſe herrührende Differenzial dy weder durch Indices, noch 

Nenner von der andern Veränderung von y, weldhe von der Kormoeränderumg 


der Function y= x herrührt, unterſcheiden, obgleich man ſich diefe Form : 


veränderung als von der Veränderung eines in der Function vorkommen 
den beliebigen Parameters herrührend vorftellen fan. Man ıft daher über 
eingefommen, bie von der Hormveränderung der Function herrührenden unendlid 
Heinen Veränderungen durch das Zeichen d anzubenten, und insbefondere Ba: 
riationen zu nennen, indem man bie durch das Zeichen d angebenteten Ber 
änderungen, welche von der Veränderung der Absciffen oder von dem lieber: 
gange von einem Elemente des materıellen Syflemes zu dem nächften herrüften, 
auch fernerhin Differenziale nemnt. ' 


$. 371. Wir wollen daher annehmen, daß bie Eure MN (Fig. 89) 
in Folge der durch das Zeichen ô angedeuteten Variation in die Eurpe MIN! 
übergeht; fo entfprechen die Puncte m‘, m’, ver zweiten Curve den Puncten 
m,m, ber erfien, und biefe den Absciffen x, x--dx. Nun ift aber: 

mp=y, mp, =y-4dy, mp=y-+öy 

m',p, =mp, tim p, =mp' + de mp, 
oder vielmehr: 

ytrdy+ösgH+d)=y+H74+da +7), 
und folglich: 


ödy — döy. (3) 
Man Hat alfo auf: 
öd?y = dödy = d2öy, 
und allgemein: 
ödy=d"öy, 


vermöge welcher Relation man immer das Zeichen 5 Hinter das Zeichen d 
feben Tann. Uebrigens ſieht man leicht ein, daß dieſe Relation auch ſtattfinder 
wärbe, wenn d,ö feine unendlich Heinen, fondern enblihe Veränderungen an 
deuteten, oder vielmehr, daß dieſe Relation nur deswegen an der Grenze der 
unendlichen Kleinheit ver Veränderungen flattfindet, weil fie für endliche Ber 
änderungen ſtattfindet. Weberbies ift die Formel (3), wofür man 

ödz = döz 


fegen Tann, nach ben oben gegebenen Erflärungen gleichbeventend mit der in 
$. 123 bewiefenen Formel: 
d,d,z==d,d,z. 
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Die Schlüffe im $. 366, vermöge weldher man bie Ordnung der Zeichen 
umfehren darf, find auch auf bie Umftellung der Zeichen S, ö anwendbar, 
man bat folgli: 
Ss /"ver—= f "'sV.dx, 
X) X, 
diefer Xranspofition der Zeichen befteht die erſte Grundregel der Methode 
Variationen. 


F. 372. Wenn es nun darauf anfommt, die Bariation eines beflimmten 
egrales 
*tvVax, N 
Xo 
in V eine Function von x,y,y/,y', ıc., ober was auf daſſelbe hinausläuft, 
: Function von x, y,dy,d2y,2c. iſt zu finden, und wenn bie ——— 
Variation ein Glied von der Form: 


x A2ödy 
X, 
:; fo verwandelt man dieſen Ausdruck zuvörberft in: 
“ı Qdöy. 


Xo 
dann bat man, wenn man theilweife integrirt, umb den Werth einer Func- 
ı U an der obern Grenze des Integrales weniger ihrem Werthe an ber 
ern Grenze mit 
[U]} 


X, — Xı . 
, 2uöy = [2örl} S. "a2.or. 


enſo fände man durch zwei fucceffive theilweife Integrationen: 


JS Hoͤd?y *N Qdꝛy 
x, x 


= [2]; 121 + /, "02-5, 


ſ. f., fo daß unter dem Integralzeichen f nur noch Glieder bleiben, weiche 
: der Bariation öy multiplieirt find, und die Variationen Ödy, Öd2y, ıc. 
"die im $. 369 angegebene Weiſe fortgefhafft find. Diefe Reductionen 
ven bie zweite Grundregel der Bariationsrechnung. 


$. 373. Die Variation des beflimmten Integrales (V) erhält man auf 
alfgemeinfte Weife, wenn man nicht blos die Function y und ihre Dife 
nziale dy, d?y, 2c., fondern aud die Veränderliche x und ihr Differenzial 
zu gleicher Zeit variiren Täßt, was auf die Annahme Kinausläuft, dag ſich 
x Punkt des im $. 370 betrachteten biegfamen Fadens fowohl in dem 
me der Absciſſen x, als in dem der Ordinaten y auf eine beliebige Weiſe 
rückt, oder verrüden fann. Dieſes vorausgefegt, fei 


dV — Xdx + Ydy -+ YDdy! α x. 
x, Y,YD, Y@, Y@),ıc. Functionen von x, y, y’, y", y’', ac. find, welde 
ı duch Differenziation findet, ſobald die Zunction V gegeben ift; fo hat man 


eichnet 
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8V =Xöx -+ Yöy + YMDdy! + YDöyl 1 YWöyiu 2 x., 
and nach dem eben Gefagten, 


af" Vdx =/" Vödx +f, dxöV 
x. x. x. 


— [Vör]ı + S, X (dxöV — dVöx), 
X, | 


Die Werthe von dV und ÖV geben: 
dxöV — dVöx = Y(dxöy — dyöx) + YU)(dxöy! — dy’öx) 
— YOldxöyr — dyllöx) + YOldxöy! — öyllöx) 4 . 
Andererfeits bat man: 
yo dy _ dxödy — dyddx — doy — y'döx 
dx dx? dx 


d(öy — ylöx 
= —— 4 yııöx, 


ap MN, zug ET NED , zuge, 


dx dx? 


3 — yl 
or 7 öx) 4 y/uöx, ic. 


Wenn man aljo der Kürze wegen 
öy — z'öx — du 
feßtz fo erhält man durch Subſtitution: 


ö V. T Yax [Vöx]! 
X) 


4 S. u [Ydxöa + YDada 4 Y@d » don + Y@d » d?da + 2£.]. 
x dx dx? 


Nach der Regel im vorhergehenden 5 verrichtet man nun fo viele theilweiſe 
Sntegrationen, als erforderlich find, um alle Differenzialzeichen d der Baria- 
tion du unter dem Zeichen / fortzufchaffen. Gubftituirt man alsdann für du 
feinen Werth wieder und läßt immer das Zeichen Ö auf das Zeichen d folgen; 
fo erhält man die folgende Formel: 
(2) 3 Y(3) 
ö IR  yar[vörpern I, PTT )Cöy — yöx) 

x Ix dx? 


öydı = 








| Yo) — arm my ı ,(A) 
+ ( * + x.) (dyP—ylöx) +2], C 


x, dych 42y0) dIY®) 
m — — ——— — — .  — 4 . 
+/, N +5 a + el ldy — z'öR)dx 
di VG) 


F die 


Functionen y, y/, y',2c., welche in Y vorkommen können, als unentwickelte 
Functionen von x betrachtet find, fo daß dieſe Ableitungen nicht würden ver- 
winden können, ſelbſt wenn die Veränderlihe x nicht explicite in Ye) vor⸗ 
äme. 





Es ift zu bemerken, daß bei der Beflimmung ver Ableitungen 





— 


Soll nun das Jutegral (V) ein Maximum oder Minimum werben, 

muß feine Bariation verfehwinden, von welcher Befchaffenheit die durch oͤx, 

s bezeichneten und mit x innerhalb ber Ausdehnung des Integrales beliebig 

ränderlichen Incremente auch fein mögen. Es muß alfo jedes Element des 

miegrales, welches im zweiten Theile der Gleichung (A) bleibt, einzeln ver- 
hwinden, und folglich: 
dyY(d d?Y(2) 42 Y(3) 


— tar arten (a) 


ein. 

Wenn fih der erfie Theil der Gleichung auf eine Eonftante oder auf eine 
Hofe Function von x rebucirt; fo kann fie nicht mehr zur Beſtimmung einer 
Function y=gx dienen, welche der Bebingung des Marimums oder Mini 
wımd Genüge leiftet, und die Aufgabe iſt unmöglih. Im Allgemeinen kann 
ve Gleichung bie Größen x, y, y',.... y2) enthalten, wenn 50) die höchſte 

a Y(n) 
m V vorkommende Ableitung if; denn alsdann iſt + —- das letzte Glied 


des erſten Theiles der Gleichung (a), und wenn y in Y vorkommt, fo 
nfleht durch die Bildung dieſes Gliedes die Ableitung „2, weil nah dem 
den Gefagten y(? wie eine unentwidelte Function von x behandelt wer- 
va muß. 


F. 374. Ehe wir weiter gehen, wollen wir bemerlen, bag, wenn x feine 
ah 5 ausgebrüdte Variation erführe, oder wenn öx= 0 wäre in der For⸗ 
wi (A), die Bedingung, daß die unter dem Zeichen / befinplihe Größe 
Element für Element verfhwinde, auf dieſelbe Gleichung (a) führen würde; 
es würde nur die Form der Glieder, welche fi) auf die Integrationdgrenzen 
beziehen, verändert, fo wie die Gleichungen, welche man daraus ableitet, wenn 
man diefe Glieder = 0 feht, damit die Totalsariation des Integrales ver- 
ſcwinde. Diefes Laßt fih durch geometrifche Betrachtungen erklären und direct 
beweiſen. Denn e8 fei MN (Ag. 88) die Curve y=Yyx und M/N’ vie 
Curve, in welde bie eben erwähnte in Kolge der Variation von y und von x 
übergeht. Man kann ohne Unterfchieb annehmen, daß ein beliebiger zwifchen 
den Endpunkten der erften Curve liegender Punkt m derfelben auf der varlirten 
nme einem Punkte m’ entipricht, deſſen Absciffe und Orbinate von ver 
Ahsciffe und Ordinate des Punftes m verfihieden find, oder einem Punkte u, 
weicher viefelbe Absciſſe al8 der Punkt m hat, umd deflen Orbinate blos ver- 
ändert iſt. Aber wenn die Endpunkte M, N nicht dieſelben Absciffen haben, 
als die Endpunkte M’, N‘, fo muß man annehmen, daß fih die. Absciffen und 
Ordinaten an den Grenzen gleichzeitig geändert haben. Man muß alfo auf 
diefe Beränderlichkeit der Abscifien in ven Orenzgleihungen Rüdfiht nehmen, 
wenn die Abscifien der Endpunfte nach der Natur der Aufgabe nicht unver- 
inderlich find, und da es gleichgültig iſt, ob man zwifchen den Grenzen darauf 
Rüdficht nimmt, oder nicht, fo muß die Gleichung, welche die Curve zwifchen 
en Grenzen beftimmt, biefelbe bleiben. 

Wenn man der Absciſſe x eine Variation ertheilt, fo if bie Variation 
Iy nicht mehr — up — mp, wie wenn die Absciſſe unveränderlih if, fon- 
en mp — up. Dan hat alfo: 

vp = m/f — mv — mp! — in, 
senigflens, wenn man m’i — um fegt, oder die unendlich Meine Größe der 
weiten Ordnung döy vernadläfligt. Folglich iſt: | 
up =y-t+ dy — y'öx, 
Eournot, Theorie der Functionen ar. 25 
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und man muß mithin in ben in der Boransfeßung der Uweränderlichkeit vo 
x abgeleiteten Kormeln öy = y’öx für öy feben, um die Bariation von x ü 
— p given. Aus demfelben Grunde muß man öy’— y’öx für öy 
eßen u, ſ. 


6. 375. Man erhält die gefuchte Relation y=gyx, welde der Be 
dingung des Marimumd oder Minimume genügt, wenn man die Gleichung (a) 
integrirt, d. b. wenn man von biefer Gleichung zwifchen x, y, y’,.... y&) 
der Gleihung zwifchen x, y, woraus fie abgeleitet iſt, und welde die Form: 

Ölz, YAayr are an)=(0, (a) 
bat, wo a, , a, y...2,n willfürlihe Conflanten oder Parameter find, zuri 
geht ($. 164). Die Integration der Differenzialgleichungen werden wir fpdie 
abhandeln, und für den Augenbli genügt es, anzugeben, wie bie e 
Integration eingeführten willkürlichen Conſtanten nach den Daten der Aufgabe 
beftimmt werben. 

Wenn man den zweiten Theil der Gleihung (A) nad Hinweglaflung des 
Gliedes mit dem Zeichen S, welches vermöge der Gleichung (a) verſchwindet, 
gleich Null fest; fo erhält man die Gleichung: 

(2) 2y(3) 
[Vöx + vo _ U 4 ET _ ) (öy— yiör) 
dx dx? 


® 


aY®) 
+ 9 — — +2) Or — y'&) +]i=0. 0) 
welche man auf die Form: 
5,62, + Y,öy, + FWöyl, +... Y,@-NDdy,e-nD 


— (5,02, + Y,9,, + Y,Wöy, +... + Ke-Yröy,e)=0, (6) 
bringen fann, wenn man durch: 


Fur Y,ı rm... Ye», (c,) 
befannte Functionen der Anfangswerthe x, , yo Yo 26. und durch: 
3, Yu, #D,... Pan (e,) 


Functionen bezeichnet, welche auf biefelbe Weife refp. aus den Endwerthes 
X, Yır Ju, 2c. zufanmengefebt find. Wenn nun die Werthe der Endgrößen: 
Kor Xı3 Yor Yı5 Yor Yıs (d) 
Eonftanten find, welche unmittelbar durch die Bedingungen der Aufgabe ge= 
geben werben; fo find ihre Variationen: 
ÖX,, ÖxX,5 Or, 115 yon öy',; 2. (0) 
Null, die Gleichung (4) wird von felbft erfüllt, und man hat zur Beflin- 
mung der in dem Integrale (a) vorfommenden willlürlihen Conſtanten ebenſo 
viele Gleichungen von der Form: 
O (x, Yor a, a1...) (0, 
© (x,, Jy ar Ayı +++ an) 05 
le ar Yor Yor Aır Aarau) 0, 
Dix, Jır Yır Cr Ara )—0; ⁊x. 
wo die Function D! durch die unmittelbare Differenziation der Function ® 
erhalten wird u. ſ. f. 
‚Wenn feiner der Werthe der Größen (d) gegeben iſt; fo find ihre Ba 
riationen unbeftimmt nnd unabhängig. Man kann alfo der Gleichung (2) nur 
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dadurch genügen, daß man jeden der Factoren (c,), (c,), einzeln gleich Null 
ſetzt, und die fo erhaltenen Gleichungen vertreten die Stelle derer, welche die 
e der Größen (d) direct geben würden, fo daß man immer zur Be- 
. fimmung der in dem \integrale (a) vorkommenden willkürlichen Eonftanten die 
finreichenden Bedingungen hat. 

Wenn endlich zwifchen den Größen (d) eine gewiffe Anzahl von Be- 
Kngungsgleichungen f, = 0, f, =0, ꝛc. flattfinden, fo Teitet man daraus nach 
4. 154 die Relationen zwifchen den durch: 

öf, =0, öf, 0, LK, (N 
sögebrückten Variationen (e) ab, eliminirt aus der Gleihung (2) vermittelfl 
dee Gleichung (N) fo viel Variationen, als die Anzahl der Gleichungen () 
Einfeiten bat, und feßt dann die Multiplicatoren der nicht eliminirten und 
wllkielich gebliebenen Bariationen einzeln gleich Null, wodurch dieſer Fall auf 
‘Ne beiden zuerft betrachteten zurückgefuͤhrt wird. 


6. 376. Auch iſt zu bemerken, daß die Function V einen oder mehrere 
der Grenzwerthe (d) enthalten könnte, welde in der Gleichung (6) noth⸗ 
wendig vorkommen. Alsdann muß man, indem man die Variation öV nimmt, 
die fraglichen Größen varliren laſſen, wofern ihre Werthe nicht nach den Be⸗ 
- dingungen der Aufgabe conftant find. Wenn z. B. x,, in V vorläme und 


v — 0 wäre; fo wäre die Variation von V in Beziehung auf diefe Größe 

= Oöx,, und wenn man die Function (Odx mit © bezeichnete, fo hätte man 

in der Öleihung (A) und folglich in der Gleichung (6) ein neues Glied: 
(9, — 0)x 

aber die Gleichung (a) bliebe unverändert, 


$. 377. Wir wollen nun annehmen, daß die Function V zwei Func- 
tionen y,‚z der Veränderlichen x und ihre Ableitungen y’, 2°; y', 2": ıc. ent« 
halte, wie diefes bei den Aufgaben über die Linien von doppelter Krümmung 
mmt. Wenn man 
dV = Xdx + Yay + YOddy! 4 YMdyU L YOdyu L ıc, 
+ Zdz | ZUdz 4 ZOdzt + ZOdztt 4 x, 
est, fo Fann man, ohne die Rechnungen zu wiederholen, welche die Formel 
(A) gegeben haben, ſetzen: 


iR 2 — 
* Vdx = [Vöx] ! 
@ (8) 
+ [79 — * ꝓre.) (öy—y’öx)+(Y +20.) (öy—ylöx)+:e.]! 


+ zn 24 2.) (ö2—zlör) + (ZI — = + ıc.) (d2'—2"'öx) + 26.) \(B) 


YO d2Y@) d3ZW 
+/, [Ir — — + — — TE +10] (dy—ylöx)dx 
Xo d dx? 


dx x? 
x dt) d?ZRQ) d3ZO 
. Z | — — —— GEHE mn mann + — 4 ö s 
* l dx + dx? dx? re] Gꝛ -*ox) ox 


Dieſe Formel führt zunächſt auf die beiden Gleichungen: 
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YD) AayY®a dıy® 





Y— — — ——* 
dx dx? dx? + 0 
42 d22(2) d3z19) 
2 — dx + dx2 — dx3 re=0 


welches im Allgemeinen fimultane Differenzialgleihungen find ($. 165), deres 
Integration fih, wie wir gefehen haben, auf die einer gewöhnlichen Diffe 
venzialgleihung mit zwei veränderlihen Größen zurüdführen laͤßt. Geſett, 
biete Integration wäre verrichtet, und man hätte die durch x ausgebrüdten 
Werthe von y,= gefunden, welcde bei der gehörigen Anzahl willfürlicher Eon 
anten ben vorhergehenden Gleichungen ‚auf die allgemeinfle Weiſe genüg 
o blieben noch die Werthe diefer willkürlichen Conſtanten vermittelfi ber pri 
auf die Integrationsgrenzen beziehenden Bedingungen zu beſtimmen, und es 
ift nicht nöthig, Hier über biefe Ausdehnung der weiter oben ($. 375) ange 
beuteten Rechnungen ein Mehreres zu fagen. 


$. 378, Die Beränderlichen x, y, = können durch eine Gleichung: 
F(x, Y⸗ 2) —— 0 (g) 
mit einander verbunden fein, wie bei den Aufgaben über Linien, die in einer 
gegebenen Fläche Liegen müffen, fo folgt: 


dF dF dF 
„tz y+— s=0. 
Bermittelft viefer Gleiching fihafft man öz aus der Formel (B) fort, und 
wenn man den unter dem Integralzeichen befinblichen Eoefficienten von dy obet 
von Öx nad der Subſtitution = 0 ſetzt; fo erhält man die Differenzial- 
gleichung : 
dF dvu) dF dzi) 
(tr - te) (2— u te)=0 


dx dx 


woraus man z vermittelfi der Gleichung (5) fortichaffen kann. 


$. 379. Wenn die Anzahl der Veränderlichen umd die der Bedingunge- 
gleichungen beträchtlicher wäre, fo würde bie Eliminationsrecdhnung durch An 
wendung ber Methode der unbeftimmten Multiplicatoren eleganter gemacht 
($. 154); aber die Anwendung dieſer Methode iſt befonderd dann bemerkens⸗ 
werth, wenn bie Bebingungsgleichungen nicht blos bie Veränderlichen x, y,2.» 
fondern auch ihre Ableitungen y’, y',... 2°, 2%,...2c. enthalten, und es kommi 
alsdann darauf an, bie Variationen der abgeleiteten Functionen blos von denen 
der urfprünglichen Functionen abhängig zu machen. 

Es fei alſo: 

F(x,yyyIy",...2,21,2,...)— 0 Ch) 
eine ſolche Gleichung, fo hat man ÖF—=O und auh AÖF=O, wo A eine 
unbeftimmten DMultiplicator bedeutet, und da diefe Gleihung für alle zwiſches 
den Sntegrationsgrenzen liegende Werthe von x,y,2,... ftattfinden muß, ſo 
dat man auch: 

"AFkk=0; 0) 
xo 
aber alsdann bezeichnet A einen Factor, welcher ſich mit der Absciſſe ver- 
ändern fann, oder eine unbefannte Function von x iſt. Die Gleichung Ci) iR 
die Summe unendlich vieler Gleihungen, wie AöFdx — 0, wo bie Beränber- 
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ihen x, y,2,... unt J . defficient A für alle dieſe Gleichungen im Allge- 
neinen verfchiedene aben. 


Die Werthe vir . als Functionen von x, welche das Integral: 


— ,. Vax 


verſchwinden machen, reduraen alſo auch das Integral: 
CE . vux + AöFdr), (k) 


Nach den Regeln der Elimination durch die Methode der unbeflimmten 
Bealtiplicatoren muß man nach ver Einführung des unbeflimmten Factors A,y,z 
ds von einander unabhängige Functionen von x betrachten, fo daß man, 


un man 
dF — xdx + rdy + r®dy! + rOdyl 


+ zılz + æ() I2 4 2(2)d 4 r2c. 


md nach der Anwendung der gewöhnlichen Methode der Variationen auf das 
Fer (k) die Factoren von dy, dz unter dem Zeichen einzeln SO fekt, 
lt: 














Y- — 1.4 ir — — -..= 
dx dx? * + * dx dx? ie 0 ch 
ezu) d?2@) d + Az d? +} z(2) 
zZ — —— — 1 — — — — — — — 
Fra sr Fr eh ni dx Te —0 Ä 





Berben die drei Gleichungen Ch) und (1) gleichzeitig integrirt, fo geben fie 
ie Werthe von A,y,z als Functionen von x und den willfürlichen Eonftanten, 
ud durch Slimination von A fann man bie Wertbe von y,z= ald Functionen 
von x und der durch die Integration eingeführten Conflanten einzeln erhalten. 
Verden die Orenzgleichungen auf eine ähnliche Weife behaudelt; fo beftimmen 
fe die Anfangs- und Endwerthe der Function A,y,z und ihrer Ableitungen, 
md folglich die durch die integration eingeführten willfürlichen Conſtanten. 
Sefonders bei den Anwendungen der Berechnung der Variation der Integrale 
af Probleme der Mechanik, wo man die Körper als continuirlihe Maſſen 
betrachtet, ift diefe Theorie der veränderfichen Multiplicatoren von hoher Wich- 
iefeit, worüber man insbefondere die Mecanique analytique von Lagrange 
m Rathe ziehen muß. Bei den Aufgaben diefer Art ift die Function A nicht 
nehr eine blos zu: Bequemlichkeit der Rechnung eingeführte Hülfsveränberliche, 
fdern fie bezeichnet eine gewiſſe befondere Größe, beren Werth 2 
ih nothwendig angegeben werben muß, wenn bie Auflöfung der Aufgabe voll- 
Rindig fein foll. 


8. 380. Diefes führt und auf die Erörterung der Theorie ber rela- 
tiven Marima und Minima. Dan fagt, man ſuche ein relatived Maximum 
Kerr Minimum, wenn e8 darauf anfommt, die Function y = px zu beflim- 


km, welche das Integral /, Aa Yax zu einem Maximum oder Minimum 
mt, mit der Beringung, daß ein anderes Integral YA xi Ldx welches 


don derſelben Function y abhängt, einen conſtanten Werih behält. Dieſes iſt 
Mm Allgemeinen die Aufgabe, welche man ſich bei den Ifoperimetrifhen 
Iroblem en ftellt, welche darin beftehen, unter den Curven von berfelben 
linge, d. 5. unter denen, für welche das Integral: 
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x — — Pr j 
V' ‚ot.= 
J. 1-+ y” a , 
einen conflanten Werth behält, diejenige zu befti: x „„eren Orbinate y bi 
Eigenfchaft hat, das Integral: ’ 


N Vdx hun 
% 


zu einem Maximum ober Minimum zu machen. 
Sn einem folhen Falle find die Variationen der Coordinaten x,y durd 


die Bedingungsgleichung: 
ö JR *i Lax — 0 


mit einander verbunden, und wenn man das Eliminationsverfahren durch bi 
unbeftimmten Multipliestoren anwendet; fo ergibt fih daraus: 


af Ver His /," Ldx — 0 


wo A einen conftanten Coefficienten bezeichnet, oder: 
fe (V+AD)dx=0. (m) 


Der Eovefficient A iſt conflant, weil man hier nur eine Bebingunge- 
gleihung hat, welche ſich auf ven Werth eines Integrales bezieht, und micht, 
wie im vorhergehenden $, unenblic viele Bebingungsgleichungen, wovon jede 
für die Coordinaten in Beziehung auf ein Element des Integrales flattfindet. 
Ferner iſt einleuchtend, daß, wenn das Integral: 


einen größten oder Heinften Werth hat, und das integral: 
x 
* Ldx 
X) 


eonftant bleiben muß, die Summe: 


SE va /," Ldx =" (V-I-AL)dx, 


wo A eine conflante Zahl bezeichnet, auch einen größten ober Fleinften Wert) 
bat. Die Function y=gYx, welhe man beflimmt, wenn man bie gewöht 
lichen Regeln der Variationsrechnung auf die Formel (m) anwendet, enthäl 
die unbeftimmte Conſtante A, deren Werth man durch die Bedingung beflinml, 


daß das Integral JR xi dx, worin y und folglich A vorkommt, einen con 


flanten und gegebenen Werth hat, 
Zu demfelben Refultate kann man auch auf folgende Weiſe gelangen 
Wir wollen 


SLdx =z, oder L-2=0 (2) 


ſetzen; fo iſt = eine Function von x, welche man vermittelft der Gleichung (») 
als mit y und mit x verbunden betrachten kann. Man muß alfo in dieſes 
Falle die Methode im $. 379 anwenden, indem man die Gleichung (u) ald 
eine Bebingungsgleihung behandelt, wodurch man erhält: 
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" theifweife Integration: 
x, dA 
[Aöz]i — JS. — dxöz. 
u x, de 
Die Beränverlihe = fommt übrigens weder in V, noch in.L vor, fo daß 
das Glied mit der unabhängigen Variation öz nicht verſchwinden Fönnte, 
wenn nicht: 


S 
g 


di 
——0, over A= const, 
dx 


wäre, 
Man hat au: 
[Aöz2]i = Alödz, —63,) =0, 
weil A conflant und nad der Vorausfehung die Größe: 


_.= 9 Lux 
0 


cbenfalls conſtant iſt, ſo daß man nur noch die Variation bes Integrales: 
| VAREL 


wo A einen conftanten Coefficienten bezeichnet, verſchwinden zu laſſen braudt. 
Diefe Analyje erftreckt fi) fogar auch auf den Fall, wo man eine größere 
Anzahl von Integralen Hätte, die conflante Werthe behalten müflen. 


$. 381. Bisher Haben wir nur die gemeinfchaftlihen Bedingungen des 
Marimums oder des Minimums betrachtet; allein es müßten auch die Mittel 
jur allgemeinen Unterfcheivung des Marimumd und Minimums und zur Er- 
kmmung der Ausnahmefälle, wo die Variation des Integrales verſchwinden 
lann, ohne daß deswegen ein Maximum oder Minimum flattfindet, angegeben 
erben. 

Nach den allgemeinen Prinzipien über die Marima und Minima ($. 91 
mb folg.) ſieht man fofort ein, daß ſich dieſe Analyfe der Beflimmung ber 
Boriationen der zweiten Ordnung eines Integrales oder der Variationen feiner 
Bariationen anfchließen muß; allein bei den gewöhnlichen Anwendungen braucht 
man in biefe complicirte Analyfe nicht einzugehen, weil fi) aus der Natur 
der Aufgabe die Unmöglichkeit des Marimums dder Minimums erkennen läßt; 
ſo daß über den Sinn des erhaltenen Refultates feine Zweideutigkeit flattfin« 
den kann, wenn gleich man blos die Variationen der erften Ordnung betrachtet. 

Auch ift zu bemerken, daß wir ung nicht mit der Beflimmung des Mari- 
mums oder Minimums eines beflimmten Integrales befcdhäftigen, wenn die 
Sunetion unter dem Integralzeichen / zwiſchen den Sntegrationsgrenzen durch 
das Unendliche geht, fo daß die Integrale nicht mehr ald Summen unenvlich 
Heiner Differenzialelemente betrachtet werden können. 

In dem folgenden Kapitel wollen wir zur Erläuterung der vorhergehenden 
Allgemeinen Theorie einige Beifpiele betrachten. 
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Adtes Kapitel. 


Anwendungen der Berechnung der Dariationen einfacher Jutegrale. 
Ansdehnnung bee Methode der Variationen anf doppelte Integrale 


— — ⸗ 


1. Anwendungen der Beſtimmung der Variationen einfacher Integrale auf Probi 
über die Marina und Minima. 


$. 382, Bon ber fürzeften Linie auf einer gegebenen Obe 
fläde. — Da die von einem Punbkte auf eine Linie ober Fläche 
Rormale die Fürzefte ober Längfte gerade Linie if, welche man von bi 
Punkte nad) diefer Linie oder Fläche ziehen kann; fo iſt leicht einzufehen, U 
bie laͤngſte ober kürzeſte Linie, welche zwifchen zwei Linien over Flaͤchen 
ogen werben fann, die gemeinfhaftlihe Normale dieſer beiden Linien 
ächen iſt. Wir begnügen und, bie Anmwenbung ber allgemeinen Formeln 
vorhergehenden Kapiteld auf einen folden einfachen Fall anzudeuten, und gehen 
au der Aufgabe über, welche zum Zwede hat, bie kürzeſte Linie 
bie man auf einer gegebenen Oberfläche zwifchen zwei feflen aufm ober 
wifchen zwei feften men Linien auf der gegebenen Dberflähe ziehen 
ffenber würde die Aufgabe Feine Auflöfung geftatten, wenn man bie Be 
g des Marimums für die des Minimums Fobfituirte, wofern man Feine 
Bert chraͤnkungen hinzufügte, wie 3. B. bie, daß die gefuchte Eurve eine eben 


Das Integral, welches zu einem Minimum gemacht werben foll if: 
NVIERTR a, 


woraus folgt, wenn man N 1 y2 +22 —V fegt: 
5 VYır — E + ro + =] 


y' d 
+ [ 6 On Da) 


Flx,y,2)=0 bie © der O wel ” 
bie —** eine far * 9 de * berſͤche, auf welcher 


ic + dr + 5:=0, 


woraus folgt ' „ven mai dem Zeichen / wegfchafft und die Mul- 











— x N 
i d 3. dr o_, 
Salıı —A 
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e da fi Die gefuchte Eure auf ber gegebenen Oberfläche befinden muß; 
ind die Ableitungen y’, 2’ durch die Gleichung: 


dF dF dF 
_ ı_ I_— 
it yr°® dz u 


einander verbunden, und die beiden Gleichungen (1) werben ibentifch, wie 
ver Kal fein muß, und nehmen die Korm an: 


ar (5) _dF q (5 j 
dz dx dy' dx @) 


dieſe letzte Gleichung müßte man die aus der Gleichung ber gegebenen 
erflähe abgeleiteten Werthe von =, =’ als Functionen von x, y, y fubflie 
ren und integriren; allein wir wollen unter Beibehaltung der Allgemeinheit 
Function F aus der Gleihung (2) den Beweis eimer charafteriftiiichen 
venfchaft der Eurven ableiten, weldhe den Bedingungen der Aufgabe Genüge 
ten. Wenn man, wie gewöhnlich, mit ⸗ den Bogen ber Curve bezeichnet; 
dat man die Gleichungen: 
y' __dy a’ _dz 
v.' vv. 
möge welcher ſich die Gleichung (2) in die Proportion: 
dy ds 
dF  dF,, (ia 2) 
dy ' dz "" de ° ds 
vanbelt, woraus wegen der Symmetrie folgt: 
dx dy ds 
dF  dF dF , 2) °&) °& 8 
«xy a’ &’ dd’ 6° 2) 








x wenn man durch A, u, »; Al, u,» die Winkel bezeichnet, welche vie 
rmale der gegebenen Oberflähe und der Krümmungshalbmeffer der gefuchten 
je mit den Parallelen zu den pofitiven Coordinatenaxen bilden; fo geht die 
portion (3) über in: | 
os.A : cos. u: cos.» :: cos. Al! cos. ul: cos. v. ($. 228 und 237.) 
glich =, u—u, vv. Mio iſt die Osculationsebene der auf 
"pegebenen Oberflä e fo gejogenen Linie, fie zwilchen zwei beliebigen 
uften kürzer ift, als jede andere Linie, weldhe in berfelben Fläche Liegt, 
» durch diefelben beiden Punkte geht, auf ber gegebenen Oberfläche beftän- 
normal. 

$. 383. Die Orenzgleihung: 

öx-+-y/öy-+ =] 1 
—ı 7/1 =0 
| V 0 

rd von felbft erfüllt, wenn die beiden Endpunkte der gefuchten Eurve be⸗ 
nmt und der Lage nach gegeben find, denn man bat alsdann: 
öx,—0, öy,=0, ö62.,=0; d&x,=0, 5y,=0, 52, =0. 

Wir wollen mım annehmen, daß dem nicht fo fei, ſondern daß jeder ber 
den Endpunkte fih in einer auf der gegebenen Oberfläche gezogenen gege- 
sen Eurve befinden müfle; fo bat man in jedem biefer beiden Endpunkte, 
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wenn man ber Einfachheit wegen vie fie particularifirenden Indices 0,1 hie 


wegläßt: 

öx -1- yöy+- »/dz—0, 
oder: 
öy Öz _ 
I+!'2 +". =. (4) : 
Da fih nun der Endpunkt (x, y,«) auf einer gegebenen Linie befinden muß, |. 
fo find u > Größen, welche durch dieſe Linie beftimmt werben, und bie 
trigonometrifchen Tangenten der Winkel meffen, welche die Projectionen ber 
Tangente dieſer Linie im Punkte (x, y, 2) auf die Ebenen der xy und ber zz 
mit der Are der x bilden. Andererfeits find y‘, z’ die trigonometrifchen Tue 
enten der Winfel, welche die Profectionen der durch den Endpunkt der fürge! 
en Linie gezogenen Tangente auf diefelben Ebenen mit derſelben Are bilden, 
Die Gleihung (4) vrüdt alfo aus, daß die kürzeſte Linie die beiden auf der 
ge ebenen Oberfläche liegenden Linien, auf welchen ſich ihre Endpunkte reſp. 
ben follen, unter rechten Winkeln durchſchneidet. 


6. 384. Ueber die Rotationsoberflähe von dem Feinfen 
Fläheninhalte. — Man foll in der Ebene der xy die durch zwei gege⸗ 
bene Punkte (x,,y,), (X,r7,) gehende Eurve beftimmen, welche bei ihrer 
Umdrehung um die Are der x eine Rotationsoberflähe von dem kleinſten 
Slächeninhalte erzeugt. Das mtegral, deflen Bariation verfchwinden muß, ME 


nah $. 350: 
x, — — 
— — © 
und bie Gleichung (a) im $. 373 verwandelt fi) in diefem befondern Falle m: | 


a”. \ 
(7 — =) 
dx 
Wenn man s zur unabhängigen Veraͤnderlichen nimmt, fo befommt biefe Ole 
dung die Form: 
_ dy 2 d?2y _ ydx\: d’y _ 
1-2) =) rt m 
Aber in berfelben Borausfegung hat man; 
dx d:x | _ dy diy _ 
Fr 7 50, D 
fo daß fich die Gleichung (6) in: 


v1 —- y’2 — 


10° 
8 
=0, dr 1- —0. 


dx dy |, „dx _ 


ds ds de? ds — 


verwandelt. Hieraus folgt: 


y-——b, (8) 
8 
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o b eine willfürlihe Eonftante bezeichnet, und folglich Hat man, wenn man 
am Duabrate erhebt, und für ds? —* Werth ſetzt: 

bdy 
Van m 
mb endlich gibt eine nene Integration: 

17 __I ‚+tYr-—b 
x—ı _b — — —blog| ·—— — 1, 
* Vy?2—b2 ⸗ ) 

Da die Coordinaten der beiden Endpunkte gegebene Conſtanten find, fo 
wird bie Orenzeleichung von felbft erfüllt. 

Nach der Gleichung (8) drüdt die Conflante b den Werth der Orbinate 
y für den Punkt der Curve aus, worin die Zangente zu ber Are ber x 


gallel iſt, und ber Werth verfelben könnte näherungsweife beflimmt werben, 
wenn man bie Wurzel der transcendenten Gleichung: 


x, —- = b log. (tr) 
yt V⸗ 0 —b? 
Durch ſucceſſive Annaͤherungen berechnete. 

Um der Gleichung der Curve, welche der Aufgabe Genäge leiſtet, die 
Binfachfte Form zu geben, wollen wir die Are der y durch den Punkt der Curve 
zehen laſſen, worin die Zangente zur Are der x parallel ift, was darauf hin- 
ansläuft, die Gleichung (9) unter der Vorausfeßung zu integriren, daB man 
zugleich <= 0 und y=b hat; fo kommt: 


2 __h2 — — \ 
«bl (ENTER), ‚+tYyp—-b=be, 


folglich : 


dx = 





— — b2. x 
— 2_—-b2 = — — 2 be ° by 
y v7 b ytVYj_ b 
und mithin: 
y =; —X 5). (10) 


Ans der Gleichung (8) folgt alsdann, wenn man den Punkt, deſſen Absciſſe 
Rull iſt, zum Anfangspunfte der Bogen nimmt: 


=./ ydx = (F- 5) 


Die Curve, deren Gleichung wir eben gefunden haben, iſt unter dem Na⸗ 
men der Kettenlinie bekannt, weil, wie in der Mechanik bewieſen wird, 
ein ſchwerer homogener, vollkommen biegſamer und an beiden Enden aufge⸗ 
hangener Faden, die Geſtalt dieſer Curve annimmt. Galiläi, welcher ſich 
damit befchäftigt Hat, verwechſelte fie mit der Parabel, aber Leibnitz hat bie 
Conſtruction derfelben auf die zweier Iogaritämifcher Linien, welde aus ber 
Gleichung (10) folgt, zurüdgeführt. 

Die Kettenlinie bietet, wie bie Eycloive, außer ben bereitS angeführten, 
uch mehrere merkwürdige Eigenfchaften dar. . Es fei MBM’ (Fig. 89) eine 
in Beziehung auf die Are OY fymmetrifche Kettenlinie und XX die Are, um 
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welche fidh die Curve drehen muß, um bie —— — von bem 
fen Flächeninhalte zu erzeugen; fo drückt bie kleinſte Ordinate OB ben 
rameter b aus. DBermöge der Gleichungen (© und (10) Hat man: 


dy? _ y dy_y 

Vırkab Beh 

fo daß in allen Punkten der SKettenlinie die Normale ($. 172) und ber 
2 

mungshalbmefler (6. 193) den gemeinfchaftlihen Werth T paben. Im Schei⸗ 


tel B hat der Krümmungshalbmeſſer ſeinen kleinſten Werth und iſt dem “ 
rameter b gleich, 
Wenn man von dent Yußpunkte P der Drbinate PM = y auf die Ten 
gente MT das Perpenbilel Pu fällt; ſo hat man:! 
Pa : MP :: PT: MT. 
Es iſt aber: 
PT=-—._, ur —— 
"va_um VS 
amd folglich Hat das Perpendikel Pu einen conſtanten Werth und iſt dem Pa 
vameter b gleih. Dieraus folgt: 
M=VYyp—b, 
Die Fläche OBNP wird auegedriat durch: 





d —— 
d — — — —b Vy _ 12 
YA T * yVae—b — 62 
und wegen der Gleichung 8 hat man: 
Bog. BM — =;/, yı«= VYy —bz, 


Die Kettenlinie ift alfo eine Curve, für welche bie von ihr eingefchloffene 
Fläche und die Länge ihres Bogens durch algebraiſche Functionen der Ordinate 
ausgedrüdt werben. 

Wir haben eben gefunden, daß ber Bogen BB] der geraden Linie Mu 
gleich iſt, und folglich gehört der Punkt u einer Evolvente der Kettenlinie an 
deren Rüdtehrpunft im Scheitel B der Evolute Liegt. Diefe Evolvente NBN' 
ift in Beziehung auf die Are der y ſymmetriſch und hat die Are der x zum 
Alymptote. Der Theil der geraden Linie „P — b if die Tangente de 
Curve NBN‘, welche alſo die merkwürdige Eigenfchaft darbietet, daß fie ein 
Tangente von conftanter Größe hat. Diefe intereflanten Bemerkungen fi 
zuerft von Ampere angegeben. 


6. 385. Curve des fhnellften Falles ober Bradiftohrone.*) 
Sp nennt man nämlich die Curve, längs welder ein ſchwerer materieller Punkt 
berabfallen müßte, um am fchnellften von einem Punkte zu einem andern, nicht 


*) Und nicht Brapfosrone, wie man gewöhnlich nach der barbartfhen Ortegra 
bie au fpreiben pflegt; denn vieles Wort kommt nicht unmittelbar von dem 
djective Agazuc, welches denfelben Sinn und diefelbe Wurzel, als das Iateini- 

ſche Adjectiv brevis dat, fondern von dem Superlative Apdrıoros her, woran 
das v verfchwunden if. 


zu. — *— 
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uf derfelben Berticale liegenden, zu gelangen, wenn von der Reibung 

ee Eurve und von dem Widerflande des umgebenden Mittels abfirahirt wir. 
Da zu beiden Seiten ber durch die beiven Endpunkte der Curve gelegten Ver⸗ 
icalebene Alles fynnnetriih iſt; fo muß die Eurve nothwendig in dieſer Ver⸗ 
icalebene liegen, welche wir daher zu ber Ebene der xy nehmen wollen, in⸗ 
em die pofitiven Absciffen x auf der DVerticale von oben nach unten gezählt 
nerven. Es feien x,, x, die Absciffen des Anfangs- und Endpunktes des 
wscchlaufenen Weges; fo muß wach merhanifchen Lehren das integral: 


X} —* 4 y’2 
SV Er 


m einem Minimum gemacht werben, wodurch man erhält: .' 








a — —,, — — *5* 
— 79 
1 __4 _ 2 a2) 
dr x—X, 


Bir wollen n — 2R und x,—=0 fehen, d. h. die Are der x durch den 
Aufangspunkt der Bewegung gehen laſſen; fo erhalten wir bie Gleichung: 
| dx _ * 2R — x 

dy x 
welches bie einer Cycloide if, wovon ein Bogen dieſen Anfangspunft der Be- 
wegung zum Zußpunfte hat ($. 177), Der Halbmefler RB des Ergeugungs- 
kreiſes wird durch die Bedingung beftimmt, daß die Eycloide durch den End⸗ 
punkt des von dem Körper durchlanfenen Weges gehen muß. 


$. 386. Sfoperimetrifhe Probleme. — Man foll die Eure fin- 
den, deren, durch die Ordinaten der Punkte (x,, Yo), (X), J,) begrenzte 


Flaͤche * * ydx ein Maximum oder Minimum iſt, indem der Curvenbogen 
awilchen denfelben beiden Punkten eine gegebene Länge bat. Nach F. 380 muß 


man fehen: 
eo). (y +if1 +y°:)d=(, 
wo A einen conflanten Evefficienten bezeichnet, fo erhält man: 





() 
—— 


woraus folgt, wenn man integrirt, und den y‘— 0 entiſprechenden Werth von 
x mit & bezeichnet: 
Ay! yı — dy 24 X— 


— = + ——, — u ; —— — — 
x—$ — + yı dx v2 — (x—&)2 


1—\« 





Integrirt man nochmals und bezeihnet den x—& entfprechenden Werth vu 
y mit nr; fo kommt: 

-n=FYM—-a—H, va + — ni. 
Die gefuchte Curve iſt alſo ein Kreis, deſſen Halbmeſſer — A und befim 
Mittelpunkt der Punkt (&, 7) if. Die drei Eonflanten &, 7, A werden vuf 
die Bedingung beflimmt, daß der Kreis durch die beiden Punkte (x,, *,) 
(x, , 3.) gehen und der zwilchen dieſen beiven Punften liegende Bogen ein 
gegebene Länge haben muß. Es findet eine doppelte Auflöjung flatt, indem 
der Kreisbogen, welcher der Are der x feine Concavität zufehrt, dem Maximm 
und der, welcher diefer Are feine Eonverität zufehrt, dem Minimum entiprigk: 
Hieraus folgt, daß ber Kreis die geſchloſſene Curve iſt, welche bei demſelben 
Umfange die größte Fläche umfchließt, wie es die Alten auch durch bie rein 
Geometrie bewiejen haben. 

Wenn man in der Aufgabe im 6. 384 noch die Bedingung Kinzufügt, Def 
die ge ſuchte Curve eine von denen fein fol, welche zwifchen ven Punkien: 
(X5r Yo)r (X, 1 Jı) eine conftante und gegebene Länge haben; fo muß in de: 
Gleichung (8) die Veränverlihe y durch y--A erſetzt werben. Ulebrigess 
find die Rechnungen diefelben und führen ebenfalls auf die Gleichung ver 
Kettenlinie, in welche eine neue willfürliche Conftante eingeführt wird; aber 
man hat auch eine neue Bebingungsgleichung, welche ſich daraus ergibt, va 
bah — zwiſchen den beiden Endpunkten eine conſtante gegebene Länge 

en muß. 


F. 387. AS letztes Beiſpiel wollen wir unter ben ebenen iſoperimetü⸗ 
fen Eurven, welche von zwei feflen Punkten (x,, Yo), (X, , Y,) begrent 
werben, die zu beflimmen fuchen, welche, wenn fie fih um die Are der x 
dreht, eine Rotationsoberfläche befchreibt, fo daß das von ihr eingefchloffene 
Dolumen 7 S. xi y2dx ein Maximum oder Minimum iſt. 

X, 

Die analytifhe Bedingung der Aufgabe if: 

i JS. („2 +A2 /1-+-yW%)d=0, 
X. 


wo der Oomogeneität wegen A2 flatt A gefeht ift, und fie gibt: 





d (Fe) d dy 
V' 2 ds 
y—1? tl 42. (11) 
oder vielmehr, wenn man den Bogen s zur unabhängigen Veränderlichen nimmt: 
2y—=X\: d’y . dx 
ds? des 


Subflituirt man für = feinen aus der Gleichung (7) abgeleiteten Werl; 
ſo kommt: 


ds de2 ' 


woraus folgt, wenn man integrirt und ben Werth der Drbinate y für bea 
Punkt in Curve, worin die Tangente auf der Are der x ſenkrecht if, mit 
ezeichnet: 
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2 — bꝛ —12 = ___N_ . 
ds vIry? 
Diefe Ießte Gleichung gibt: 
d«=+ (y? — b?)dy , 
VT — (y2 — b2)2 
d folglich: | (12) 


A2dy 
vV — („2 —b2)2 | 
me neue Integration würbe den Werth von x duch y ausgebrüdt, mit einer 
Mfürlichen Conftante geben, und dieſe Conſtante, fo wie die beiden andern 
arameter b, A würden durch die Bedingung beftimmt, daß die Curve durch 
e Punkte (x,, Jo)» X, Yı) gehen und zwifchen dieſen Punkten eine gege- 
ne Länge haben muß. . 

Wir wollen b=0 feßen, d. h. die Are der x durch den Punkt der Kurve 
hen laſſen, worin die Tangente auf dieſer Are fenfrecht iſt, und diefen Punkt 
wohl zum Aufangspunkte der Coorbinaten x, y, als des Bogens s, welchem 
ir dafjelbe Zeichen als der Absciffe x beilegen, nehmen; fo kommt: 


d=+ 





y  y2dy y dy 
x — ml! — —. 
0 vis — y* ! 0 Va — y* 
Es fi y=Acos.Y, mo Y eine neue Veränberliche bezeichnet; fo hat man: 
_ Asin.pcos.2pdp__ _ A cos.2 dp _ A , cos.? pdp 





vi- & v1 —- cos. ? 55 u v2 V'1—1sin.2g 





_ A dp 


TT — — 


v2 Vin 
id folglich: 


=- (af vISTe: dp N Te) 
3 2 
EDEL DI 


A IN 1 
A 

v2 | (73 \vz'” 

Nach der periobifhen Natur der Functionen F, E ift leicht einzufehen, 
iß die durch die Gleichung (13) ausgebrüdte Curve einen periobifchen Lau 
t, wie in Fig. 90 angegeben‘. Da die größte Ordinate PM den Wert 
bat; fo werben die Werthe der zugehörigen Absciffe OP — } OA und ber 
ogen OM ausgedrückt durch: 


re Fr 
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Die Eontinuität der Eurve wird in den Wendepunkten O, A,ıc., fox 
die der Function s nicht unterbrochen, wie dieſes bei andern @urven, u 
namentlich bei der Temniscate (6. 386) der Fall iſt, deren Bogen ebenfal 


durch die elliptifche Function F (75 ’ +) ausgebrädt wirb. 


Die Betrachtung, deren wir ung zur Vereinfachung bes Ausdruckes d 
Smtegrale der Differenzialgleichungen (12) bedient haben, würden nicht mel 
anwendbar fein, 1) wenn die Conflante b einen imaginären Werth von d 
Form bi / —1 Haben müßte, wobei die in Rede flehenven Integrale mm 
ſehr wohl, obgleich auf eine weniger einfache Weiſe, durch elliptiſche Zus 
tionen ausgebrüdt werben fönnten, und 2) wenn zwifhen den Eonflanten 
die Relation b= ſtattfände. Aber in diefem lebten Falle hätte man: 


a, EU, og I _ 
yV 202-3 Ay 2A y3 








folglich: * * 
— , 1 VITSAVM;T— 
x—const. + 22 —y2 + lg.| u —— nn . 
v2? \vivztı+Yiv?- ) 


Man kann die willkürliche Conſtante hinweglaſſen, wenn man die Are ber 
durch ven Punkt gehen läßt, deffen Ordinate y=AY 2 if. Uebrigens vum 
fiyneivet die Curve, welde durch diefe Gleihung ausgedrückt wird, und zw 
{hen den geraden Linien „= + Vꝛ liegt, die Are der x nicht in unendli 
vielen Punkten, wie biefes bei der Gleichung (13) der Fall ift, fondern h 
biefe Are zur Aſymptote; denn wenn man y = 0 febt, fo erhält man m = 


md x to, | 

Die Curve, wovon die erfle der Gleichungen (12) die Differenzialgle 
hung ift, ift unter dem Namen der elaftifhen Curve befannt, weil ei 
elaftifche Ruthe oder Stange, welche in ihrer natürlichen Rage gerade iſt, die 
Geftalt annimmt, wenn fie an dem einen Enve befeftigt ift und durch eine < 
dem andern Ende ſchicklich angebrachte Kraft gefrümmt wird. Man nennt bie 
Curve auch die Lintearia, weil fie die Form des fenfrechten Durchſchnitt 
einer vollfommen biegfamen, an zwei Erzeugungslinien aufgehangenen und m 
einer ſchweren Flüfſigkeit gefüllten cylindrifhen Hülle deren Krümmung dur 
den Drud der Flüſſigkeit beflimmt wird, darftellt. 

Eigentlich wird die Lintearia durch die Bedingung beſtimmt, daß vi 


X, 


ein Maximum wird, während die Integralen: 
X, x, 11y= 
S. ix, ST vi „”. dx 
conflante Werthe haben, d. h. durch die Gleichung: 
af. + + IFT DIE 0, 
Xo 


U} 


ans folgt: 
al 
ds 


dx 





+7! — ).2 . 


| 
ı man nur die Orbinaten y um die conſtante Größe = zu vermindern 


adt, um diefe Sleihung auf die Gleichung (11) amrädyufüpren., fo iſt 
£, daß die Gleichung der Lintearia mit der der elaftiichen e zufammen- 
len muß, fo lange man die Eonflanten nicht particularifirt, 


IL. Ausdehnung ver Methode ver Bariationen auf doppelte Integrale, 


S. 388. Es fei: 
YA / "Vaxdy 


doppeltes Integral, deſſen anfangs als unveränberlich vorausgeſetzte Gren⸗ 

ı durch eine in der Ebene der x,y liegende gefchloffene Curve m,n,m,n 

ig. 80) beftimmt werden (6. 354), und wir wollen annehmen, daß V außer 

ı nnabhängigen Veränverlichen x, y eine Function = derſelben und ihre par⸗ 

len Ableitungen der erften und zweiten Ordnung p, q, r, se, t enthalte, 

Ihe Borausfegung für die Bebürfniffe der Anwendungen hinreichend allge 

m iſt; fo fommt es darauf an, die Function = fo zu beftimmen, daß das 

jebene integral einen größten oder kleinſten Werth bekommt. 

Bir wollen 
dV —Xdx--Ydy- Zdz + Pdp + Qdq--Rdr- Sds Tdt 

en, fo daß in ver Vorausfegung conflanter Grenzen, wo die Variationen 

und öy als von ſelbſt verfchwindend betrachtet werben können ($. 374), 
ÖV = Zöz + Pöp -+Qöq + Rör + Sös + Töt 


und folglich die Gleichung der Aufgabe: 
JYJ [Zöz-1-Pöp-+ Qögq-+ Rör--Sds-4 Tötldzdy—0. (1) 


Man muß die Glieder mit Ip, ögq, ıc. einzeln betrachten, um mit ihnen 
Transformation vorzunehmen, welche das Weſen der Bariationsrechnung 
machen. Dian hat: 


V. Pöp-dxiy= [PO ariy= ff PT dudy 
= fray- 5: Pf E_dsiy . 


In dieſer Gleichung wird das doppelte Integral: 


J, ar dxdy + öz 
dx 


zwifchen denſelben Grenzen, wie das gegebene boppelte Integral, genom⸗ 
t, betrachtet, und was das einfache Integral SPdyöz anlangt, welches 
ch eine erfte Integration in Beziehung auf die Veränderliche x erhalten wurde; 
muß man fi zur Beſtimmung feines Werthes vorftellen, daß nach vieler 
en Integration für x fuccefjive die Werthe Y, y, db, y fubflituirt find, und 
Eournot, Zheorie der Functionen x. 26 
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das zweite Refultat von dem erften abgezogen iſt ($. 354), was wir 


Kürze wegen durch: 
| / Par . |" 
andeuten wollen, wo bie zweite Integration in Begiefung auf y übrigens zn 
fchen den Grenzen: 
‚=0, =, ,)=9=y 
genommen werben muß. Wir werben alfo fehreiben: 


Jr wau=[/” a — 
Jo vos 


Ebenfo würde man finden: 


JJwtar=[/.” Qdx » ‚0: |” — —— dxdy + öz, 
9% 


m Se Feen ga nen ein 8 sen Da m 
von 
Eiersuf erhalt man: 


Jr wur =/, BR“ — =/a [zz — 
s . *2 o. + [zer 


ver mern mon Die Orangen Der Sulegrfe nach der vorhin angewandten 7 
zeichnung andeutet: 


Jr dxdy = WA (-2 a +Böp )üy|””" 
+ IE —— dxdy · Ö5, 
Diefelbe Rechnung gibt: 
// Töt + dxdy — Un * 3 — 5:4 Tög ) |” 


Wenn wir endlich das Glied mit Pi Seteniten: fo erhalten wir durch ei 
ähnliche Rechnung: mr 


/I Sös + dxdy WA * göpdx |" - [ Bi Pr dy a 


+ 5 
Ueberdies hat man: 


— fen men > dzds, 





dxdy + ö:. 











dxdy +» öz, 
y y 


folglich: 
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——— ——— 


II axdy = [ 504 | U = xös L 
J es ds nase] + /] a N dadyös, 


$. 389. Wenn man alle diefe verfchievenen ee zuſammennimmt; 
o Tann man die Gleichung (14) auf tige vom bringen: 


[(55 — ART P—-— —2)ös + ap ja?” 
+3/" (2-2). + Tög Jax 29" 


dP dQ, dR das d:T 
2 —— ® —— 6 
+ S/ ra tat dxdy+-öz=0. (A) 


Der Goefficient von » ante en boppelten Integralzeichen muß für alle zwi⸗ 
hen den Grenzen bes doppelten Integrales Tiegende Werte von x,y Rull 
ein, dag man zwifchen x, y,z die folgende Gleichung mit partiellen Dif- 
erenzialen hat: 

dP d?R d:2S d2 7 
2.7 + taytyn =. (e) 


zedes ber in ber Gleifunn (A) borfommenben einfachen Integrale erſtreckt 
ch auf alle Elemente der Curve m,n,m,n, (Fig. 80), welche auf der Ebene 
er xy die Grenzen des doppelten ntegrales beitimmt. Folglich müflen bie 
kariationen öz, öp, öq für alle Syfteme der Werthe von x, y, welche den auf 
efer Eurve liegenden Punkten entiprechen, den Gleichungen: 


(F-2-3 öz + Röp=0 
(a-2-5 24 Tig=0 ” 


ügen. 
ti muß man haben: 
X, [9X 
| 08 :) at 
ber vielmehr: 


Sdz)x,,01% — (Sdz)x.,g1%, — (Söz)x,,9. + (Sdz)x,,9., =, (c) 
0 (Söz)x,,pıx; den Werth von Söz für x=x,,y=9,x,, 2. bezeichnet. 


$. 390. Dan kann fih die Beränderlihe = als die Ordinate einer 
lädhe denfen, und wenn der Durchſchnitt diefer Fläche mit ber gingen 
läche, deren Projection auf der Ebene der xy die Linie m;n,m,n, if, eine 
r Raume der Lage nach gegebene Curve wäre; fo wäre die Bariation dx 
ir alfe Punkte dieſer Durchſchnittslinie Null, die Gleichung (ec) wärbe von 
Ihft erfüllt und die Gleichungen (b) reducirten ſich auf: 

Röp=0, Tögq=0, 

Benn außerdem die Richtung ber Derührungöehene der krummen Fläche Länge 
ee ganzen Durdfchnittslinie durch die Natur der Aufgabe bepmu würbe; fo 


sn _ 


würden die Variationen Ip, öq verſchwinden, und folglich die Gleichungen 
von felbft erfüllt. 

Wenn die Durchſchnittslinie und die Richtung der Berührungsebene li 
diefer Linie nicht durch die Bedingungen der Aufgabe beftimmt find; fo : 
man, um den Gleichungen (b) zu genügen, bie Coefficienten von Öz, öp 
einzeln gleich Null ſetzen, d. 5. man muß 


P—- — —- — —(, a- 2 - =) R=0, T=0 


fegen, und biefe Gleichungen müffen für alle Punkte der Durchſchnittsli 
deren Projection auf die Ebene ver xy bie Eure mon,m,n, ift, 


6. 391. Um von biefer Theorie ein Aumwenbungsbeifpiel zu geben, wo 
wir annehmen, es follte die Fläche beſtimmt werben, welche durch einen 
gebenen Umfang gehen, und wovon ber Flächeninhalt des von dieſem Umfa 
umfchloffenen Theiles ein Minimum fein muß. Diefe Fläche würde nur d 
eben fein Tönnen, wenn die Umfangslinie, durch weldhe fie geben muß, 
einer Ebene läge, und das doppelte Integral, welches zu einem Minimum 
macht werben muß, iſt: 


NYiH+ pP? +92 + dxdy. (8. 359.) 
Da die Functionen R, S, T Null find, und die Variation Ös wegen der 
veränderlichleit der Umfangslinie an den Grenzen verfchwinvet; fo werden 
Gleichungen (b) und (ec) erfüllt, und man braucht nur die Orbinate = ſo 
rare von x, y zu beftimmen, daß die Gleihung (a) erfüllt wird, wı 
in: 


— | — 41 
(7 ee), ‘ v Fr) 0 
dx dy — 


oder, wenn man die Rechnungen entwidelt, in: 

A+-PI— ag +i+pIt=0 
verwandelt, weldhes die charakteriftifche Gleichung der krummen Flächen 
für deren fämmtlichen Punkte die beiden Hauptfrümmungshalbmefler gleich 
von entgegengefegter Richtung find. Die geſuchte Oberflähe muß aufer 
durch die gegebene Linie gehen, welche die Eleinfte Fläche umfchließt, d 
welche Bedingungen man die in dem Integrale der Gleichung (d) vorfom 
den willfürlihen Aumctionen beftimmen müßte, 

Die durch die Umdrehung der Settenlinie: 


—— 


um bie Are der x beſchriebene Fläche iſt unter ven durch zwei gegebene 
rallele Kreife gehenden Rotationsflächen diejenige, welche den Heinften Flaͤc 
inhalt bat ($. 384). Die beiven Hauptfrümmungshalbmeffer diefer Rotati 
fläche find 1) der Krümmungshalbmeſſer ver Meribianfettenlinie, und 2) 
Theil der Normale, welcher zwifchen der Meridiancurve und der Rotation 
liegt ($. 285), und in der That haben wir gefunden, daß diefe beiden fi 
einander glei) und von entgegengefehter Richtung find ($. 384). 


$. 392, Wenn man nicht annimmt, daß die Grenzen des doppelten 
tegrales durch die gefchlofiene Linie auf der Ebene der xy feft beſtimmt 
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fann man die Variationen öz, Öy nicht mehr gleich Null fehen, wenigftens 
die den Grenzen des Integrales entfprechenden Punkte (6. 374), und in 
fem Falle hat man: 


ÖffVdxdy = SfdyVödx 4 /fdxVödy 4 SföVdxdy 
= /f4yVdöx 4 (fdyVYdöy +. /[föVdxdy 
:S Vöxdy + [Vöydx 4. S/(öV -7 öx — = Öy)dxdy, 
x J 
des einfache Integral wird nach dem vorhin Gefagten als längs der Um⸗ 
ngslinie, welche das doppelte Integral begrenzt, genommen, betrachtet, 
Durch eine ähnliche Rechnung, wie die im 6, 373 erhält man, wenn man 
x Kürze wegen: | 
öz — pöx — qoy == du 
gt, wenn bie Buchſtaben Z,P,Q, R, S, T ihre frühere Bedeutung behalten, 
id wenn man ber Einfachheit wegen die Glieder von einer höhern als von 
x zweiten Ordnung unberüdfichtigt laßt: 


sv_'V 


dx 


dV dödu döu 
— —dı =Z P_—- — 
Öx — X da + * 40 * 


d2 du d2öu d2ödu 
dx? + dxdy + d 


y? 
dV dvV 
Jar 5-7 % id = 80% 
JR ds döu 
1. P—-___ _ — 
WA dx Je tR er 
aT ds m ddu 


dP dQ  dR _ d32S dT 

+// rt JO 

Soll alfo die Variation des doppelten Integrales verfchwinden; fo muß 
) die partielle Differenzialgleihung (a) zwifchen den DVeränderlihen x, y, z 
w alle zwifchen den Grenzen dieſes Integrales liegende Werthe von x, y 
attfinden, und 2) muß man für die Werihe von x, y, welche ben auf ber 
18 doppelte Integral begrenzenden Umfangslinie liegenden Punkten entiprechen, 
e beiden Gleichungen: - 


+R 


daR dS döu _ 
ve (P 2-5 du--RT = 
“T dS döu 
V m — GENE — — — — 
ö,-+(q yo% öu4T * 0 
ser: 
Vo (P 7) pö2—4ön) 4 R(öp — röx — söy) = 0 
x 0y 


ds 


IT 
vöy 4 (@ 7 ) (ds — pöx — qdy) + Tlöy — dx — töy) = 0 
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Diefe Gleichungen entfpreihen ven Gleichungen (b) im 5. 389 mi 
Yaffen fi nad den Relationen, welche durch die Bedingungen ber Inn 
zwifchen den Variationen ôx, öy, öz, Öp, ög, für die anf der Umfan 





liegenden Punkte beftimmt werben, auf verſchiedene Weifen zerlegen. Bag 
z. dieſe fünf Variationen von einander ımabhängig und ich find, f 
zerfallen die beiden Gleichungen in folgende fünf andern: 

dR dS dT ds 
v=0, B=0, T=0, P- 2,0 a = 


3) Endlich muß die Gleichung Söu— 0 durch das Berfchwinden von 
oder von du an den Aufßerfien Punkten der Umfangslinie erfüllt werden, wi 
diefes für den Fall früher angegeben iſt, wo diefe Umfangelimie als 

änberlich betrachtet wurde. 


Weuntes Kapitel. 


Bon den Bedingungen der Sjutegrabilität ber Differenzialfunctiomes 
von mehreren unabhängigen veränuderlichen Größen, nnd von ihrer 
integration. 





$. 393. Die Differenzialfunction: 


Ylay)dx + Yaıy)dy, 

worin bie Veränberlihe y mit x als durch irgend eine Relation v = wx ver 
bunden betrachtet wird, iſt gleichbedeutend mit einer Differenzialfunction fxdx 
von einer einzigen veränberlichen Größe, wo der Kürze wegen bie Fuuction: 

Pu) + Yxwz) «wis; 
durch fx bezeichnet if; fo daß man, wenn man «= /fxdx, und folglig: 

dz = g(x,yJdx-+ (xıy)dy (@) 
fest, die Beftimmung der Function = immer auf die Ouabraturen zurüdfüßes 
kann, von welcher Befchaffenheit die Functionen g, %, w auch fein mögen. 

Wenn dagegen die beiven Veraͤnderlichen x und y als unabhängige De 

trachtet werben; fo kann man im Allgemeinen weber eine Junction dieſer 
beiden VBeränderlichen von folcher Beſchaffenheit beftimmen, daß die Gleihum 
(a) erfüllt wird, noch im Raume eine Fläche conflruiren, deren Ordinate⸗ 
ein Xotalvifferenzial hat, welches durch den zweiten Theil biefer Geige 
ausgedrückt wird; benn zu dieſem Zwecke müßte man haben: 


dz _ 


dz 
di (x,y), 5 =Ylx,y), 


und folglich ($. 123): 
de g(sy) _ day) (b) 


dy dx 
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Wenn die Functionen 9 und I bie Gleichung Cb) verificken, fo fagt 
non: die Gleihung (a) leiftete der Bedingung der Integrabilität 
Denüge, und es gibt alsdann eine Fläche, deren Differenzialgleihung durch 
ca) ‚ unb deren Gleichung zwifchen x, y, z durch = f(x,y) ausgedrückt wer- 
Den Tann, 


$. 394. In diefem Falle laͤßt fih die Beflimmung der Function = auf 

Die Quadraturen zurüdführen; denn da 
d 
| * = 965) 
ER; fo muß die Function = folgende Form haben: 
s=/y(x,y)dx--0y, 

wo Oy eine Function von ber einen veränberlichen Größe y bezeichnet, welche 
Bei der in Beziehung auf x angebeuteten Integration wie eine Conflante be- 


Sandelt werden muß. Hieraus ergibt, nach der im 6. 366 für die Differen- 
Ziation der Yuntionen unter bem Zeichen f gegebenen Regel: 


d_ ,_,_ 29 gay) d+0y 
„von f ra” 


d+ y(x,y) | 
eo, = — | — dx |d 
y I [Hr) S a dx jdr 
de» 
3 — 8 4 ⸗ [Yen — im dx |äy + eonst. 
Sol die Function Oy die Veraͤnderliche x wirflich nicht enthalten; fo muß 
d+ g(x,y) 
I EICHE ru 
= — — —7 (0 
dx 
fein; fo daß man wieder auf bie durch die Gleihung (b) ausgebrädte Be⸗ 


dingung der Yutegrabilität zurückkommt. 
Wir wollen z. B. die Function: 





__ ydx— xdy 
"rn 
nehmen, welche der Bedingung ber Integrabilität Genüge Ieiftet ($. 123); fo 
haben wir: 


— ydx — x 
I) Fe, + 0y = arc. tang. „+9 


d + arc.tang. * 


y  zafy dy 
und folglich iſt in dieſem fehr einfachen Kalle: 


z — arc. fang. * + const. 
J 





8.395. Wenn ſich ein Punkt auf einer Fläche == f(x,y) bewegt und 
jede Ordinate 2 diefe Fläche nur in einem Punkte trifft; fo Tann der Unter- 
ſchied der Werte von z im Anfange und am Ende ber Bewegung nur von 
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den Eoorvinaten x,y beigclegten Anfangs - und Endwerthen unb weder mm 
der Form, noch von der Länge ber Eurve abhängen, welche ber beweglih 
Punkt auf der betrachteten Fläche zwiſchen den beiden Eudpunkten beſchriche 
jet Wenn man alfo zwiſchen den mmabhängigen Veränderlichen x,y eine wi 

liche Relation y = wx aufftellt, vermöge welcher das Differenzial dz ein 
Function der einzigen Veränberlihen x wird; fo muß der Werth des befium 
ten Integrales: 


_—.= S.  Iplsy)dz + Ylay)dy] | 


von bee Form ber Zunction «> wumabhängig fein. Diefes Integral muß ſh 
alfo erhalten laſſen, ohne daß man den willfürlihen Zufammenhang zwiihen 
y und x anzugeben braucht, und in ver That haben wir eben gefehen, def; 
ſich diefes Integral jedesmal erhalten läßt, wenn das Differenzial dz der de 
bingung der Iutegrabilität genügt, ober mit andern Worten, wenn bie Ger 
änberlide = die Drbinate einer Fläche ausdrücken Tann. 

Wenn jedoch bie beiden Functionen Y, %, over eine berfelben, innerhalb 
ber Integrationsgrenzen unendlich würden, oder plößlih von einem enbliden 
Werthe zu einem andern übergingen; fo müßten bie vorhergehenden Schliſe 
mobificirt werden. Denn es koͤnnte alsdann mehrere Punkte der frumma 
Flaͤche geben, welde auf ver Ebene der xy dieſelbe Projection hätten, oder 
mehrere Werthe von =, welche bemfelben Werthſyſteme von x,y entiprähen, 
fo dag die Differenz z— z, nicht mehr allein von ben Anfange- und Ex 
werthen von x,y, fondern auch von den zwifchenliegenven Werthen diefer Ber 
änderlihen, oder von der Form der Eurve, welche der bewegliche Punkt af 
der frummen Fläche befchrieben hat, abhinge. 

Wenn 3. B. die Irumme Fläche eine von ver horizontalen Ebene der ıy 
biametral durchfchnittene Kugelfläche ift, und der von einem Punkte ber unters 
Halbfugel, deſſen Horizontale Eoordinaten x,, y, find, ausgehende beweglide 
Punkt in einen Punkt gelangt, deſſen horizontale Coordinaten x,y find; ſo 
ändert fich die Differenz 2 — z,, je nachdem diefer Endpunkt der untern ode 
obern Halbfugel angehört; aber in viefem letztern Falle find die Werthe vor 
9, % zwiſchen den Integrationsgrenzen durch das Unendliche gegangen; den 
die Gleichung diefer Kugelfläche ift von der Form: 


= + Vr_(&— MD —(y—n), 
woraus fi die Werthe: 


—2 


(,y) — 
Yap=F 22 


VR-@-5—-Gg-n: 
ergeben, welche unendlich werden, wenn 
r — (x — 2 —-)=0 


ift, oder wenn der bewegliche Punkt durch die Ebene der xy geht, um 5 
ber untern Halbkugel auf die obere überzutreten. 


$. 396. Diefe Betrachtungen erſtrecken fih auf Functionen von em 
beliebigen "Anzahl veränderliher Größen. Soll es 3. B. eine Function u vor 
drei unabhängigen veränderlihen Größen x, y, = geben, welche ber Differen 
zialgleichung: 
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da = Xdx 1 Ydy -1- Zdz, (c) 
» X, Y, Z der Kürze wegen FZunctionen der drei Beränberlihen x, y, = be» 
ihnen, Genũge leiften fönnen; fo muß: 
dX _dY dA _dZ dY _dZ (a) 
dy dx’ ds dx’ ds  dy 


in ($. 129). 
Umgefeprt, wenn biefe Bebingungsgleichungen erfüllt werben, fo beftimmt 
an die Function u durch eine Reihe von Duabraturen. So iſt z. B. 


u=/Xdx-- O(yız), 
oraus folgt, wenn man unter dem Zeichen / differenzirt: 


—Y =/ Zi a, I Kym. a, 


a ep Een 


Zur Beſtimmung der Function zn bemerte man, daß 
2=2= Zar 4 an) 


I; aber anbererfeits iſt auch vermöge ver vonhergehenben Gleichung: 


de om, I N (E- —* x )dy + 2 or; 
dz dz 


m _2— Si -/G- Fade Jar; 
dz 
aY d2X 
_ — —_ ds — — — / — d )dy|d 
x⸗ /\: [z de YA ds dyds x) | . 


CL -/7 dx )dy 
+/ |: -/2 *6 — ——— 


zoll die Function Oly,z) die Veraͤnderliche x nicht enthalten; fo muß: 
IK, 
dx dy — 
in, und wenn biefe Bedingung erfüllt wird; fo kommt x auch in xz nicht 
or, wenn außerb 


id folglich: 





lglich: 





dz dX 
au 

t, and enblih kommt y in = nicht vor, wenn: 
2_W_, 
dy ds 


. Man erhält alfo die drei Gleichungen (q) wieder. 


—— 


F. 397. Wenn die Gleichung: 
u=f(z,yz), (e) 
welche der Gleichung (c) Benüge leiftet, für jeden Punkt bes Raumes ober 
für jedes Werthefyften der Coordinaten x, y, z einen beſtimmten und einzigen 
bat, und man denkt fi) einen beweglichen materiellen Punkt, für we. 
den die Größe a jeden Augenblid ven fi aus ver Gleichung (e) ergebenden 
Werth annimmt; fo kann, wenn ber bewegliche Punkt von dem Puzfte 
(Xor Yor 50) in den Punkt (x, y, =) übergeht, die Differenz : 
u—a,=f{x,y,2)— f(xo: Jor z,) 
nur von den Anfangs- und Endwerthen der Coorbinaten x, y, z, unb weder 
von der Form, noch vom der Ränge der von dem materiellen Punkte zwiſchen 
den beiden Endpunkten befchriebenen Eurve — Wenn man alſo zur 
chen den Beränderlichen x, y, z willfürlihe Relationen y wx, == zz uf 
flellt, vermöge welcher das Totaldifferenzial: 
du = Xdx-1-Ydy + Zdz 


eine Function ber einzigen Beränverlihen x wird; fo muß der Werth 
Integrales: 


u—u, =. (Xdx-+ Ydy- Zd:) 


von der Form der Functionen » und x unabhängig bleiben. Der Zahle- 
wert diefes Integrales muß ſich alfo berechnen laſſen, ohne daß man wil- 
Fürlihe Relationen zwifchen =, y und x aufzuftellen braucht. Durch die Re 
nung im vorhergehenden 5 wird diefes a priori beftätigt, indem fie zeigt, wie 
die Function u, wenn die Bedingungen der Sntegrabilität erfüllt find, durd 
eine Reihe von Duadraturen beftimmt werben kann, ohne daß es nöthig if, 
irgend welche Relationen zwifchen den unabhängigen Veränderfichen aufzuftellen. 

Die Ouadraturformeln könnten jedoch illuforifch werden, bei der Beftin- 
mung der Größe u — u,, wenn bie Functionen X, Y, Z, over bloß eine der⸗ 
felben, unenvlih würden, oder plößlich von einem endlichen Werthe zu einem 
andern übergingen; denn in vielem Kalle könnten vemfelben Werthsſyſteme der 
Beränderlihen x, y, z mehrere Werthe von u entfpredhen, fo daß bie Diffe 
renz u— u, nicht mehr allein von den Anfangs- und Endwerthen von x,yı3 
fondern auch von den zwifchenliegennen Werthen berfelben, oder von ber von 
dem beweglichen Punkte im Raume befchriebenen Curve abhinge. 


$. 398. In der Mechanik ſtößt man oft auf Gleichungen von der om: 
du = Xdxı + Ydy + Zdz, 


worin X, Y, Z Functionen ver drei Coordinaten x, y, s find, welche bie an 
einen beweglihen Punkt parallel zu ben Coorbinatenaren würfenden Kräfte 
ausbrüden, und es find alsdann wichtige Lehrſätze der Bedingung unterworfen, 
daß das Integral: 


u—u, =/ (Xdx + Ydy + Zds) 


einen von ben Relationen y= wx, 22 xx wnabhängigen Werth habe, ode 
nur von den Außerften Lagen des beweglichen Punktes, und nicht von ber zw 
fen beiden befchriebenen Linie ab ängig iſt. Soll nun aber diefe beſchraͤt 
kende Bebingung erfüllt werben, fo it es nicht, wie man gewöhnlich anzı 
geben pflegt, hinreichend, daß vie Functionen X, Y, Z ven Gleichungen (d 
genügen, dag die Gleichung: 
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Xdx + Yıy + Zu = 0 


gemeinſchaftliche Differenzialgleihung einer Reihe von krummen Flächen 
welche man erhielte, wenn man bie Conſtante c in der Gleichung: 
ua—u,c, 

er: 

f(x, 7,2) — (xy, Yor2,)=0 
riiren ließe; ſondern es iſt auch erforverlih, daß bie Function a und ihre 
rtiellen Ableitungen X, Y, Z innerhalb ber Integrationsgrenzen nicht unend- 
h werden, und daß demfelben Werthsſyſteme der Eoprbinaten x, y,z nicht 
ehrere reelle Werthe von o entfprechen, fo vo die eben erwähnten ver- 
ebenen Flächen gemeinfchaftliche Punkte haben könnten. 


$. 399. Aus allen dieſen Erdrterungen fieht man, daß ſich die in den 
iden vorhergehenden Kapiteln auseinandergefehte Theorie der Variation ber 
ntegrale unmittelbar an dic Unterfuhung der Bedingungen der Integrabilität 
r Differenzialfunctionen mit mehreren unabhängigen veränderlihen Größen 
iſchließt. Es kommt in ver That bei diefer Unterjuchung darauf an, die Be⸗ 
ngungen zu finden, unter welchen die Veränderungen bes Werthes ober bie 
ariationen eines beflimmten Integrales nur von den Anfange- nnd End⸗ 
erthen der unter dem Spntegrationszeichen / vorkommenden änberlichen, 
id nicht von den willfürlihen Relationen abhängen, welche man innerhalb 
x Integrationsgrenzen zwifchen biefen Veraͤnderlichen auffellen fünnte. Hier⸗ 
if laſſen fih aber unmittelbar die Kormeln für die Variation ber Integrale, 
**. man von dem Lagrangeſchen Algorithmus Gebrauch macht, an⸗ 


Bir wollen nun annehmen, daß die Differenzialfunetion, für welche man 
e Bedingungen der Integrabilität fucht, anßer den Veraͤnderlichen x,y au 
re Differenziale der verfchiedenen Ordnungen bis zur nn Ordnung incl. 
tbalte. Soll diefe Function Bedeutung haben, fo muß fie fih auf eine 
metion ber einzigen DBeränverlichen x reduciren, wenn man zwilchen x und 
eine Relation y= wx aufflellt, und folglich muß biefe Function die Form: 

x, yıyy",...ym)dx® 

mehmen, wenn man x ald eine unabhängige Beränderlihe und y als eine 
unction von x behandelt. Das Integral diefer Function, wenn es ein foldhes 
mbhängig von jeder Relation zwilchen x und y geben kann, iſt von ber 
orm: 


Fix, y',y%,...yeaD)derniz 
daß man fegen Tann: | 


Fix, y,yıy',...ya-M)=ffx,yy,y%,...yO)dx, 
id e8 fommt alsdann darauf an, zu wiffen, ob das im zweiten Theile biefer 
sten Gleichung vorkommende Integral unabhängig bleiben Tann von der will- 
lichen Relation, welche man nothwendig zwiſchen y und x aufflellen muß, 
n die Quadratur nach den gewöhnlichen VBerfahrungsarten möglich zu machen, 
— Um bie im vorlegten Kapitel angewandten Bezeichnungen beizubehalten, 
len wir 
(a, yıy',yl,...M)=V 
dV — Xdx-+ Yay + YDayı + YOdyı + YDdy tx. (d 


pen, fo haben wir: 
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telbar niedrigeren n — 1", fondern auch ein Integral der a — 2ten, a — Iren, x, 
Drbnung habe. Allein die Anwendungen folder Unterfuchungen kommen zu 
felten vor, als daß wir uns bier dabei aufhalten Könnten. 


Behbuntes Kapitel. 
Bon den zwifchen fpecielles Grenzen genommenen beftimmten Cute 


oralen. — WVerſchiedene Beifpiele der Beftimmmng beftimmter 
Sitegrale. 





402. W das unbeflimmt t fxdx t algebraii, 
ober Bar —— Sunetionen, für San Fihe iht , 


läßt; fo Tann das beſtimmte Integral: 


J. “ fxdx ch 


im Allgemeinen nur durch Reihen oder durch das che Summatior⸗ 
verfahren, wovon bereits mehrere Male die Rede Wh Ah ($. 320) nähe 
rungsweife berechnet werben; aber felbft in dieſem alle gefäieht es oft, daß 
der Werth des Integrales (1) für gewiſſe ſperielle Werthe der Grenzen, 

wie die Grenzen: 

0, t%, +1, +7, © 
der Form der Function f befonders entiprechen, genau und direct erhalten 
werden fann, ohne daß man das en pci Integral zu fennen braucht. Auf 
eichieht ed, daß das —* dieſen ſpeciellen Grenzen genommene Integtal, 
It wenn ſich die unbeftimmte Sntegention verrichten läßt, einen weit em 
achern Ausdrud annimmt, oder merkwürdige Eigenfchaften befiht, welche diefem 
Integrale nicht mehr zufommen, wenn es zwiſchen beliebigen Grenzen genom- 
men wird. Dean Fönnte die Integrale, deren unterfcheivende Merkmale wir 
eben furz angegeben haben, jpecielle beſtimmte Integrale nennen, um 
die Theorie derfelben,, fo wie ihre Beſtimmung, iſt gegenwärtig ein fehr wih- 
tiger Zweig der Analyſis. 
Zur Erläuterung des eben Gefagten wollen wir annehmen, es follte der 

Werth des beſtimmten Jutegrales: 


19) 


gefunden werben; fo bemerkt man leicht, daß biefer Werth offenbar derſelbe 
iſt, als der des Jntegrales: 


A 


I * cos.?xdx, 
U 


weil sın. x und cos. x zwiſchen den Grenzen 0 und 4 7 dieſelbe Neihe von 
Werthen durchlaufen. &s ift alfo: 
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nr n * 
8* 7 7 

! sin.2xdx— —f: (sia,?x + cos.?x)dx — —M x=!. 
A) 2 02 2/0 4 


e Refultat könnte man zwar ohne die eben angewandte Betrachtung er- 
wenn man bie unbeflimmte Integration, welche in dieſem Falle möglich 
) 
Ssinaxd<— 1x — 1sin. 2x + const. 

errichtet, allein ed war unfer Zwed auch nur, zu zeigen, wie das ge- 
Verhältnig zwiſchen den Grenzen des Integrales und der Form ber 
nzialfunctton zur Beſtimmung gewiffer beflimmter Integrale führen Tann, 
iß man die unbeflimmten Integrale zu kennen braucht. 


403. Es fei ferner der Werth des Integrales: 
oo 
e-"?dx 


mmen; fo wollen wir baffelbe durch ein anderes Integral von derſelben 
worin blos y flatt x geſetzt iſt, multipliciren, und alsdann if das 
t der beiden einfachen Integrale gleichbedeutend mit dem boppelten In⸗ 


Ko 6) oo 
N J% FH iren. ©) 


wenn die Grenzen des erften der beiden einfachen Integrale: 


Sixdx, Sfydy 
on y, und bie des zweiten nicht von x abhängig find, fo iſt das Pro- 
efer beiden Integrale der Summe gleich, welche man erhält, wenn man 
klement des erften mit jedem Elemente bes zweiten multiplieirt, d. h. 
dem boppelten Integrale: 

-. fy + dydx, 
lches die Grenzen in Beziehung auf jede Veraͤnderliche dieſelben ſind, 

der einfachen Integrale. 

zir wollen nun y—xt ſetzen, wo t eine neue Veraͤnderliche bezeichnet, 
Iy—xdt ($. 357), die Grenzen in Beziehung auf 4 find wieder O, «o 
$ Integral (2) verwandelt fih in: 


oo 00 1 © dt 1 
Y, YA o xdx + dt 2/0 ie 717 n 


alfo: 
> e-.? dx) (7 rar)=(/ oe” dx = In 


(glich : | ii 
\, nd /R, (a) 


chſt wichtiges und oft anmwenbbares Refultat. Der Rechnungelunftgriff, 
welchen wir den Werth des Integrales (a) erhalten haben, iſt nur bei 
renzen O und co anwendbar; denn zwiſchen andern Grenzen laͤßt ſich 
ntegral Se” dx auf feine ber gewöhnlichen transcenventen Functionen 
übren, ſondern bildet eine trauscendente Größe, für welche man eine 
Tafel berechnen muß, und wofür wir bereits mehrere Reihenausprüde 
veitt haben ($. 317). 
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5 


Aus der Gleichung (a) folgt unmittelbar: 21 
⸗ © er? dx = V N, C 


und wenn man xV ſtatt x fekt: 
⸗ mir VE 
—o v9 
Wenn man die beiven Theile der letzten Gleichung nach der Regel im 
$. 366 imal hinter einander in Beziehung auf © differenzirt, und dann 0 =1 
fest; jo kommt: 


S.. rg IN, GE 
od 2 
Außerdem hat man für alle ganzen und poſitiven Werthe von i: 


“ oe’ z8Ütldr 0, | Ä 
weil das Integral ans Elementen befteht, welde fi paarweife gegenfeig : 
aufheben. 

n Der Rechnungskunftgriff befteht darin, aus dem befannten Werthe eines - 
beftimmten Integrales den eines andern, zwilchen benfelben Grenzen genm 
menen, beflimmten Integrales dadurch abzuleiten, daß man das erftere unter - 
dem Integralzeichen / differenzirt oder integrirt, und zwar in Beziehung auf 
einen gewiffen Parameter ($. 366). Wenn man z. B. bie beiven Theile der 


Gleichung: 
YA x"-Idı 4 
0 m 


zwifchen den Grenzen u,» in Beziehung auf m integrirt; fo erhält man: 


{za -1_y 1 
y — 7% «dx — log. (*). 
0 log. x v 


Und wenn man imal hinter einander in Beziehung auf m bifferenzirt; fo er 
gibt fih aus der Gleichung: 


VE 


I d _1.3.9...(i—1)r 
a my den 5 
10) (x? 4m) Ai, V mn 





folgende: 


folglich iſt: 
dx — 1.3. 1 ,® 0) 


3.5.. 
ST: nt im 2.4.6.4 2 


$. 404. Die Geometer haben die Werthe einer großen Anzahl beftimm- 
ter Integrale nach fehr verfchievenen Methoden berechnet, und wir wollen als 
Beiſpiele die am leichteften abzuleitenden und in den Anwendungen am hä 
figften vorlommenven hier mittheilen, und mit den Fällen beginnen, wo 
ber Werth des beflimmten Integrales unmittelbar aus dem für das unbeflimmte 
‚Integral gefundenen Ausdrucke ergibt. \ 
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Aus der Formel (u) im 5. 309 ergibt fi: 
in.Kxd —_ _ sia#  Ixcos. x u — 1 in⸗— 
Jan xdx — — + * 2zdx, 
d aus ber Formel (2): 


Jorrzis = sin. zen? Tr |, D— JS eer- ?ydx, 
v v 
oraus folgt: 





* * 
2 —ı/[? 
H ng 4 sin.# — 2xdx 


3 
7 — 7 
H mr), cos.” — 2xdx, 


Da viefelben Revuctionsformeln auch auf die in ben zweiten Theilen dieſer 
sten Gleichungen vorlommenden Sutegrale anwendbar find; fo bat man, wenn 
von durch 2i irgend eine gerade Zahl bezeichnet: 


= = 
l? =? a _1.3.5...@i—9 * 
— ——— 0) 


md wenn man mit 2i-1-1 eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet: 


A —— 
7 YA 2.4.6...2 
a ‚ar — ‚ar  — — — 
/ sin.” xdx = ge sd gi 9) (c) 


Run ift aber zu bemerken, i 
— f p —ãS man die Zahl i immer ſo groß nehmen kann, 


N 3 sin.ätixdx, J, 3 sin.xzdx (3) 





beliebig wenig von denen der Integrale: 
na %“ 
S ? sin.itixdx, JS. ? sin.ixdx, | (4) 
5 - 5 _ı 


ws eine yolie Baht beein, welche beliebig Mein werben tann, ver⸗ 


N sin.Yxdx 6-)G-4). 
ud ber zwei eil Ungleichheit kann einen ſchicklichen Werth des 
— 9 en —** — Meilen —— * —* 


Nun Sana man die Größe a imm fo Hein amehmen, daß jedes der 
Istegrale (4) beliebig wenig von dem tale: 
Eournot, Theorie der Functionen x. 27 


$ 


2 
2 


J dx 
R 


2 
verſchieden iſt, und ihr Verhaͤltniß folglich ebenfalls beliebig wenig von 
Einheit verſchieden if. Für hinreichend große Werthe von i if alſo das ? 
irn der Integrale (3) beliebig wenig von der Einheit verſchieden. 

ieraus folgt, daß fi) das Verhaͤltniß der beiven Brüche in deu 
Theilen der Gleichungen (b) und (c) für ohne Ende wachſende W 
i der Einheit unbeſtimmt naͤhert. Es iſt alſo: 
n_2.2.4.4.6.6.8.8... 
2 1.3.3,5.5.7.7.9... 
Diefer Ausprud ver Zahl r als ein Probuct ohne Ende fortlaufender Facto 
rührt von Wallis her, und kann auf verfihiebene Arten gefunden werben. 


6. 405. Es fei nun der Werth des Yntegrales: 


fx 
Sog 


zu beflimmen, wo fx eine rationale algebraifhe Function bezeichnet und 
eine andere rationale algebraifche Funetion, deren Grad wenigflens um 3 
Einheiten Höher iſt, als der von fx, und welde fo befchaffen iR, daß 
Öleihung Fx = 0 nur imaginäre Wurzeln hat, damit die Function unter t 
Integralzeichen innerhalb der Iutegrationsgremgen nicht durch Bas Unendl 
seht. Wenn man duch «+ VXTI ein Paar aufammengehöriger im 
närer Wurzeln der Gleichung Fx = 0 bezeichnet, fo iſt das geiwipte Inter 
die Summe der Partialintegrale von der Form: 
* _&— o)dx dx 
P 
2 — (x—a @)2 83 +2 a3 — ee + + 2 
wo bie Eonftanten P und Q dh die Bleichung: 
P—-af—1i _fla+b\ — _Dd 
 Ma+svV’ N 


in welche man fehr Teicht die Gleichung (3) im $. 296 transformiren fı 
gegeben werben 
Ferner ergibt fi leicht: 


( 


” dx _ 
208 —o (a)? + 8: = 2nQ; 
und was das integral: 
‚© (x— ao) © tdt 


0 a RT)! 
anlangtz fo kam es nur.als die Grenze eines anbern Integrales: 


4 
ö " ⸗ ẽ FR ' 


zu 
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rin zu, v beliebige Zahlen und e einen ohne Ende gegen Null convergiren- 
Factor bezeichnet, betrachtet werben. Nun iſt aber: 
1 „[EYarnY% 
⸗ ———— 
en 


ans folgt, wenn man = 0 fegt, um zu der Grenze überzugehen: 


Ne) 


n wer welcher wegen ber unbeflimmten Zahlen u, » ſelbſt unbe⸗ 
immt iſt. 

Bezeichnen wir nun durch a, +B,VY- 1, a,tß,Y —1, ı. Die 
wigen imaginären Wurzeln der Gleihung Fx= 0 und die entfprechenden 
zerthe von P,Q mit P,, Q,, P., Q,, x; fo kommt: 

1 


N. —ie=lim. ("ni =20(0 +0, +0, +%) 
27 


— Fx 


+ Z@+P,+P, +)log. (2). 


ndererfeitö bat man die inentifhe Gleichung: 

x _2P(x—c)—42Q8  2P,(x—a,)+2QP, 

FT eo 4 TOaoan th TM 
raus fich Leicht ergibt, daß, wenn bie Bedingungsgleichung: 

P+-P,+P,+..=0 

icht erfüllt würbe, der höchſte Exrponent von x in fx gegen bie Vorausfehung 
mw um eine Einheit niedriger wäre, als der höchſte Exrponent von x in Fx, 
Ran hat alfo in ver gemachten Borausfehung blos: 


fx 
⸗ — &=2r(Q+Q, -+Q, Hi), 
—o Fx 


28 welhem Werthe jedes Symbol der Unbeftinmtheit verfhwunden iſt. | 
Wenn die Zunctionen fx, Fx nur gerade Potenzen von x enthalten; fo 
at man auch: 
© fx 


nel. F x=n(Q+Q +0, +2.) 
o Fx 2) a Fx 1 a 





$. 406. Wir wollen nun diefe Analyfe auf das Integral: 
© zindx 
N = 


menden, worin wir m <n annehmen und überdies m und n ganze pofitive 
Jahlen bezeichnen. Die Gleihung (5) wird in dieſem Falle: 


— 1 1 
P—Qa, —i= —. — 6 
v 20 (4 SVV-— (6) 
2 welche man für & ſucceſſive die verfhiedenen Werthe fubfti- 
en muß, welche fich aus der Formel: Ä 
27% 
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ou EHE re HD, 


BEN wenn man für i fucceffive die Zahlen 0, 1, 2, 3,....n—1f 
6 . . 
( Run ift aber nach der Moivre'ſchen Formel (6. 77: 


= cm. [et 9 EB -D 
VII. sin. [ei +1) — ni 
= BHNEHYEL ZT. in), AA, 


sin, >n 


umb wenn wir ber Kürze wegen: 

mti_;, 2 
. 20 
feßen; fo gibt die Gleichung (b): 
2o(P; — — VTD = 


und folglich if: 





1 
— cos. (2i+ 1)kr + —1.sin. (2i + 1)kr 


1. 0 
Q= zu ein. (21 + 1)kr, 


2 yMadr T.. . . 
| YA iIa”2 [sin. k7 4 sin. 3kr +... + sin. (2a —1)kn]. (8 
Diefer Ausdruck Taßt fich vereinfachen; denn es fei: 

S=sin.u-4 sin. (av) sin. (u+-2r)--...+ sin. [a + (n — 1)r]; 
wir wollen beive Theile der Gleichung mit 2 cos.v multiplieiren und nach vı 
richtetee Multiplication jedes Glied des zweiten Theiles nach der Formel: 


2 sin. (a+ rr)cosv=sin. [u+ (r+ 1)r] + sia.[a+ (r— 1)r], 

welche fich ſelbſt aus der befannten Relation: 
2sin.pcos.g—sin. (p-+g) + sin. (p — g) 
ergibt, transformiren; fo erhalten wir: 
2Scos.v=sin (u—r)—sin.u+ 28— sin. [a + (n—1)r] + sin. (a+ n' 
woraus folgt: 
82 — si. (a —v)+sin.u+ sin. [a + (na — 1)v]— sin. (a+ or) 
2(1 — cos. v) j 

In diefer Iebten Gleichung wollen wir u=kr, vr = 22km feßen, fo ! 

zeichnet S das Polynom, womit S in ber Gfeihung (8) multiplicirt if, m 


20 
man erhält: 
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2 sin. kr + sin. (20 — 1)kn — sin. (Zu +i)km 


8* 2(1 — cos. 2kr) 

er e8 if: 
sin. (2a+ 1)knr = sin. (20kr + kr) = sin. [(2m + 1)r + kr] 
= + sin. kr 
1 — cos. 2kr = 2 sin.t kurz 
d folglich: 
2 zmdx _ 75 _ 117 
I 8 a” zn et 


Yiefe — | Formel rührt von Euler her, und wenn man y =" feßt; 


» ergibt ſich dar 
raid _ z we 
N 1+7 — sin. kur ° (2 

feßte Gleichung findet für beliebige zwifchen O und 1 Tiegende Werthe 
* Par ann von hen Befchaffenheit biefe Werthe au 6: rich 
» fann man doch immer ganze Zahlen m, n finden, welche ber Gleichun 
D mit lie beliebigen Grave von Annäherung genügen, indem zu 

<n 

" Dans eine äbnliche Rechnung würbe man finden: 


N _ =, [sin. 2kr + sin. 4kn + .,. + siu. 2(a— 1)kz] 
0 | 5 





1 — 52* 
— — 
u Zu tan —— 


® Far — | 
I 1-y y — ang. mp | (9 
$. 407. Die Kormeln (b) im s 914 —* 


— , . 
IS o=&sin. bxdx u 


© “. Ä en (OD 
max Iadx— —— 
So ER Te 


Multipliciren wir biefe beiden a Olcigungen mit da und integriven zwiſchen 
den Grenzen c, a; fo erhalten wir: 


© — — 
Tin bxdx = arc. fang. — — arc. fang — ’ 


x 
\ Tr soon buie= log. —— 


Benn man in den vorhergehenden Gleichungen c= 0, a o ſetzt; fo 


® 
® 





YA cos.bx , _ ©. 
0 x 


Den zweiten Theil der Gleichung (g) muß man mit dem Zeichen 4 
mit dem Zeichen — nehmen, je nachdem bie Eonftante b pofitiv, oder ne 
iſt. Mebrigens Hat der Zahlenwerth diefer Eonflante auf den Werth de 
ſtimmten Integrales feinen Einfluß; denn wenn man bx—t febt; fo fin 
Grenzen von t noch O, co, und man hat: 


© sin, bx ® sin.t 
Ss x dx =), t d 
$. 408. Nach dem Eotefifhen Lehrfabe (F. 79) hat man: 
ı It (2n—1)r7 
(1 — 2acos, 2 + a?) (1 — 2a cos. 2. + a2)...(1—2acos. _ 
u +1. 

Erhebt man beive Theile dieſer Gleichung zu ber Potenz — T und nimm 
Logarithmen; fo erhält man: 

_ * 
DI" Zetog. (1—2acon. er a2)=—log.+(a® +1)° , | 


wo ST" U, die Summe ber Werthe einer Function U, für alle ga 


Werthe von i von O bi8 an — 1 incl. andeutet. 
Seten wir nun: 








4 





fo verwandelt ſich ber erfte Theil der Gleichung (9) in: 
3 +7 10g.(1— 2a cos, x +a2), 


und das Zeichen I deutet eine in Beziehung auf bie Veränberliche x, w 


’ _RT Ta. _a—l_. 
nach eonflanten Differenzen — — vn x * ex — 77 incl. w 


genommene Summe an. 
Wenn man die Zahl a ohne Ende wachſen laßt, fo nimmt die Difi 


d=! — immer mehr und mehr ab, und an der Grenze geht die Summe ı 
über in das beflimmte Integral: 

„lee. (1 — 2a c0s.x + a2)dx, 
Andererfeits nähert fi die Größe: 


(aꝝ +1)" 
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ohne Ende wachſende Werthe von n ber Grenze 1 oder ber Grenze a?” 
we Ende, je nachdem die Eonflante a Heiner over größer ift als 1. Man 
< 
: al 1: 
alſo für a J 


a 0 
N log. (1 — 2a nt de. (a2), 
ee Werth biefes beftimmten Integrales iſt zuerft von Boiffon angegeben ; 


er der ſich durch feine Kürze empfehlende vorhergehende Beweis rührt von 
elaunay ber. 


$. 409. Die Combination imaginärer Symbole wirb bei der Entwidelung 
fimmter Integrale Häufig angevandt. Wenn man in der Formel (a) die 
vöße x in ax verwandelt; fo erhält man: 


YA eng _ U 
0 2a ' 


d wenn man aldbann: 
_U+V-Ia 
vr 
dt; fo ergibt fi: 


So o-ıV _ (dx = (=Y=N)/75 


der vielmehr, wenn man für bie imaginaͤre Erponenzialgröße ihren durch 
zinus und Eofinus ausgebrüdten Werth ſetzt: 


n (cos. a?x? VTT. sin. arxi)dı = V J, 
ehe Gleichung in die beiden folgenden zerfällt: 
J ” sin. &?x? — 
0 
” 2x2 dx = 2./5 j | (h) 
S cos. A’x® + z 


Diefe Iebteren geben, wenn man x . a2x2 ſetʒt: 


oo sin. = =/ == cos. xdx 27% 
0 — — 


die Gleichungen (Ch) A: euer 


N in. 8, TS. na=y E. (h‘) 


Bem wie in der erflen x in x 5 verwanbelu; fo bleiben die Integrationg- 
renzen dieſelben, und es ergibt ſich: 





. sin. (x? — 2&x + &)dı= _ sin. (x? -{- £?) cos. 2Exdx 


-_/? cos. (x? + Z2) sin. 2fxdx — v® ! 


Aber da cos. (x2 + 2) sin. 2&x eine impaare Function von x iflz fo _ 
man offenbar: 


— cos. (x? + &?) sin, 2öxdx —0, 
und folglich : 


S. sin. (x? I £3) cos. 2öxdx — m 
on 2. 
ober: 


ya sin.x? cos. 2&xdx-I-sin. Sy A cos. x2 cos. 2Exdx = 3 


Bean man man ‚ve zweite der Gleichungen Ch) auf dieſelbe Weiſe behanbelt, 
ft man 


cos.£? cos, x? con. 2Exdx — sin, Sy sin. x? cos. 2£xdx = vi: 
und hieraus ergibt ſich: 


ya cos. x? cos. 2Exdx = (cos. £2 sin. &2) v: 


(i) 
yAR sin. x? cos. 2&xdx — (cos. 52 — sin. &?) v: 
Denn man bemerkt, daß: 
ii. Teco⸗. — — 
4 4 v3 
ift; fo fann man diefe Gleichungen auf folgende Form bringen: 
ya cos. x? cos. 2&x dx =V’ne sin. (+ &) 
—o 
(j) 


0) e 
J sin. x? cos. 2£xdx— V 7 + sin. (F-5) 
on 4 
F. 410. Es ſei: 
* 2x2 du * 2 
—— y A et’2? cos, bxdx, =). o-aax sin. bxoxdx; 
0 db 0 
fo gibt die theilweife Integration: 


3:3 
JS sin. bx · xdx = — * sin.bx + a for cos. bxdx, 
woraus folgt: 
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ao b o 
JS. -- ut sin. bx-  xix— —_ N oe’? cos. bxdx, 
0 2a) 0 


id mithin iſt: | 
do _ b do _ 1 
78 2a3 O0, oder oa 0.2. »bdb. 
Wenn man alſo den b= 0 entſprechenden Werth von co mit w, be⸗ 
schnet, fo hat man: 
_s 
log. ()=-5 0 w—w.*e a, 


ber anbererfeits iſt: 


w, =/ er’ de — —— 





lglich: 


ps 
J ” e?2? cos. bxdx = _’® oo, (k) 
0 2a 


3enn man a gegen Null convergiren läßt; fo eonoergi auch ber zweite Theil 
ꝛ⁊ vorhergehenden Gleichung ge Null (5. 89), und folglich Hat man an 
x Grenze, wofern b nicht Null if: 


VA cos. bxdx == 0, 


a8 mit bem im F. 325 erhaltenen Refultate übereinſtimmt. 
$. 411. Das doppelte Integral: 


on n@ 
2= H YA 20-1?(1138) cos. bx + ydydx 


Far fid, wenn man zunächft die Integration in Beziehung auf y ver 
in: 
il cos. bx + dx 

Yo Arm 
d wenn man zuerft in Beziehung auf x integrirte; fo hätte man nach ber 
rmel (k): 


_ r® (+) _ © (=) 
2=V#/ o a=Vme/ e ‘3 ° dx, 

Geben wir nm: 
252 —b 

27 
y=za(i + 5 

2 vV’er2 


©, y=0 entiprechenden Grenzen ber neuen Beränberlichen 
+0, =—o, und man erhält: 


(= ‚ folglich: I) =? 2, 
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Vrep® , 
2= * —— — (4) 


nn _, Vı * —2 eA2 tdt 
*53*0 4 YA — | 
oavV ar 2 


Run iſt aber das im lebten * der vorher “re Or ung vorkommende 
Smtegral = 0, wenn b>0 iſt; denn einerleite actor, womit 
Größe e-'" dt unter dem Zeichen / multiplicirt iR, Ne Heiner als 1; 
fo daß der zwifchen den Grenzen 0, © genommene Theil des. Integrale 
einen enblichen Zahlenwerth, Heiner als V7, hat, und da alle Clement 
des Integrales mit € das Zeichen verändern, fo hat man: 


ot’tdt o—tdt OO td 
— =6: 
Ne FsER +2% =, Var2 +), Varz 
Es if alfo für b> 0: R 











_ © con. bxix_T , 
2=/ Trm@75 0 


angewandte analytiſche Kunſtgriff in der Vergleichung zweier Refultste b 
welche man erhält, wenn man bei einem boppelten u bie Orbuung 
Sutegration umkehrt. 


Wenn man in ber Oleihung (D, ax für x und — — für b ſetzt; fo e- 
halt man: 


Es ift zu bemerken, dag ver hier zur Beflimmung eines einfachen en | 





X cos. bxdx T .5* (m) 
N mem 


und wenn man alsdann m — 0 ſetzt; fo ergibt fi wie vorhin, wofern b mit 


=0 if: 2 | 
N j 008, bædx = 0. 
0 
Wenn man in der Gleichung (N, — für x und mb für b ſetzt; fo fommt: 
© cos. bxdx no 
Ss m2 x? m —⸗ 
woraus folgt, wenn man in Beziehung auf b bifferenzirt: 
© xsin. bxdx Tb 
— ee”, 
„4 mtr 2 


Wenn der Parameter b negativ wäre, fo führte dieſelbe Analyſe auf we 
Formeln: 


VAR bxdx _ ab Bin xsin. bxdx _ — _T, m, 
0 mitLx 2m m+z 5) 
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Elftes Kapitel. 


ou den als Functionen veränderlicher Parameter betrachteten be⸗ 
ſtimmten Integralen. — Enler'ſche Functionen. 


—— e 


$. 412. Dean kann ſetzen: 


JS 9 g(2a)da—=Fx, a) 


ıd alsdann iſt die Function F eine neue transcendente Größe, wenn fich das 
n erften Theile der Gleichung vorkommende Integral nicht algebraifh, oder 
ch die Transcendenten, für welche man bereits Tafeln beſitzt, für beliebige 
Berthe der Grenzen &,, @,, Oder wenigftens für fpecielle Werthe dieſer 
renzen, ausdrücken läßt. Man kann die Werthe von Fx für jeden Werth 
om x mit einer beliebigen Annäherung numerifch berechnen, wofern die FZunc- 
on F(x,c) innerhalb der Integrationsgrenzen nicht durch das Unendliche geht 
5. 320). Auch kann man die Function Fx in Beziehung auf x bifferenziren 
dee integriven, wenn man unter dem Zeichen f bifferenzirt ober integrirt, 
ine dag man die Integration in Beziehung auf die Hülfsveränberliche © zu 
errichten braucht. 

Die Transcendenten, von welchen hier die Rebe ift, und welche ſich auf 
ne andern zurüdführen Iaffen, find von einer höhern Ordnung, als die In⸗ 
'grale : 


x 
fxdx, (2) 

X) 
xihe ebenfalld als irrebuctibel angenommen werben. In der That befteht 
er Hauptcharafter diefer letzten Transcenventen darin, daß ihre Ableitungen 
Iunetionen fx find, welche fich algebraifch ausbrüden laſſen, oder welche aus 
lementaren Transcendenten, für welde man Tafeln bat, zuſammengeſetzt find, 

vährend die Ableitung F’z einen Ausdruck: 


S df(x,«) da 
Ge dx 


bon derfelben Natur, als die Function, wovon fie abgeleitet iſt, hat. Wernn 
ih die Function F’x ohne Hülfe beftimmter Integrale ausbrüden ließe; fo 
nüßte man ben Ausdruck Fx auf die Form: 


YA F'xdx 
X 


Ringen, und alsdann würde Fx nicht mehr zu ber Eategorie der Transcen⸗ 
enten (1), fondern in die ver Transcendenten (2) gehören. 

Eine Function, welde von mehreren Größen abhängt, kann zu den Trans 
endenten verfchienener Categorien gezählt werben, je nachdem man dieſe ober 
me der darin vorkommenden Größen als die veränberlichen betrachte. So 
ehören 3. B. bie elliptifchen Yunctionen der erfien und zweiten Ark zu ber 
ategorie der Integrale (2), wenn man den Modulus ald conftant, und bie 
bere Grenze der Amplitude als veränderlich betrachtet, und fie gehören da⸗ 
egen in die Eategorie der Integrale (1), wenn man bie Grenzen der Am⸗ 
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litude beide als conflant und ven Mobulus als eine Größe betrachtet, 
ch zwifchen den Grenzen O, 1 ftetig andern kann. 


F. 413. Die Function f Eonnte innerhalb der Grenzen des Sntegrales 
buch das Unendliche gehen, ohne daß die Function Fx aufhörte, fletig zu fei 
und wenn f(x,a) für einen gewiflen W von a plöglih vom einem end 
lichen Werthe zu einem andern überginge; jo würde bie Function Fx im Al⸗ 
gemeinen Feine Unterbrechung der Stetigfeit erfahren, Diejes if eine Folge 
rung aus den erften Begriffen der Theorie der draturen, wobei wir uf 
nicht aufzuhalten brauchen. — 

Umgekehrt, die Function F kann Unterbrechungen der Stetigkeit erfahren 

r Werthe von x, welche die Function f nicht discontinuirlich machen. E 


ei z. B.: 
oo ®. 
fx— JA sın. AX da; | 
0 & 


fo ift für pofitive Werte von x bie Function Fx— 4 (6. 407), und fir; 
negative Werthe berfelben Beränberlihen x fi Fx— — 1m. Die Functics 
Fx geht aljo für <==0 plößlih von dem Werthe 17 zu dem Werthe — x 


über, obgleich dieſer Werth von x bie Function "" 7 nicht. discontinnilid 


a 


macht. Desgleihen, wenn man fehte: 1 


_ f? asia. ax “ 
—— 
fo wäre Fx = 1n.0, oder Fx = — Ier, je nachdem ber Werth von x 
pofitio, oder negativ ft, und bie Function Fix würde in ihrem Werthe bie 
felbe plößlihe Veränderung erfahren. 
Hieraus folgt, dag das Integral: 


Da: 
- JA sın. AX da 6) 
0 & 


das Syſtem zweier geraden Linien MN, M/N! (Fig. 91) ausdrückt, welde 
zur Are der x parallel find, indem ſich die eine auf der Seite der pofltiven x 
und die andere auf der Seite der negativen x ins Unendliche erſtreckt und 
beide fich plötzlich in den Punkten fchließen, wo fie die Are der y treffen. 
Der Absciſſe x = 0 entfpriht übrigens der Werth y—=0, d. h. das arith⸗ 
metifhe Mittel aus den Ordinaten OM = irn, OM’ = — in. Made 
merkt leicht die Analogie zwifchen diefen Refultaten und denen im 6. 113, wo 
der Werth von y durch eine unendliche Reihe ausgebrädt wurde, während er 
hier vermittelt eines beflimmten Integrales unter endlicher Form andge 
drüdt wird. | | 

Hieraus erhellet, wie bie beftimmten Integrale, worin bie Veränverlige 
als Parameter erfcheint, biscontinuirlihe Functionen ausprüden können, und 
wie durch die Fortfchritte der Analyfis fie bei den Aufgaben herbeigeführt wer 
den müffen, bei welchen die Discontinuität gewiffer Functionen eine nothwen⸗ 
dige Bedingung if. Die Anwendung der beflimmten Integrale bietet alsdam 
vor der der Reihen den Bortheil dar, daß man mit erflern leicht die amalyh- 
fen Eombinationen und XTransformationen vornehmen Tann, fo daß die Arf- 
gabe zulegt auf die durch das beflimmte Integral angezeigte arithmetifche Dua- 
dratur zurüdgeführt, oder dieſe Operation vermieden wird, wenn fie der Auf 
gabe nicht nothwendig inhärirt, 
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$. 414. Aus der Gleichung (3) kam man durch ſchickliche Transforma⸗ 
wen noch andere Formeln ableiten, welche andern Sällen der Discontinuität 
tfprechen. Es fei z. B. die Function: 


=/ tn (4) 
geben, fo hat man: 


sin. a cos. ax—1[sin (1 »xr)a + ein (1 —x)a], 


wuu6 folgt: 


_1 PP anli+na 1 (7 in.(l—x)a 
— 
ha vebucirt fi) aber nach dem Bewieſenen das Integral: 


YA * 4 ya n 
0 


Er > tag auf — 37, unb ebenſo reducirt 
h das Integral: 
2 sin. 1—x)a da 
Ver un 


kx<i1 auf 4m und für x>1 auf — 4m. Hieraus folgt, daß ber 
Bertö von y— iſt, wenn x zwifhen 4 1 und — 1 liegt, und ba 
=0 wir, wenn x außerhalb diefer Grenzen liegt. Wenn man allo 
P= OP’ —=1 (fig. 92), PN = PM’ = 4n nimmt; fo wird der geome- 
nie Ort der Gleihung (4) von dem Theile MM! ver zu der Are ver x 
arallelen geraden Linie; und von ben geraden Linien PX, PX‘ gebilbet, 
eihe in ven Punkten P, P! begrenzt find; aber nach dem andern Sinne un⸗ 


eſtimmt fortlaufen. 


$. 415. Aehnliche Unterbreifungen der Stetigfeit finden bei ben be= 
timmten Integralen flatt, welche fi aus ben unbeflimmten Integralen er- 
eben, deren algebraiichen Werth man kennt. Wir wollen namentlich die durch: 


sin. da 
J 5 
= Vi-esnahze ax? (5) 
mögebrüdtte Function betrachten, fo ift, da die Wurzelgröße in ber ganzen 
Aufdefuung bes Integrales poſi tin. bleiben muß: ganz 


Se ee _— ade —i1 Vi —2%xcos a x + const, 


2xco. a + x? x 
An den Grenzen <= 0, a = wird die Wurnzelgröße refp. gleich/ (1—x)2, 
V(1+x)2, und da fie pofitiv genommen werben muß; fo folgt: 


vVA— 2) —=+(—n), je nachdem x S 1 if 
VTT = +(1+x), je nachdem x z —1if, 
ur folglich iſt für 
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2 
>41, 18 
x<1,>—1, ı=2, 
ı<—1, Jaumo. 


Der geometeif he Ort der Gleihung (5) wird alfo aus zwei 2 
MN, BIN! (Fig. 93) gleichfeitiger Hyperbeln, und aus einem Xheile | 
der zu der Are der x parallelen geraden Linie gebildet. 

In dieſem Falle find die Unterbrechungen ver Stetigfeit, welde bie F 
tion y frx = 1, x = — 1 erfährt, nur von der zweiten Ordnung, 
ihre Ableitung: 

» sin.a (co. —x) 


o (1—2%xco.«a + x2)} 


erfährt für viefelben Werthe von x Stetigfeitsunterbrechungen ber erften ! 
nung, weil fie plöglih von dem Werthe — 2 zu dem Werthe O und 
biefem zu bem Beride 2 übergeht. 


= 


Euler’fhe Functionen. 


F. 416. In die Eategorie der Functionen, womit wir uns jeßt befi 
tigen, gehören namentlich zwei merkwürdige Arten von Transcendenten, w 
Legendre Euler’fhe Integrale genannt hat, zur Erinnerung an 
großen Geometer, welcher die Eigenfihaften verfelben zuerſt unterfucht hat, 
defien viel umfaffende Arbeiten alle Zweige ber Analyfis fo beveutend er 
text Haben. Die Eulerichen Transcendenten der erfien Art werben t 


das Integral: 
YA (1 — aJ-!ar!da ( 
beftimmt, welches fi in: 


© Br-148 
— WrRR 


verwandelt, wenn man 


-_®_ 

1+B 
feßt, und wir wollen fie durch das Symbol (x|y) bezeichnen. Die Eu 
[hen Transcendenten der zweiten Art werden durch das Integral: 


ST ' ( log. > da 
N ge 1ag 


10:18 
a 


ſetzt, und wir wollen fie mit Legendre durch das Symbol Tx bezeid 
Es iſt zweckmäͤßig, daß wir zuerft die Eulerfchen Transcenventen der zw 


gegeben, welches fi in: 


verwaudelt, wenn man: 
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t betrachten, welches die einfachften find, weil fie nur von einer einzigen 
tänderlichen abhängen. 


$. 417. Die theilweiſe Integration gibt: 


Set = — er re Ptap, 
raus folgt: 
„0 oo 
y ax, eg las, 
bem x als poſitiv vorausgeſetzt wirb, oder vielmehr: 

I(x+1)=xIx. (a) 
iefe Formel drückt die charakteriftifche Eigenfchaft ver Function Ix aus, und 
ich derſelben iſt dieſe Function für alle pofltiven Werthe von x befannt, 
em man eine Tafel ihrer Werthe zwifchen den Grenzen x— 0, x 1, oder 
Igemeiner , zwifchen den Grenzen x=i, x=i--1, wo i eine beliebige 
wze pofltive Zahl bezeichnet, Hat. Legendre und Gauß haben in ber 
bat zum praftifchen Gebrauche nach Annäherungsformeln, welde hier nicht 
iher angegeben werben konnen, Tafeln der Function Ix berechnet. 


Es iſt: 
It)= / ePB—i, ..@&) 


& aus der Vergleichung viefer Formel mit der vorhergehenden ergibt ſich: 
I = 1.2.3... —1), 
o i eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. 
Die Producte der um eine eonflante Differenz h verfchiebener Factoren: 
z(x + h)(x + 2h) (x + 3h)..., 
erden Factoriellen und nnmerifche Facultäten genannt, wegen ihrer 
ehnlichkeit mit ven Potenzen, und burch eine Vertauſchung der Veraͤnderlichen 
an man fie leicht auf die einfacheren Factoriellen: 
1.2.3...1, 
elche in der Theorie der Combinationen und der Wahrſcheinlichkeitsrechnung 
ze fo wichtige Rolle fpielen, zurädführen. Die fletige Function I’x wird 
desmal eine Factorielle diefer Art, wenn x durch einen ganzen pofitiven 
eht, und folglich Kann die Tafel der Werthe der Zunction Ix als eine In⸗ 
tolationstafel für die Factoriellen betrachtet werben. 

Die Gleichungen (a), (a,) geben I(0) = @ , und folglich Hat die Eurve 
=Tx die Are der y zur Alymptote, Bon dem W x=0.an nimmt 
e Sanction I’x bis zu einem gewiffen Werthe von x 1,46163.... ab, und 
mmt dann bis zu dem Werthe x = 2 zu, woraus wegen der Gleichung (a) 
fenbar folgt, daß die Function T’x für bie größere Werthe von x one Ende 
id zwar fehr fehnell mit dieſer Beränderlihen zunehmen muß. 

Für negative Werthe von x hat die Function: 


T=f, Pge—igg a 
ae „aogehbaren Werthe mehr, und die Gleichung (a) iſt nicht mehr an- 


5. 418. Wenn wir in der Gleichung (6) die Groͤße A in ma ver- 
mbein, fo geht fie über in: 
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J. “ Fu) a —* (b) 
und wenn wir in biefer Ießten Gleigung x +-y für x, und 1-4 fiattm 
fegen; fo erhalten wir: 

VAR arme str gn T«-+y | 
— AH" 
Multiplieir die beiden Gleichnng mit Br-14ß und integriren 
zwiſchen ben m. 0, © in Beyiefung auf $, " ergibt ſich: 


VS ER am Den ger 6 
Rum iſt aber nach der Formel (b): 
5 —1 aBı= =, 


o 
ſo daß der Theil der Sleichm (6) nach —** Integration in Be 
—* auf Ziege eht in 


®Iy -a xt y—-1 — - 1 _ il — N 
H ee af e a da=Iy+-Tr. 
Die Gleichung (4) gibt alfo: 


© 14 
Ix-Iy=T(x-+y)» j —— (7) 


und wenn man y + x = 1 ſetzt; fo erhält man: 
.It—nera.f za 
Iy„ Ti—»=T(i) o IF 
ober wenn man y in x verwandelt und bemerkt, daß fih TC1) auf vie Ein 


beit vebneirt: 
Tuff muB 
TIx-I1—x) 5 IL#' 
ober endlich nach der Formel (d) im $. 406: 
Is- It —)=.—. (e) 


u. AX 
Nach di J ten Formel bere net man bie Tafel ber Werthe I ar 
Function —— den — x=1,x=1 hat. 
Für x == 4 gibt bie Formel (ce): 


Tr =”, wer IY=V%; (e,) 
[> 6) _ 0 0) 
T(4) =/ WE. =2/ o-?dt, 
welches einen neuen Beweis ber Formel (a) im 8. 403 liefert. 


$. 418. Nach der Definition der Euler’ ction d Art 
kann bie Gleifunn CD auf folgende Beile lichen wen: Pr erſie 


aber e8 if: 
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Ix:-Iy 

xy) = ——., d 
Durch diefe von Euler herrührende Funbamentalformel, für welche wir eben 
den von Poiffon gegebenen Beweis mitgetheilt haben, wird bie Berechnung 
der Tafel mit einem doppelten Eingange ($. 116), welde die Werthe ver 
Function (x|y) für die pofitiven Werthe der Veränderlichen x,y gäbe, auf bie 
Berechnung der Tafel der Function Ix zurüdgeführt. Hieraus folgt: 

a)= Gl, 
was übrigens auch direct barans folgt, bag der Werth des Jutegrales (a) 


sicht geändert wird, wenn man a in 1 — a verwandelt. 
Ferner folgt aus der Formel (d): 


G+ay)-Ix+y+9)=Iak+n-Iy 
() + I[(x+ 2) = Ix + Ir, 
” z fowohl ald x und y eine pofitive Veraͤnderliche bezeichnet, und hieraus 
folgt: 
_ -Iy-Ts 
(x<-+z1y)- («]2)= ven Lytn' 


oder, da der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung eine fymmetrifche 
Function der Beränderlihen x,y,z if: 


(x-+ 2) + (|) = (+ 2x). Gl). 
Aus der Verbindung der Formeln (0) und (d) ergibt fih: 
1-1). 
sın. AX 
Wenn man in dem Integrale (J)y—x,a—=i(ll1-+-w) fekt; fo 
erhalt man: 


i 1 1 1 
(x|x) = — (1 — u af, (1 — wi)-1do, 
und wenn man nun V a für w feßt; fo kommt: 
1) 


1 1, 
(x|x) = rs, (1 — ay ia aa = er . 

Wegen der Gleichungen (d) und (e,) iſt diefe letzte Formel identiſch mit 
ver folgenden: 
Vr Dee) 
re). 


voraus fich für eine pie Zahl i ergibt: 


1 vr” 1.2.3.. (i—1) _ Vr 

1 4 „1 — — 0 600 —i 
r( 5) ' "1. 2. 3... i 99 7 a 1. 3 5 Ai ) 
olglich: 











1.3.5... = = T(i+3)- 


$. 420. Es iſt identiſch: 
Cournot, Theorie der Functionen ⁊. 28 
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Bir wollen nım 


vessse Pte tasande, Etn+i<o, 0-8 
fegen; fo können wir ſchreiben: 


Aber das doppelte Integral: 


. 11 N hy 
y H YA 7" IT dndd 
bat nach dem Vorhergehenden ven Werth: 


TB.» Fy 72 9+y—1 
d 
Ia+yJ/o Fr 





und folgli : 
u Velen pop ge PR N quae 
I8+Y)/ 0/0 er 


Endlich hat man wieder nach der vorhergehenden Rechnung, wenn mc 
7, feinen Werth feßt und u, eine neue Veraͤnderliche bezeichnet: 


NIE a-1 ehr—1 | Ta +» I(£-+-7) 0 a+p+7-! 
duds = —— — 
IS u iS ee zw A 
folglich : 

— Te:TB-Ty, [9 tRhr-1, 

Tatß+n Jo er 
Wenn man nun 9 = 1 ſetzt; fo kommt man wieder auf bie auf der 
dreier Beränderlicher befchränfte Formel (Y), und da ſich die anger 
Analyfe offenbar fucceflive auf eine beliebige Anzahl von Veranderlich 


ſtrecken laͤßt; fo folgt, deß die Formel (9) und folglich die Formel 
ihrer ganzen Allgemeinheit bewiefen if. 


$. 422. Wir wollen in ber Formel (b), n für x— I und x 
fegen; fo verwandelt fie fih in: 


VA xdo dx +1) ‚ 


met! 





und wenn m eine ganze pofitive Zahl ift; fo hat man folglich: 


‚© 1,2.3...n 
J ed = 1 


was fi) anch aus ber Gleichung Ca) im $. 313 ergibt, wenn man dx 
in — m verwandelt. 

Bir wollen in der Formel (5), m—atbyf — 1 fegen, wo 
pofitive Conſtante bezeichnet und für die imaginäre Erponentialgröße ihrer 
nd und Eofinus ausgedrückten Werth fubflituiren, jo verwandelt f 

ormel in: 


@ vn I(a--1) 
Benilcous. bx— Y — 1 + sin. br)dx = — — — 
ST x u 1 )d (at yv _ yet 


-, K Oder, wenn man 
a +b=p, Teig 
a 
jet, in: 
We) 
I x? 67 cos. bx—V —_1esin, bx)dx 


= 61) [cos.(n +-1)A — V_1esin. (a — 1)A} 


o"t! 
Diele letzte Gleigug zerfällt in die beiden andern: 


NS xe o- ax cos. bx + dx — Er D. cos. (n+1)A, 








ati 
YA ze" sin. bx+dx ⸗ a esin. (a + 1)A; 
0 


urd in der Boransfegung von n = 0 geben diefe die Formeln (f) im $. 407 
wieder, 


Bwöälftes Kapitel, 


Eutwicelung der Functionen in trigonometrifche Reihen. — 
Theorem von Fourier. 





6. 423, Es bezeichne y eine periobifche Function von x vn ber Form: 
| y=A,sin.x+A, sin. 2x4A, sin. 3x... + A’sin.ux, (1) 
we jeber Eoefficient A; von x unabhängig iſt, und Fx bezeiäne eine Function 
von x, welche eine mathematiſche oder empiriiche, en oder Stetigkeitsun⸗ 
terbrechungen von einer beliebigen Ordnung unterworfen | ein kann; — har ol man 





> Den Cpefficienten A, fo beſtimmen, daß für die n befondere zwiſchen x — 0 
ud x = m um gleiche Diffe erzen waghſenden Werthe: 
x—, m ut 0x, (2) 
o+1' n—+1 nt 1 n—+1' 


‚=fx ift, oder mit andern Worten, daß die durch bie Gleihung (1) aus⸗ 
gedrückte Curve mit der Curve y = fx, n Punkte gemein hat, welde ben 
- Meciffen (2) entfprehen ($. 21). 
Wir wollen die Coorbinaten dieſer gemeinfchaftliden Punkte mit y,,Y,, 
Tal. ... j. bezeichnen; fo Haben wir zur Beftimmung der Coefficienten A; die 


ver 























eichungen: 
1, =A,eio. —— A, sin. + +...-4- A, sin. * 
27 Int 
m Ay FA + Az sinn I tet Ansin 596. 3) 
. DT .  2nn n?r 
1A, I + A, ein a1 +. ..+ A,sin. +1 


—— 


Wenn man ſie zuſammenaddirt, nachdem man ſie reſp. durch: 








2 sin. * 7 2 sin. ae 2 sin. — 
multiplicirt hat, ſo bat die Unbekannte A, zum Multiplicator: 
In 2in “sin. Ar 

a+1 
ni 


na+i 


(4) 


+.. 

















. ni 
| ...+ 2 sin. +1 
d. h. die Differenz der beiven Summen: 
(i — I) 2(i — iyr n(i — I) __ 
1-+ cos. — Fee gg treten —“* 
(i + I) 2(i’- ir _ 
1-0 1 + cos. J7 tr. tee 7,77 j 
Es fei allgemeiner: 
cos. u+ cos.(a-+»)+ cos (u+ 2v),.. + cos.(a+w)=S, 
fo findet man durch eine ähnliche Rechnung, wie bie im 6. 406: 
s- — cos.(a— v) + cos. u + cos.(u + nv) — cos.[a + (n + 1)»] 


' 














2(1 — co. ») 
und für u. — 0: J 
21 cos. nV — cos. (a +1)» 
s=;[1+ 1 — cos. v ] 
Wenn man nun: ® 
_ ie Fiyr 
— n—-1 


fegt, fo erhält man:. | 
cs(a +-i1w=+ti1, con —=+tcosv, 

je nachdem (i Fi)n ein gerabes oder ungerades Vielfaches von m ifl. \ 
dem einen und in dem andern Kalle iſt alfo: 
cos. np cos. D + cos(n + 1)», S=4[1 — cos.(a-4-1)r], 
und folglich: ' | 

8, =4ll—cos(i—i)a], 8,=4M1— coli + iin]... (6— 
Sp Iange der uber i’ von i verſchieden ift, find die Zahlen | v—i,i- 
zu gleicher Zeit gerabe oder ungerade, und es fs, —S,=0, fo daß al 
Evefficienten A mit Ausnahme von A; aus ber Summe der 44. durd t 
Factoren (4) multiplicirten Gleichungen (3) verfchwinden. 

Für i’ = i hat man vermöge ber zweiten der Gleichungen (5), S, = 
und bie erfte der Gleichungen (8 wird ifluforifh, weil man. den Winkel 
in bem Werthe von S, woraus diefe Gleichung abgeleitet ift, nicht = 0 feh 
fann; aber in diefem atle gibt die erfte der Oleichungen (8) diret S —n+ 

Nach allen diefen Bemerkungen hat man zur Beſtimmung bes Werth 
des Coefficienten A; die om: 





— — ninr 
— (sie — rm at .+ y, sin. —) 





ud braucht zur⸗ der geſtellten i 
fine bie —** , uns . a Beizulegen. ufgabe ben Zuber | * hu 


$. 424, Je größer die Zahl a ift, deſto mehr Punkte Hat die durch die 
Gleidung (1) befmmte Eurve zwifchen den —2 — x O, x ka mit 
ter Curve y= fx gemein, und folglich fallen die beiden Eurven an der Grenze 
(=) für alle zwiſchen den eben angegebenen Grenzen liegende Punkte 
jfammen. Au biefer Grenze n == co verwandelt fi) aber die Summe, welche 
den Werth von A; ausbrüdt, in ein beflimmtes Integral, und wenn man 





in __ nn __ pr 
— ** mer y=ß 
jet, fo kommt: 
2 2.8 pri 
A * Ns sin. ig + 5 
md folglich: . 
fx — 2, Le sin, ix / "sin. i& + fädE, (2) 
7 0 


wo das Zeichen 3 andeutet, daß dem Index i fucceffive alle ganzen Zahlen 
von der Einheit incl. beigelegt werben follen, und daß man die Summe aller 
ver fo erhaltenen Glieder zu nehmen hat, u 

Der Beweis, welchen wir eben von ber Formel (Ca) gegeben Haben, iſt 
von Lagrange, und ſchließt fich an die Theorie der Interpolation an, wie 
der, welden wir von ber Taylor’fchen und folglih von der Maclaurin- 
fhen Reihe gegeben haben ($. 98), und es war zwedimäßig, durch biefelbe 
Methode zu diefen Hanptformeln für die Entwidelung der Zunctionen in Reihen 
in gelangen; aber es bleibt noch zu beweifen übrig, daß die durch den zweiten 
Theil der Gleichung (a) ausgedrückte Reihe immer convergent ift, von welcher 
Beichaffenheit die Funetion f auch fein mag, fei fie fletig over nicht, wofern 
fe nur nicht zwilchen den Grenzen <= 0, x = rn unendlich wird, Die Me- 
thode, welche wir anwenden wollen, um diefen Fundamentalſatz in aller Strenge 
und ohne unnüge Einfhränfungen abzuleiten, wird uns zu gleicher Zeit einen 
neuen und in gewiflen Beziehungen * einen directen Beweis der Formel 
(a) an die Hand geben. 


8. 425. Suchen wir bie Grenze, gegen welche das Jutegral: 
ain.iw do 
vA sin. 
convergirt, wenn man für i eine immer größere mio größere pofitive Zahl 
nimmt, Zu dem Zwecke wollen wir - für i feben, wo e eine pofitive Zahl 





bezeichnet, welche ohne Ende gegen Null convergirt und = — 09 fen; fo 


font : 
N eo =/* R —_ «sin. AdO, (w) 
„sin. p sin. 0 
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Aber wenn man & wie eine unenvlich Heine Zahl behandelt, ſo verſchwindet 





der Factor 5* z wofern nicht zu gleicher Zeit 60 unendlich Hein iſt, in 
welchem Falle: 
| _ _i 
sin.eO © 


iſt, und folglich kann man an ber Grenze für das gegebene Integral das 
folgenve feßen: | 





Nun iſt aber ($. 40): 


© sin.O 1 /®P sind 
dd = — do * 
ST 9 I9=zr YA ; 0=r 


u v 
sin. O — sin. O = sin.O 
dd — e = e do. 
—VV—— 
& 


Wenn nun u und » pofitive Zahlen find, und e eine fehr Meine Zahl if, fo 
tft jenes der beiden Integrale im erften Theile der letzten Gleichung fa = ir; 
folglich ihre Differenz oder das gegebene Integral (w) fa Null, und an ber 
Grenze i= oo verfehwindet es in aller Strenge. 
us vemfelben Grunde würde (w), wenn u = 0 wäre und » irgend 

einen pofitiven Werth behielte, den Werth Ir annehmen, und wenn envlih 
p eine negative, und » eine pofitive Zahl bezeichnete; fo würde das Integral 
(w) gegen die Grenze 7 convergiren. 

Da vorausgeſetzt wird, dag die Function f zwifchen den Integrations⸗ 
grenzen endlich bleibt, fo convergirt folglich das Integral: 


Nu ee du, #6) » "52 00 (2) 
u ad 0 


sin. c 








|x 











für immer größer werbende pofitive Werthe von i, welche immer Heiner wer- 
denden Werthen von e entfprechen, gegen die Grenze Null, wenn die Zahlen 
u, » daflelbe Zeichen Haben und von Null verfchieden find. Diefes Integral 
wird = Inf(0), wenn die Zahl u = 0 iſt und es nimmt endlich den Wert 
zf(0) an, wenn die Zahlen u, v entgegengefette Zeichen haben. 

Wenn in biefer Ießten Vorausſetzung die Function fo gegen verfchiedene | 
Grenzen f,(0), £,(0) convergirte, je nachdem w gegen Null convergirt, ie 
dem es negative oder pofitive Werthe durchläuft, oder mit andern Worten, 
wenn die Function fo plößlih von dem Werte f,(0) zu dem Werthe f,(0) 
überginge; fo würbe die Grenze zf(lw) durch if, (0) + £,(0)] erfeßt. 

Nachdem wir auf diefe Weife für alle Falle den Grenzwerth des Jute⸗ 
grales (w) beftimmt haben, wollen wir zu dem Lehrfabe übergehen, zu deſſen 
BDeweisführung wir diefe Grenze gefucht haben, indem wir bei dieſem letzten 
Theile des Beweiſes einen von Dirichlet angeventeten Weg einfchlagen. *) 





°) Bergl, Erelle’s Journal für reine und angew. Math. Bd. 4. ©. 166. 
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6. 426. Die Function; 
[ein x „® sin. FfuS-P sin. = / * fẽ sin. 24... 


ein ia / "Erin. iäi |, 


sder die Summe ber i erfien Glieder der Reihe (a) fann auf folgende Form 
gebracht werben: 


N f&ad[2 sin. xsin. &-4-2sin. 2xsio. 24... 2 sin. ixsın. if] 
41 n 1 + cos.(x<—£&) + cos. (x—E&) .. 4 cos.i(x— 
* YA i&a8 [_n + cos.(x+5)+cos.2(x+£) +. + cos. i(x+ n 
und nach den Formeln im 6. 423 hat man: 
1+ (++ ++... àcos. iſx & 5) 

21 — g_ i(x[+ &) — cos.(i + Beim 

2 1— cos.(x+ 5) 
tft ind+ Det 2) 
2 ein. 1(x+ £), ' 
ſo daß fih die Summe S Jin: 
1 fr + DE—dg 1 rg, Melitl)e+d 
N, ig sin. 1(x— 5) ds 2n,/ 0 ie sia.1(x +89 d 
verwandelt. Wenn wir in dem erften Integrale x— = 2w und in dem 
weiten x + &= 2 feten; fo folgt: 


x 
—— x — 20) it dw, 
WJ TR in 
2 


so 





JT 





sin. m 
xt N 
-J ’ au.) it 10 un. 
n/ x sın. cu 


Bir wollen annehmen, daß x zwifhen O und m fällt, fo vaß die beiden 
Irenzen des zweiten Integrales pofitiv find, und daß bie untere Grenze des 
Men negativ iſt; fo wird das zweite Integral nach dem im vorhergehenden 
Geſagten für i=o Null. Wenn man Ferner in der Zunction f(x — 2w), 
»— 0 fest; fo reducirt fie fih auf fx, und folglich iſt die Grenze, gegen 
elche das erfie Integral convergirt, — + e nk, Der zweite Theil ber 
leichung (a) iſt alfo unter der Bedingung, daß die Veränderliche x zwiſchen 
und bleibt, und daß die Function fx innerhalb diefer Grenzen nicht 
nendlich wird, eine convergirende Reihe, welche Fx zur Summe hat. 

Wenn die Function f für den Werth a plößlih von einem enblichen 
Berthe zu einem andern überginge, fo wäre ber Werth ver Reihe (a) die 
go. „gamme der beiden Werthe, welche alsdann bie Function Frannimmt 

. 38). 2 

Wir müſſen nım noch die Werthe von S, für bie Grenzwerthe 0 und 7 

on x angeben. Run iſt aber für x= 0: 2 f 
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| n 
Ss = / — (— 20)» u Ey AIDS 
ny/ _2 a/g sin. w 

2 


sin. W 


und für x if: 


| = fun _20)- sin. ren N 


sın. (V 


1 Frnn) „sin. init, + 7 ir 20) De, sin. ea 


welche Größen für jeden Werth von i verfwinden. 


$. 427. Der zweite Theil ver Gleichung (a) iſt eine periodiſche Func⸗ 
tion von x, während fx durchaus feine periodiſche Function zu fein braucht. 
Wenn alfo die Function fx für x = 0 und x 7 nicht verſchwindet; fo be 
fleht die Eurve, deren Ordinate durch: 


y=-E+sin, —* ie + fẽdẽ 6) 


ansgebrädt wird, aus getrennten Bogen, welche abwedhfelnd auf der ein 
und auf der andern Seite der Are der x liegen (dig. 94). Zür bie Absciſſen 
ber Trennungspunkte gibt die Gleichung (5) weder bie eine, noch bie anden 
der beiden gleihen Orvinaten OM, OM, von entgegengelehien Zeichen, fon: 
bern die Halbe Summe bieler Drbinaten, dv. 5, ven Werth Null. 


. 428. Beifpiele. 1) & fi x—=ix; fo if: 
ix=sin.x—1sin.2x +4 sin, 3x 4 sin. ix+., (6) 
eine bereits im $. 113 gefundene Formel. Da die Function x ſowohl alt 
sin. ix eine impaare iſt; fo findet die Gleichung (6) nit blos für die zwi 
ſchen "a 7, fondern au für die zwifchen — = und 0 liegende Werth 
von x ftatt 
2) Es fei fx — cos. x, fo if: 


co. x — 2 -[(G +  )ein.2x + (+ 5) sin.dx + (>+ 2 )ein. 6<x+ x.) . 

3) Envlih wollen wir annehmen, daß fx—x fei, zwiſchen ben Grenze 
0,47 und = rn — x zwilchen den Grenzen 47, m, fo daß biefe Function bi 
Drbinate eines gleichſchenkligen Dreiedes ausbrüdt, defien Orundlinie =: 
und deſſen Höhe — 1 iſt; fo det man: 


YA sin.'id + t&ag —* ain. i& + &dE —* sin. ik. Rn ER, 
und Ne Formel (5) gibt: 


=; sin, 2 2,ein. 3x + Zei. 52 — ein, Tx--ır.). 


$. 429, Wenn man a priori wüßte, daß eine Function fx wwiſchen di 
Grenzen 0, — durch eine convergirende Reihe von ber Form 3 A, sin. ix an 


4 


gedrückt werben Tann; fo laſſen ſich die Coefficienten A; durch eine fehr ein- 
fohe Rechnung beftimmen. Denn aus der bypothetifchen Gleichung: 
fk—A,sin.x--A, sin. 2x +... + Aj sin. ix-t-ıc. 
ergibt ſich: 

ain. iæ · IRdẽ CA, sin. ifsin. SdE-+ A, sin. iösin. 24°... 

... + A; sin.2 iöd£-t-ıc,, cD 

md da dieſe Gleichung nach der Vorausſetzung für jeden zwiſchen O, liegen⸗ 
den Werth von & ſtattfindet, fo erhält man, wenn man zwiſchen dieſen Gren⸗ 
zen integrixt: | . 


| S * sin. iE + fd = A, YA * sin. i&sin.EdE-+A, % * sin.ifsin.2EdE +... 


... 4 — sin.2 iädẽ Pꝛe. 
Andererſeits iſt: | 
sin. i& sin. i aę — 4 fcos.(i — il)EdE — 1 feos.(i + inedę 
— sin.(i — i)ö — sin.(i + iN& + const, 
26—i) 24) il 
welcher Ausdruck die Wahl der Grenzen 0,77 unzuläffig macht, fo lange die 
ganzen Zahlen i, i! von eimander verfchieden find. Für ii‘ erhält mm 


($. 402): | 
N sin.? iddę = 5 7, 


ud folglich veducirt fich der zweite Theil der Gleichung (7) auf das Glied 
A, , woraus ſich alsdann ergibt: 


ey A 2 272 


wie wir bereitS durch eine complicirtere Rechnung gefunden haben. Allein, 
nach der richtigen Bemerkung Poiffon’s beruht die zuleßt angegebene Die- 
thode auf einer Vorausſetzung, welche des Beweiſes bedarf, und in der An- 
nahme befleht, daß jede beliebige Kunction in eine convergirende Reihe ent- 
wicfelt werden fann, deren Glieder nach den Sinuſſen der ganzen Bielfachen 
ber Beränberlichen fortichreiten. 


6. 430. Durch eine Vertauſchung der Veränderlihen fonnen wir nun die 
Formel (a) fo abändern, daß die transformirte Formel für die zwifchen be- 
liebigen andern Grenzen, als O und m liegende Werthe der Veraͤnderlichen 


ſtattfindet. Setzen wir z. 8.7 für und ZI für Es fo erhalten wir: 
nx _: io, Kr! in ne 4 
(= =: a 0 a f ) ad 


Aber da nichts Hindert, die Accente der Veraͤnderlichen x’, &' hinwegzulaſſen, 
und da das Zeichen f eine ganz willfürliche Function andentet, fo darf man 


fx flatt (=) fegen, und man hat folgli: 


= - 25 + sin. imz * sin. ine lädE, (b) 
a 250 a 


welche letzte Formel für alle zwiſchen O und a liegende Werthe fl 
Wenn wir darin 21 für a, x41 fürx md 41 für Z m. fe 
verwanbelt fie fih in: 


ten EN N EN gr yar, 
ober nach dem eben Gefagten in die einfachere Formel: 
= * + sin. Hr, sin. "EH, fedE, (ec) 
weile für alle wiſchen den Grenzen —!, +1 —* Werthe von x flat. 


Die Gleichung 2 vn man auf folgende Form bringen: 
=} * . 7 7 sin. ef" sin. ẽ. ctat. 
Nehmen wir nun an, daß a mendlich groß wird und ſeten: 


A 
— 0, -——da, 
a 


fo if die Grenze, gegen welche die Reihe für immer größer werdende Werthe 
von a convergirt: 


fx ⸗ NT, “ sio, axsin, a& +fedide, (d) 


fo daß ver Werth von fx innerhalb der Grenzen O, oo durch ein doppeltes 
beftimmtes Integral ausgebrückt wird. 

Diefer Ausdruck würde jedoch in dem Falle illuſoriſch, wo dag doppelte 
Integral, deſſen obere Grenzen unendlich find, vermöge der Natur der Zunc- 
tion f keinen enblichen m beflimmten Werth bebielte ($. 324). 


Wir wollen ger 1 * ſetzen, ſo wird die Function f an ber Grenze x=0 
mendlit; aber dennoch ng nn aus vr Sormel (d): 


= Ss VAR sin.ax- — at Ede sin. axda, 


was * dem im $. 325 erhaltenen —9* übereinſtimmt. 


$. 431. Verfährt man auf dieſelbe Weiſe, wie in ben vorhergehenden 
88, fo fann man dartfun, daß jede Function, wofern fie nur nicht zwiſchen 
ben Grenzen 0,7 der Veränderlichen x unendlich wird, innerhalb diefer Oren- 
zen in eine convergirende Reihe entwidelt werben Tann, welche nach den Co⸗ 
finuffen der Vielfachen des Bogens x fortfchreitet, und man alfo folgende 
Tormel hat: 

fx A, A, co. x+A,co. 22x +...+ A; cos ix P rc.) 

beren Eoefficienten durch die Gleichungen: 


1 ._2 
A,=- Ye a=n / "oniä til, 


gegeben werben, fo dag man feßen kann: 


| m 


wul Sushi. Doc iz VW emitefädl, ce) 


Der Werth des zweiten Tpeiles biefer Gleichung, welcher eine paare und 
xriodiſche Function von x if, wird durch bie Ordinate einer in Beziehung 
af bie Axe der y (dig. 95) ſymmetriſchen Linie dargeftellt, bei welcher ben 
Meciffen <= 0, x = m feine Unterbrecjungspunkte entfprechen, fo daß bie 
formel an biefen Grenzen unverändert ſtaitfindet. 

Aus diefer Formel ergibt ſich die folgende: 

a 


—1i a 25, con, 17x en. Ind, 
s=,f, fERE 22. con. IE an eig, 6) 


sehe zwifhen den Grenzen O,a und an biefen Grenzen ſelbſt flattfindet. 
Sept man alsdann die obere Grenze a= mw, fo erhält man: 





ey Ay A cos. ax cos. ab + fEdäde. (ed) 
Berfolgt man biefelbe Analogie, fo findet man auf bie Formel: 
._ 41 1 1 ia(cx+1) I im(£+1) 
i=ı cas 4 7 Er 21 ee lädh, (b) 


ige zwiſchen den Grenzen — 1, +-1 und an biefen Grenzen ſelbſt flatt- 


$. 432. Um von diefen Ießten Formeln einige Anwendungen mitzuthei- 
im, wollen wir fucceffive: 
k=jx, k=sox, him 


fm, fo haben wir vermöge ver Gleichung Ce) zwifchen den Grenzen 0, m: 











1 _1ı 2 1 1 
gemin 2 mmxt Gent bensstie] 
2% 4 fcos. 2x cos. Ax cos. 6x 

=, -,[75 35 r957 +] 


4@=c0s.x — } cos. 3x + $ cos. 5x — } cos + 1. 
in jeber dieſer letzten Formeln braucht man nur x= 0 oderx— m zu ſetzen, 
m ebenfo viele merkwürdige Ausbrüde der transcendenten Zahl mr zu 4 
in, welche ſich ins Unendliche abändern laſſen. 
Wenn wir die beiden Theile der letzten Gleichung mit dx multipliciren, 
wiſchen den Grenzen O,x integriren und durch jr bividiren, fo Fommt: 
l 2. 1. 1. 1. 
jez lin zz in. Bx + 2, sin. Dr — ein. Teich ci 
Da die Reihe (g) convergent iſt, fo iſt es die Reihe (11) um fo mehr, 
ud die Bergleihung biefer beiden Formeln zeigt, daß biefelbe Function meh- 
me eomvergente Reihenentwickelungen, welche nad) den Sinuffen der vielfachen 
Bogen reiten, haben kann, wodurch fich die Reihen, von welchen in dem 
enwärtigen Kapitel die Rebe ift, von den Neihenentwicelungen nad) den 
Biegen der Veränderlihen, welche nah der Maelaur in'ſchen Formel nur 
uf eine einzige Weiſe möglich find, weſentlich unterfcheiven. Aus biefer Be— 
aerfumg folgt auch, daß das Verfahren im $. 429 nicht alle möglichen Neihen- 
en der Function nah den Sinuffen und Cofinuffen der vielfahen 
en gibt, 
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$. 433. Wenn man die correſpondirenden Theile der Gleichungen (2) 
und (e) zufammenabbirt und von der Summe die Hälfte nimmt, fo erhält man: 


=. /, fEdE + 


2 Hein.ix / "simib · that + ommin /" con iE tkat 


1 EP | a. i 
=, de + 3], cos. i(x — &) · fädE, (i) 


Der geometriffe Ort der Gleichung: 


u) ttat 3" con.üe— &) · ttat 


befteht: 1) aus einem Syſteme einzelner Bogen M,N,„, MN, M«N’,.,. 
(Fig. 96) und 2) aus Teilen ber Abseciſſenaxe, ad zwiſchen ven Drbie 
naten der Unterbrechungspunfte biefer Bogen lie teraus folgt, daß vie 
Formel (i) nur an den Grenzen O und 7 flattfindet, wenn OHO) * Ex) 
it. Im entgegengefegten Halle gibt die Reihe 4 f(0) für x—=0 und 4 f(r) 

x—n. Wenn man die Formeln (b) no (D, Cd) und (), & Li) 
(Ch) auf diefelbe Weiſe verbinvet, fo findet man: 


_ 15, ft, Med, Ä 
—— 122.237 48 ’ r född, (k) 


nf / cm a(x — &) »-födida, 


=] i © EA 2 3. co vun EN gzap. (Mn 


$. 434. Alle diefe Formeln find noch vieler Zransformationen fähig; 
allein wir wollen nur noch eine derſelben angeben. 

Es jet fx eine Function, welde von 0 bi8 a den Wert px und von 
0 bis — a den Werth Ix hat, fo reducirt fich die Function: 


nf), vatsiz [EZ gias 


nach der Formel (k) für die zwifhen O und a Tiegende Werte von x auf 
x und für bie zwifchen O und — a liegende Werthe von x auf Null, Chen 
o reducirt fich Die unction: 


N ee ern 
uf warHiz ff 0 ET. ygas 


für die zwifchen O und — a liegenden Werthe von x auf Yx und für bie 
wifhen O und a liegenden Werthe von x auf Null. Folglich rebucirt fi die 


Senchon: 
„[/, ver + // year] 


+12[/' —— „WeZD, ygar] 


m 


x die zwiſchen — “ und O liegenden Werthe von x auf yx, und für bie 
biſchen O und a Tiegenden Werthe von x auf Yx, d. h. bie Formel: 


x= N. fEdE + : 2/, cos. a5) e fedE (m) 


ndet für alle zwifchen — a und -+ a liegenden Werthe von x flat. Man 
mnte a in | verwandeln und man erhielte eine von der Gleichung (1) ver- 
biedene, obgleich beide für die zwiſchen denſelben Grenzen liegenden Werthe 
DR x ſtattfinden. 


6. 435. Durch ein ähnliches Verfahren, wie das im 6. 430 ergibt ſich 
us der Gleihung (m), wenn man darin a=w feht: 


fx — - A we cos, a(x — E)rfädöda, (o) 


ad diefe letzte Formel findet für alle reellen Werthe von x flatt, weil das 
Integral in Beziehung auf & zwifchen — co und 4 co genommen wird, und 
non nennt fie die Fourier'ſche Kormel, weil der berühmte Geometer Fourier 
We Analyfis durch diefe Kormel bereichert hat. Der Beweis diefer Formel 
xeibt fih aus dem Vorhergehenden; aber wegen ihrer Wichtigkeit wollen wir 
wch einen andern einfachern und directern Beweis mitiheilen, welcher von 
Def Ir: — herrührt. 

s ſei: 


1 6 je 6) | 
y-=- YA cos. a(x— &) · fädide, 
TJ 0 —o0 
mb wir wollen zuvörberfi das Integral in Beziefung auf a zwifchen ben 


Breugen O, « nehmen, fo kommt, unter dem Vorbehalte, daß nach ber zweiten 
juiegration a = co gejeßt wird: 


ya ya ne 


uemi=mx— - gejeht wird. 





Setzt man nun a=w, fo hat man: 
f («-: — fx, 
ausgenommen für bie Werthe von =, welche felbft umenblich find, und welche 
mberüdfichtigt bleiben köͤnnen, weil der Factor — - 
Theil des Integrales unendlich Fein macht. Man Hat alfo einfach: 





ben correſpondirenden 


dz = fx, 





1 oo 
= A (x - 10 3 
Wenn die Aunction f fo befchaffen ift, daß fi die in der Formel (n) 
angezeigte Integration in Beziehung auf die Veraͤnderliche 5 verrichten laͤßt, 
ſo beftimmt biete Formel die Werthe der einfachen beflimmten Integrale, wie 
de Formeln in den beiden lebten Kapiteln. Geſetzt z. B., fx müßte ſich zwi- 
(den den Grenzen 0, auf e* rebuciren, fo bat man nach 8. 407: 
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© u 1 
S cos. ab.e di= iFa' 
und folglich gibt die Formel (a) für alle pofitiven Werthe von x: 


m —2 f” mw axda 
= A Ita’ 
was mit ber Formel (m) im $. 411 übereinftimmt. 
$. 436. Me in dieſem Kapitel abgeleiteten Formeln laſſen fih ver 
meinern und auf Zunctionen vom einer beliebigen Anzahl veränderliger Gi 


ausbehnen. Seßt man z. B. fix,y) flatt fx, fo ergibt fi ans der Kom 
ſchen Formel: 


uni] em HRnakde 
amd ans bemfelben Grunde ift: 
oo 
tina, Sr BoD KEmaniB, 


wo Byn zwei neue Hülfsveränberlige bezeichnen. Man hat alfo bie For 
i)= 


4 N TIS- cos. a(x — &) + co. By — 7) + Köm)akdndı 


welche für alle reellen Werte der Veränderlichen x,y flattfindet. Went 
Imtegrationsgrengen in Beziehung auf bie Beränderlihen &, 77 dur den 
zig einer in der Ebene ver xy befchriebenen Curve gegeben find, fo red 
fi das vierfache Integral für die innerhalb des von dieſer Curve eingefe 
fenen Raumes Tiegenden Punkte auf Fix,y) und für alle auferhalb di 
Raumes Liegende Punkte auf Null, Eben fo reducirt fih das ſechsfache 


tegral: 
EIS SS ST er ao-BreonBtsn) sonne EmeARrdgdne 


für welches bie Grenzen ver Integrationen in Beziehung auf bie Berär 
lien &,n,& viefelben find, als die des Volumens eines gegebenen Kön 
für alle innerhalb dieſes Körpers liegende Punkte auf fCx,y, 5) und für 
außerhalb dieſes Körpers liegende Punkte auf Null. 


un 


Schstes Bud. 


Integration Der Differenzialgleichungen mit einer einzigen 
unabhängigen veränderlichen Größe. 





Erftes Kapitel. 


3en der integration der Differenzialgleichungen mit zwei Beränders 
lichen und von der erften Ordnung. 





$. 437, Man fann das Problem der Integration der Differenzial- 
Veihungen zwiſchen zwei Beränderlihen aus zwei verſchiedenen Gefichtspunften 
erachten. Aus dem erften Gefichtspunfte betrachtet, kommt es darauf an, 
xiſchen der unabhängigen Beränderlichen und der Function eine Gleichung zu 
Inden, welche der gegebenen Differenzialgleichung vermittelft ver Werthe, wele 
non daraus für die Differenzialcvefficienten der verſchiedenen Ordnungen ab- 
eitet, auf die allgemeinfte Weile Genüge leiftet, oder mit andern Worten, 
s fommt darauf an, die allgemeinfte Gleihung der Eurven zu finden, welde 
u allen ihren Punkten die Eigenfchaft haben, welche durch die gegebene Dife 
erenzialgleichung ausgedrückt wird. 

Aus dem zweiten Geſichtspunkte betrachtet, beſteht das Problem der In⸗ 
egration in der Beſtimmung der Reihe von Zahlenwerthen, welche eine Func⸗ 
on, von einem beftimmten ZJahlenwerthe ausgehend, vurchlaufen muß, wenn 
as Geſetz der unendlich kleinen Veränderungen der Function durch eine ge⸗ 
ebene Differenzialgleichung ausgedrüct wird. Wir werben fehen, daß Falle 
orfommen, wo fi) das Problem der Integration der Differenzialgleihungen 
iht auf dieſelbe Weiſe Töfen läßt, wenn man ed aus dem einen oder aus 
m andern der eben erwähnten Gefichtspunkte betrachtet. 

Im Borbergehenden (Buch 3. Kay. 5) haben wir den Zufammenhang 
achgewieſen, welcher zwifchen einer Differenzialgleichung von beliebiger Ord⸗ 
ang und den Integralen oder urfprüngliden Gleichungen der verfchiedenen 
Adnungen, aus denen man fich die gegebene Differenzialgleichung durch un- 
üttelbare Differenziation oder durch Differenziation, verbunden mit der Elimi⸗ 
ation der Eonflanten, abgeleitet, vorftellen kann, flattfindet, und indem wir 
us auf die an dem angeführten Orte aufgeftellten Säge beziehen, machen wir 
it der Unterfuchung der Hauptfälle, worin man das Integral, woraus eine 
egebene Differenzialgleihung abgeleitet ift, wiederfinden kann, ben Anfang, 
wrauf wir die Theorie der Differenzialgleichungen, aus dem zweiten Oe⸗ 
ichtspunkte betrachtet, unterfuchen wollen, 

Cournot, Theorie der Zunctionen ac, 29 


— 


I. Trennung der Beränverlichen. 


$. 438. Die allgemeine Form der Differenzialgleihunge wer e 
Dronung mit zwei Beränderlichen iſt: .. 

F(x,y,y)')=0. ( 
Wenn diefe Gleichung algebraifch und in Beziehung auf y! vom erften ( 
ift, fo kann man fie auf folgende Form bringen: 

Y(z,y)dix + Yx,y)dy—=0. | 

Die Gleichung (2) läßt fi) immer integriren, oder wenigftens fann bi 
tegration auf einfache Duadraturen zurückgeführt werden, wenn bie Ber 
lichen getrennt find, d. h. wenn diefe Gleichung anf die Form: 

fxdx + fydy = 0 
gebracht if. Das allgemeine Integral derielben iſt alsdann: 

Sixdx +/fydy=C, 

wo C eine willfürliche Conftante bezeichnet, ober wenn man zu ben bei 
ten Integralen übergeht, und ben x, 'entfprechenden Werth von y mit , 


zeichnet: 
x y 
J. ixdx + S. fd O. 
X, Yo 


Es fei 3. B. die Differenzialgleihung:: 


ydx — xdy = 0 
gegeben, fo bringt man fie auf die Form: 
dy — dx = 0, 
y 


wo die Veränderlichen ſchon getrennt find, und wenn man integrirt, 
balt man: 
log. y—log.x=C, folglich y= ex, 
wo ce die Zahl bezeichnet, deren Logarithmus C ift. 
Die Trennung der Beränderlihen läßt fi unmittelbar jedesmal b 
flelligen, wenn die Gleichung (1) unter der Form: 


kr, foglig: I = fi 
erfcheint. 


$. 439. In andern Fällen Täßt fih die Xrennung der DVerände 

nur durch eine Transformation oder durch eine Vertaufhung der Verände 
bewerfftelligen. Wenn 3. B. die in der Gleihung (2) vorkommenden 
tionen 9, % in Beziehung auf die Veraͤnderlichen x,y, homogen find ($. 
fo fege man y=xt, folglich: 

gay)=rf, Yay)=xft, 
wo n die Summe ber Erponenten von x und von y in jedem Gliede t 
gebenen Nr bezeichnet. Diefe Gleichung (2) verwandelt ſich alf 
ber Dinweglaffung des Factor x" in: 

ftedx- ft (xdt + td) = 0, 
woraus ſich die Gleichung: 


— 
fd 20 
— 


in welcher die Beränderli en getrennt find, 
f diefe Weiſe verwandelt fih 3. B. die Gleichung: 


xay — ydıızy x2- 4 y2 dx 


_ — — |), . 


folgt, wenn man durch Logarithmen integrirt, und dann wieber Don 
withmen den Zahlen übergeht: 


x? — 2ey — ce? —(. 


That erhaͤlt man die gegebene Differenzialgleichung wieder, wenn man 
Gleichung differenzirt, und zwiſchen der urſprünglichen Gleichung und 
mittelbaren Differenziale die Conſtante c eliminirt (SF. 162). 
gewiſſen Fällen kann man eine Gleichung, welche nicht homogen iſt, 
me Vertauſchung der Veraͤnderlichen oder ber Coordinaten homogen 
Pi das einfachfte Beifpiel einer folhen Transformation bietet uns 
ung: 
(a2x by c)dx—+ (a’x-H-b/y + c)dy = 0 
et man: x 40, )7 , d. h. verlegt man den Anfangs- 
r Coordinaten x, y, ohne die Richtung der Axen veraͤndern, und 
ie willkürlichen Conſtanten a, ß an, daß die Bedingungsgleichungen: 


aa 4b 400, dab + d=0 
yerden, ſo verwandelt ſich die gegebene Gleichung in: 
(2ẽ br)d& + lad + biy)dy = 0 
homogen gemadht. Die vorhergehende ‚Transformation würbe nicht 
glich fein, wenn ab’ — ba! 0 wäre, weil alsdann bie Werthe von 


endlich würben, allein in biefem Kalle wird bie gegebene Gleichung 
? Elimination von b’ auf folgende Form gebracht: 


(ax-1- by) (dx +- — aAy) + cdx + cdy 0, 


m man ax--by—t ſeht fo erhält man eine Gleichung mit t,dt, dx, 
$ bie Veränderlihen leicht trennen laſſen, wie in allen den Gleichun⸗ 
- von der einen Beränderlichen nur das Differenzial vorkommt. 


I, Lineare Differenzialgleichungen ber erſten Ordnung. 
440. In der Gleichung: 


+yık=fs, (3) 
me lineare Differenzialgleihänung der erfien Drbnung ge 
” weil fie weder Potenzen, noch Producte der Function y und ihrer 

j y’ enthält, wird bie Trennung ber Veraͤnderlichen durch eine fehr 
Zransformation bewürkt, Es fe: 
219° 
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dt, dy=Odt-1140, 
wo 6 und * zwei unbelannte Hülfsfunctionen von x bezeichnen 8 vom 
fih die gegebene Gleichung in: . 
Odt 4tado + Qt · ſxdx — fxdx, 
Die unbeflimmten Functionen t und 9 kann man fo" annehmen, \ 
vorhergehende Gleichung in die beiden folgenden zerfällt: 
Odi=fxix, d0 0 . ſxdxx -0, 
wovon die zweite die Trennung der Veraͤnderlichen geſtattet und gibt: 
0 oe Sie%, 
Subftitnirt man diefen Werth in die erfte, fo erhält man: 
dt —fidxve/"%, t—Sfadxro/ik LLC, 


folglich: 
y—[/ffxdx »e/"& C)] . fi, 
Beifpiele: 1) Es fei: 
"+-ı=—x 
fo fommt: 
Sixdı=x, Sfiiıı-" = — fexdıı= (1 — x)e +C, 
yz1—x+ Ce” 
D Es fei: 
5— *, 
ſo hat man: 
Sixdx=x, Sfadx+e = — e[x? — 3x? +6(x— 1)) + C 
‚= — [x? — 3x2? + 6(x— 1)] +0”, 
3) Es fei: 
ı1-— 
x 


fo verſchwinden in dieſem Falle die Erponentialgrößen, weil 


je =f dx =log.x, e/kumelt ı— x 
x 
ift, woraus fich Leicht ergibt: 
„= 23 x2, 
Ebenſo integrirt man bie Gleichung: 
"yY+yfk=f, 
denn man braucht nur y" = u zu feßen, um fie auf die Form der E 
(3) zuräczuführen, ve mb 
Wenn endlich die Differenzialgleichung: 
Y+ryıx=yYfx 
gegeben wäre, fo koͤnnte man fie ebenfalls auf die Form (3) zurür 
wenn man yı-'— n feste. Die Gleichung (5) if unter dem Na 


Bernoullifhen Gleichung befannt, 


—*8 


7 " 
_ Eu 


$. 441. Wenn man eine Differenzialgleichung integriert, indem man mit 
Trennung ber Veränberlichen beginnt, fo kann das Julegral unter einer 
wedmäßigen und complicirten Form erfcheinen und es kann 5. DB. eine 
tcendente Form haben, obgleich die gegebene Gleichung ein algebraifches 
egal geflattet, wie wir dieſes im 6. 438 bei der fehr einfachen Gleichung 
— xdy =0 gefehen haben, deren ‘integration durch die Trennung der 
änberlichen auf bas transcendente Zeichen log. führt, welches man alsdann 
ben belannten eg fhaften ver logarithmiſchen Functionen fortichaffen 
. Bir wollen 3. B. die Differenzialgleichung: 
Y1-y+dx+ VA.. 4 20 (6) 
chten, welche ſich durch die Trennung der Veraͤnderlichen in: 
dx dy _ 0 
vi vi-y u 

anbelt und alsdam auf das Integral: 

arc. sin.x.# arc.sin.y==k (MD. 


einer transcendenten Form führt, indem k bie willfürliche Eonftante be- 
net. Aber wenn man jedes Glied der Gleichung (6) theilweife integrirt 
durch ss eine andere willfürlihe Eonflante bezeichnet, fo erhält man: 


It + SI 4 Dur 














v1 
beiben Glieder diefer Gleichung mit dem Integralzeichen / laſſen fich in 
einziges: | 
dy dx 
Fırstrs! 


nmenfaflen, wofern man y als eine durch die Gleichung (6) beflimmte 
twidelte Function von x betrachtet. Nun ift aber vermöge derſelben Glei⸗ 
8 (6) der Kactor, womit xy unter dem Zeichen / multipliciet if, beftän- 
si Hyfimemu, (8) 
wenn man die Wurzelgrößen wegfchafft: 
(x? —y? — u?)? — 4u?y2(i — x?), 

algebraifche Integral der gegebenen Differenzialgleichung. 

Der Werth der Eonflante u in der Gleichung (8) iſt der ‚, welden 
Beränderliche y für x 0 annimmt, und wenn man in der Gleichung (7) 
leiher Zeit x—=0, y= u feßt, fo verwandelt fie fih in: 

arc.sin. uk, 
urch biefe Gleichung auf die Form: 
arc. sin. x 4 arc. sin. y=arc. sin. 8 (9) 
racht wird. Die beiden Gleichungen (8) und (9), welche reſp. umter al« 
caiſcher und transcendenter Form die vollſtaͤndigen Integrale der gegebenen 
ferenzialgleihung find, müflen identiſch ſein, und in ver That ergibt ſich 
Spentität diefer beiven Gleichungen aus der Formel: 
sin. acos.b + sin. bcos, a=sin. (a 4- b), 

Wenn viefe Relation nicht and der Elementartrigonometrie belannt wäre, 

ergäbe fie fi aus der Bergleichung der Formeln (8) und (9), und man 


. 
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Fönnte auf biefe Weiſe eine Funbamentaleigenfhaft der transcenventen 
tion arc. sin. x ober des beftimmten Integrales: 


x dx 
H Vi⸗ 
darthun. Durch ein ganz ähnliches Verfahren haben wir im Rap. 4 des 


hergehenden Buches die Formeln für die Addition ber efliptifchen Yanct 
anfgeftellt. | 


DL Bon dem integrirenden Factor. 


$. 442, Wenn der erfle Theil der Gleichung (2) ein genaues 1 
renzial d«w(x,y) ift, fo findet man die Function co durch die im $. 
angegebene Rechnung, und das Integral erfcheint unter der Form w(x,y): 
wo s eine willkürliche Conftante bezeichnet. Umgekehrt, wenn man, nad 
das Integral der Gleichung (2) durch irgend ein Mittel erhalten iſt, dal 
auf die Korm w(x,y)=c bringt und bie erhaltene Gleihung in Bezie 
auf die durch die Integration eingeführte willfürlihe Conſtante auflöft, ſi 
hält man burch Differenziation die Gleichung: 

dw dw 

dx “+ dy y=0, 
beren erfter Theil nothwendig ein genanes Differenzial if, umb welche 
ber Gleichung (2) zu gleicher Zeit flattfinden muß. Dan hat alfo: 


do do 
id _ 
17765 Bak 


wo u im Allgemeinen eine Function von x und y bezeichnet. Wenn 
folglich den erten Theil der Gleichung (2) dur den Factor ıs multix! 
fo wird derfelbe mit dem Totalbifferenziale dw identifch und leiſtet ver 
Dingung der ntegrabilität Genüge. 

Sp leiſtet 3. B. der erfle Theil der Gleichung (a) der Bedingun: 
Integrabilität Fein Genüge, aber da wir im $. 438 für das Integral ! 


Gleichung = c gefunden haben, woraus folgt: 
xdy — ydx 0, 

x? 
fo ſieht man, daß der Factor — den erften Theil ber gegebenen Gleichun 
einem genauen Differenziale macht. Desgleichen, ba das Integral der Gleich 


G--Y x: +y2)ix— xdiy—=0 

nach $. 439 auf die Form: 
-+YPFfr= 

gebracht werben kann, woraus folgt: 

de +(y— x? + y2dy) 

— — — — — 0, 

Very 

fo ergibt fih, daß: 
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x _ _I-V#+r 
Ve+y.g+V24+y) 
eFactor if, durch welchen man bie gegebene Gleichung multipliciren muß, 
; den erfien Theil derfelben zu einem genauen Differenziale zu machen, 


F. 443. Es iſt zu bemerken, daß man, wenn man einen Werth des 
stor& 1 fennt, daraus unendlich viele andere ableiten Tann; benn da: 


uly(zy)dx + Wx,y)dy] = dw 
s fo dat man: 


uRW)LyCKyIIx + YlryIdy] = fo)do, (10) 
» KCw) eine beliebige Function der Größe m, beren Bildung aus x,y be- 
amt iſt, bezeichnet. Nun ift aber der Ausdruck Alw)dw nothwendig ein ge⸗ 
mes Differenzial, und die Beflimmung der Kunction, woraus daſſelbe ent- 
mden iſt, hängt von einer einfachen Duabratur ab. Folglich iſt ber erſte 
heil ver Gleichung (10) ebenfalls ein genaues Differenzial. Mit andern 
dorten, der Factor u flw), worin die Zunctionen u,w befannt find, und 
e Function f auf unendlich viele verſchiedene Arten particularifirt werben 
un, bat, wie ber Factor u, die Eigenfchaft, ven erften Theil der Gleichung 
) zu einem genauen Differenziale zu machen, 
Nehmen wir 3. B. die Gleichung (a), und feten blos ALu)=w, fo 
ben wir in biefem Falle: 
1 , 
= o=2, folglich rw). 
efer letzte Factor macht folglih ven erſten Theil der gegebenen Gleichung 
einem genauen Differenziale, und in der That hat man: 
y __xaydy — y?xdx 1 , 2 
x3 (xdy ydx) — — 2 d (2): 


x» 


S. 444. Um ven Factor a priori zu beftimmen, müßte man ber 
eichung: 
de up(x,y) _d+ ublx,y) 
FT > GE, 


du du dp dUN\ _ 
9, Varel m) 

enüge leiften; allein hie Integration biefer Gleichung, welche in Beziehung 
af die Function u der beiden Veränderlichen x,y eine partielle Differenzial- 
leichung iſt, fegt, wie wir in der Folge fehen werden, im Allgemeinen bie 
ategration der Gleichung (2) als befannt voraus, und nur in ganz fpeciellen 
ällen fann man den Factor u angeben, und folglich die Integration der ge⸗ 
ebenen Gleichung anf die Duabdraturen zurüdführen. 

Wenn 3. DB. ver Factor zu nur die Veränderliche x enthalten müßte, fo 
educirte fich die vorhergehende Gleichung auf: 

1 du dp dı 

np de U 


—⸗ 
mn 


1 

7 dy dx/' 

nd der zweite Theil dieſer Testen Gleihung mühte ſich nad der Boraus- 
ung auf eine Function fx der einen Beränderlichen x reduciren. Man hätte 
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alfo u = e/"4, Ueberdies würbe bie enigemeinfeit der Vorausſetzung 
beeinträchtigt, wenn man 7) — 1 feßte, weil man immer annehmen fann 
bie Gleichung (2) durch den Epefficienten von dy divibirt iſt, und alı 


muß der Eovefficient ” unabhängig fein von y, oder es muß 


9X) yfx 4 ſx 
ſein, d. h. in dieſem Falle erſcheint die gegebene Gleichung unter der 
einer linearen Differenzialgleichung der erſten Ordnung. 


5. 445. Wenn die Gleichung (2) homogen iſt, fo kann fie auf fo 
Form gebracht werben: 


nel] — 
xt(7)ax + x r(2)@ =(, 
und fie verwandelt fi alsdann nach 5. 439 in die Gleichung: 
FIC)a. 
dx + r(%) d x 
x Ts! 
(C)+2rG 
worin die Veränberlichen getrennt find, und welche folglich ein genanet 
ferenzial if. Der Factor, durch welchen die Gleichung (11) Hat multı 


werden müflen, um bie Gleihung (12) zu erhalten, if: 
1 1 
BZ —— — — — 0.0, 
IAL. ä xpx,y) + Y(xy) 
et [eC)+F7Q)] 
Wird die Bedingung der Integrabilitaͤt auf die Function: 
—— + Ylx,y)dy 
| zo(x,y) + yPlay) 
welche ein genaues Differenzial fein muß, wenn bie Sunctionen g, % ho 
und von bemfelben Grabe find, angewandt, fo ergibt fich: 
d + p(x,y) d+ (xy) d+ .u(x,y) d+’u(x,y) 
a FI 
$(x17) u Y(x,y) 
Solglih Hat jeder Theil dieſer letzten Gleihung einen von der Forn 


Sunctionen ꝙ, & unabhängigen Werth, und wenn man 2blx,y) = x" fei 
erhält man nad dem Lehrfaße über die homogenen Functionen ($. 122) 


de gp(x,y) +y d+gy(x,y) 
J 


, 


= nY(x,y). 


* 


dx 


IV. Ueber die lineare Differenzialgleichungen von einer höhern als von ber e 
Ordnung. 


$. 446. Wenn die Gleichung (1) die Ableitung y! zum Duabrate 
zu höhern Potenzen erhoben erhält, fo ergeben fich daraus durch algebr 
Auflöfung eben A viele andere Gleichungen: 


"—faWD=0, y —- S,&yY)=0, ı. 
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8 dee Grab der gegebenen Bleihung in Beziehung auf y’ Einheiten hat. 
Yiefe Gleichungen integrirt man einzeln, wenn es möglich ift, fo Leiftet jenes 
mh eine willfürlihe Eonftante ergänzte Integral der gegebenen Gleichung 
jenüge, und folglich Leiftet das Produet aller dieſer Integrale ber gegebenen 
ifferenzialgleihung auf die allgemeinfte Weife Genüge, oder mit andern 
orten, diefes Product ift das allgemeine Integral berfelben. Man Tünnte 
e willfürlichen Eonftanten, welche in den einzelnen Kactoren vorkommen, durch 
richiedene Buchftaben bezeichnen; allein die Allgemeinheit des Integrales wirb 
cht beeinträchtigt, wenn man alle dieſe willlürlichen Eonftanten durch den⸗ 
ben Buchftaben bezeichnet, weil man offenbar, wenn man biefem einen Buch- 
ben alle möglichen Zahlenwerthe beilegt, alle partienlären Integrale erhält, 
Iche jeder Factor des allgemeinen Integrales zu Tiefen im Stande if. 
So gibt z. B. die Auflöfung der Gleichung: 
yl? — ax (0 
Gleichungen: 
Y-ya=0, Y+Ya=0, 
en Integrale: 
e+y—4/ 0, ,+y+4Yw= 
d, und wenn man das Product derfelben bildet, fo erhält man zum allge- 
inen Integrale der gegebenen Differenzialgleichung: 
(+7—3 Ya), +Hyt+iVar)=0, 
fen Allgemeinheit nicht vermindert wird, wenn man c, So feßt, wodurch 


die rationale Form: 
(+ y)2? — ax! 0 
nimmt. " 


Aus der Theorie der Zufammenfeßung der algebraifchen Gleichung if 
Heuchtend, daß das allgemeine Integral in allen Faͤllen in Beziehung auf 
y rational fein wird, wenn man die in den einzelnen trrationalen Factoren 
rfommenden willfürlihen Conftanten ibentificirt, und wenn bie gegebene 
ifferenzialgleichung felbft in Beziehung auf x,y,y‘ rational if. 


S. 447. In gewiffen Zällen Tann man vie Auflöfung ber gegebenen 
ifferenzialgleichung in Beziehung auf y’ auch umgehen. Wenu z. DB. die 
eränderliche y nicht darin vorkommt und fie ſich u die Form x — Sy! brin⸗ 
n läßt, fo erhält man, wenn man bie Kegel der theilweiſen Integration anf 
e Function dy = y’dx anwendet: 

y=yx— xy +C=yfy'— fiyldy' + C. 

Wenn ſich die im legten Theile diefer Gleichung angedeutete Quadratur 
gebraiſch verrichten Laßt, fo hat man blos noch y’ zwiſchen dieſer Gleihung 
id der gegebenen zu eliminiren, um das durch bie willfärliche Conſtante C 
rvollſtaͤndigte Integral zu erhalten. Auf eine ähnliche Weiſe würde man bie 


leichung y — fy' behandeln, nachdem man y! — gefeßt, d. h. nachdem man 
zur unabhängigen Veraͤnderlichen genommen hat. 


5. 448. Wenn die gegebene Differenzialgleichung von der Form y —(x,y’) 
‚ fo ergibt ſich daraus: 


Ä dx ayi 4x ° 
Diefe letzte Gleichung iſt in Beziehung auf die Veraͤnderlichen x,y' von der 
erſten Dronung, und wenn man annimmt, daß fie in hie Eategorie der Dif- 
ferenzialgleihungen gehört, welche man integriren Tann, fo braucht man nur 
y! zwifchen dem erhaltenen Integrale und der gegebenen Gleichung zu elimi⸗ 
niren, um bas Jutegral ber gegebenen Gleichung 4 zu erhalten. 
Wenn die gegebene Gleichung z. B. von der Form iſt: 

y=x9' +Yylı 

fo Hat man: 


dv’ dx 
= +r@W@y+rxyy) zZ, ober yo’ 


nid Il Erd‘ p'y’dy‘ 


‚pr __Yr 
y— gy' — y — — 
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Insbeſondere iſt die Gleichung: 
y=ıyl+ay (13) 
zu bemerken, woraus ſich durch Differenziation ergibt: 
0=(W'y+x) * (id) 


Der Gleichung (14) wird genügt, wenn man: 
dy! , 
— =, folgdid „= c 


fest, und die Subftitution diefes Werthes von y’ in bie Gleichung (13) gibt 
zum allgemeinen Jutegrale: 
yzox+ ie, (15) 
d. h. die Gleichung einer geraden Linie, welde fih auf der Ebene der xy 
verrädt, wenn man die willfürlihe Eonftante c vartiren laßt. 
Der Sleihung (14) wird auch Genüge geleiftet, wenn man 
yy' -x=0 (16) 

fest, und wenn man y’ zwiſchen den Gleichungen (13) und (16) eliminitt, 
fo erhält man eine Gleichung zwilchen x und y, welche der Gleichung (13) 
—5— „ aber nicht das allgemeine Integral derſelben iſt, weil fie keine will» 

rliche Eonftante erhält, und welche auch Feine particuläres Integral mehr if, 
weil fih aus der Gleichung (16) ein durch x ausgedrüdten Werth von y’ er- 
gibt, welcher mit den aus dem allgemeinen Integrale abgeleiteten Werthes 
y'=e unverträgli) ifl. Diefe vefultixende Gleihung zwifchen x,y iſt folglich 
ein finguläres Integral der gegebenen Differenzialgleihung ($. 164). 

Es ift zu bemerken, daß die Elimination c zwifchen der Gleichung (15) 
und ihrer Ableitung in Beziehung auf c: 
Vc—-x=0 

diefelbe Endgleihung zwiſchen x und y gibt, als die Elimination von y' 
zwifchen den Gleichungen (13) und (16), was auch der Fall fein muß, weil 
das finguläre Integral nach F. 189 die Eurve ausdrückt, welche alle die ge- 
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g ießt, d lt in der Gl 15 
ee ik man ni wenn man eichnng (15) 


Bweites Kapitel, 


ber die Integration der Differenzialgleichungen ber höhern Orbuuns 
u, und insbefoudere Aber die integration der Iinearen Differenzials 
gleichungen. 





L Bon der Erniebrigung der Drbnung ver Differenzialgleichungen. 


6. 449. Die Integration der Differenzialgleigungen einer belichigen 
cduung von der Form: 











yarı) = fyl), oder = fr", (1) 
it fi immer anf die Duabraturen unchffüfren; benn es ergibt ſich daraus: 
x= 2 4 0. | (2) 
mer iſt: - 
yed= pᷣour⸗ —_ a +C, 





Da, IE> ») 
2) — f„a—Ndr — y 07 
y =/y dx =f | FO lz fy (@) +e 3 ; 


d wenn man fo fortfährt, fo erhält man ven Berts von y als eine Func- 
u von yi durch eine Reihe von Quadraturen. Es kommt alsdann blos 
& daranf an, y zwifchen der zulegt erhaltenen Gleichung und ber Glei⸗ 
ng (2) zu eliminiren, um bas durch = + 1 willlürliche Eonflanten vervoll⸗ 
mige Integral der Gleichung (1) zu erhalten. 

o gibt z. B. die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 


di _ 


(3) 


pre y — Ste V | 
‚ wenn man y’ eliminirt, fo kommt man auf bie Gleichung eines Kreiſes: 
(<— CC)? +y—C,)=a8, (4) 
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In der That drückt die gegebene Gleihung aus, daß der Krümmungs 
halbmeſſer der ebenen Eurve, deren veränberliche Coordinaten x,y bezeichnen, 
der Eonftanten a gleich iſt. 

Wenn man die Gleihung (2) in Beziehung auf 70) auflöfen kann, unt 


man erhält: 
y» —_ flx,C), 


KD=SNKOc+L,, 
ye2) — Sdxff{x,C)dix—+—C,x+C,, 
und wenn man fo fortfährt, fo erhält man ben Werth von y als eine Func⸗ 
tion von x mit n 4 1 willfürlichen Eonftanten buch eine Reife von Dm- 
draturen 
So ergibt fiih 3. B. aus der Gleichung (3): 
x—C 





fo hat man: 


Tran 
folglich: 
(x — C)dx VaAalRIo 
+ = a? — (x—C)2-C, 
y et =F @=Cp +6, 


welches wieder auf die Gleichung (A) führt, 
$. 450. Auch die Integration jeder Differenzialgleihung von ver Form: 
yat2) = fm, oder an _ fy( 
dx? 
fann auf die Quadraturen zurüdgeführt werden; denn es folgt barans 
IN _ ekmara 
dy( Io ar 7 fy( Ydy( ), 





und wenn man integrirt: 


(n)\ 2 
1 ) — Sty@dy® conet., 
x 


2 
folglich : 
(0) — — — 
VOTE, 
dy(®) 
C. (5) 
N ea V2/YOHYO LE — — 
Alsdann iſt 


(n—1) m o)dx = nn C 
A 


und wenn man auf biefelbe Weiſe weiter fortfährt, fo erhält man ven Werh 
von y als Function von yl durch eine Reife von Duadraturen. Man hi 
alsdann blog noch 50) zwiſchen der Teßten erhaltenen Gleichung und ber Glei⸗ 
chung (5) zu climiniren, und die reſultirende Gleichung iſt das geſuchte al 
gemeine integral. 

Wenn fi) die Gleichung (5) auf die Form: 


"=flx,C,C,) 
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ugen laßt, fo erhält man den Werth von y als Function von x mit ber 
: Allgemeinheit des Integrales erforderlichen Anzahl willfürlicher Conſtanten, 
e vorhin, unmittelbar durch fucceffive Quadraturen. 
Das vollſtaͤndige Integral der Gleichung: 
d2 
yı_fy, ober 7 
ehe in der Mechanik oft vorkommt, iſt: 


dy 
x 1 — — C 
7% TEE “ 
o die Veraͤnderliche x in dieſer Formel gewöhnlidh die Zeit bezeichnet. 


6.451. Die Orbnung der Differenzialgleihungen, welche nur eine ein- 
ge wrfprünglicde Beränderlihe enthalten, laͤßt fich wenigftens um eine Ein- 
eit erniebrigen. Diefer Sab ift für alle die Differenzialaleichungen für fi 
ar, welche nur die unabhängige Beränberlihe und bie Ableitungen der Func⸗ 
on enthalten, oder welde die Form: 
F(x,y®), yatn, ... ya 1”)) 20 (6) 

aben, weil dieſe Gleichung, welche in Deniehung auf die Veraͤnderlichen x,y 
on der m — win Ordnung iſt, nur noch von ber vie Ordnung if, wenn 
an x,y(® zu ben urfprüngtihen Veraͤnderlichen nimmt. 

Wenn die Function y flatt der unabhängigen Veraͤnderlichen x in der ge 
ebenen Differenzialgleichung vorkaͤne, fo koͤnnte man vie unabhängige Ver⸗ 
nderliche vertaufen ($. 134 und folg.) und die Ordnung der transformirten 
Heihung würde wenigftens um eine Einheit niebriger fein. 

Nachdem man das Jutegral der Gleichung (6) erhalten Hat, indem x,y(” 

a den urſprünglichen Beränderlichen genommen wurden, IdPt man die In⸗ 
gralgleichung in Beziehung auf x oder y auf, und wenn man das eine 
der das andere der bereits angegebenen Verfahren anwendet; fo erhält man 
m Werth von y als Function von x mit a 4» willlürlihen Conſtanten 
uch eine Reihe von Quadraturen. 


6. 452. Wenn die zu integrivende ©leichung von ber Form: 
yafx, ober = fx 
ſt, fo erhält man, wenn man nmal Hinter einander in Beziehung auf x in- 
tgrirt, und ber Kürze wegen SD flatt /f, S® ſtatt Z//, x. feßt: 
yzfOlzdı = fdxfdx,...Sixdx + COX C22+,,, 
... + C,.,x+ C..ı. 


her vermittelfl der theilweifen Integration kaun man das vielfache Integral 
n-Ießten Theile der vorhergehenden Gleichung durch eine Reihe einfacher 
ntegrale erſetzen; denn wenn man zuerſt die Eonftanten hinwegläßt, fo hat 
an; 


Miſfxdx: = fdxffzdx—xffzds — fx xdx, 
SOkdx? = SdxfOxdx? — (xdxffxdx — Sdxffx, xdx, 
Sxdxfisdx = ix? ffxdx — I fix. x2dx, 
Sixfix-xdx—=xffx-xdx — fix x2dx, 
glich: 


—— 


Old! = 5 (z2 fixdx — Zu fix xdx + fixe xtde), 


Eben fo fände man: 
SOlxdx* 


=7 e 5 a’ Sixdr — 3x2 (ix xdx + 3x fix x?dx — [fx +x’de), 


worans durch Juduction folgt: 


1 
fxdı = — — — —— | 11-1 
S * 1 .2.3..(0—1) [ 


EN year. dire aiän], 


ober ſymbokiſch ansgebrädt : Kor 
. — (x — Sixdx 
JMzda! — 1 .2. 1.2.3...(a—1)' 
wenn nach ber Entwidelung vie Potenzen von & unter das Zeichen / geſe 
werben, und man alsbann & mit x vertauſcht. 

Dan beweißt biefe Formel wie die Binominlformel und wie alle aͤh 
chen Sormeln, indem man darthut, baf fie, a für einen beluzk 
Werte von n richtig iſt, auch für ben folgenden Ber 
fücdichen u wwieber der — — he wegen ai —* ang 
wandte fombolifhe Bezeihnung beibehalten: 


—— Erdx J | 
33) en +6,27 +...+-0ı + cH, 





Bl a ortrexdz 








IL Bon den integrirenden Factoren ver Differenzialgleihangen ver höhern Ordnunge 


$. 453. Dan kann ſich immer vorftellen, daß eine Differenzialgleigu 

der nien Ordnung auf die Zorn: 

x, y,y1,J9,... A) 0 (7, 
gebracht ift, und wenn man andererfeitg dureh : 

xy ED) —C 
die Differenzialgleifung der (n — 4m Ordnung, woraus bie gegebene —* 
leitet iſt, darſtellt, indem C die willkürliche Conſtante bezeichnet, welche 
bem Uebergange von der Gleihung (8) zu ber Gleichung (7) verſchwiude 
" en man ve Oifeeniaton- : 


dw | 
+ rt Fre + + zen” =0 (9 
er: 
do do du 
7 7 G-)i.____ — | 
F + dy 14 +.+-— ei y( n]: 60 +39 =0. (10 


Die Gleichungen (7) und (10) müffen nad ver Borausfegung ibentil 
— folglich umgekehrt, wenn man bie Gleichung (7) daurch einen gemifl 
acto 


_ 


do 
"en 


‚, welcher, wie die Function ch ſelbſt, nur von ben 
‚yeD abhängen kann; fo macht man die gegebene Gleichung mit 
ung (9) identiſch, d. h. man macht den erflen Theil der gegebenen 
Igleihung zu einem genauen Differenziale. Uebrigens iſt einleuch- 
nicht blos der Factor u, fondern auch alle die unendlich vielen in 
[ uflw), wo f eine beliebige Yunction bezeichnet, enthaltenen Fac- 
Sigenfchaft befiten, ben erften Theil der Gleichung (7) zu einem 
ifferenziale zu machen. 
ie gegebene Differenzialgleihung von der nien Drbnung iſt, fo ge- 
a erſte Integrale von der Ordnung n—1 (6. 164), und es fer: 
(X yo  yED,yD)—C, 
8 diefer erften Integrale, fo wird die gegebene Differenziafgleichung 
ben Grunde, wie vorhin, zu einem genauen Differenziale gemacht, 
fie durch den Factor: 


_ dw, 
Ki — dy@-1) 
‚, Oder allgemeiner durch einen der unendlich vielen Factoren, welche 
mel 1.,f,(w,) enthalten find, wo f, eine andere willkuͤrliche Func⸗ 
‚net. 


neiner, wenn man durch D(w,w,) eine beliebige Function ver bei- 
n w, cw, bezeichnet, fo haben alle in der Formel: 


dO (w,w,) dO (u, w,) 


da dd ww), do, dO (w,w,) 

dye=D dw dy -i) dw, 
Faectoren die Eigenfhaft, daß fie den erſten Theil ber gegebenen 
fgleihung zu einem genauen Differenziale machen, weil dieſer erfte. 
ann das Differenzial der Function D(w, w,) wird. 
ı man alfo endlich dur: 

o=C, w‚=C,, 0, —=0,,. el 

n Integrale der gegebenen Differenzialgleihung, und durch O eine 
junchion der Größen w, ©, ,@z7... nr bezeichnet; fo find bie 
welche den erften Theil der gegebenen Differenzialgleihung zu einem 
Yifferenziale machen Tonnen, ın der allgemeinen Gleichung: 
5 2 2. 2 |, , 4 demı . KL 
y(a dw  dyD dw, dyl-1) do 





4. Wir wollen diefes auf die Gleichung der zweiten Ordnung: 
_ 


y— —2* 


x 


welche fih, je nachdem man fie durch x multiplicirt ober dividirt, 
e Gleichungen: 


— y” y‘ _ 
y"— yY!=0, on 0 
verwandelt, deren erfte Theile reſp. die genauen Differenziale der Functionen: 
_ 
w=xy' —2y, wu, (11) 


find, | 
Die Integrale der erften Ordnung der gegebenen Differenzialgleichung fin: 
xy’ — 2,)=C, I=c, 


und das Integral der zweiten Ordnung, welches ſich aus der Elimination der 
Zunction y’ zwifchen ven beiden Integralen der erften Orbnung ergibt, if: 
Cx? — 2) =C., 

In diefem Falle werden die Factoren, welche die Eigenfhaft befigen, den 
erften Theil der gegebenen Gleichung zu einem genauen Differenziale zu machen, 
durch die Formel: 

ER dP(w,w,) + t dP(w,w,) 
dw x dw, 
außgedrüdt, wo die Zufammenfehung der Functionen w, w, durch die Glei⸗ 
Hungen (11) gegeben wird, und die Function D willtürlich bleibt. 


IL. Bon den linearen Differenzialgleichungen einer beliebigen Drbnung. 


$. 455. Unter einer linearen Differenzialgleihung verfleht man ein 
ſolche, welche weder höhern Potenzen als die erfte, noch Probucte der Zum 
tion und ihrer Ableitungen der verfäiedenen Orbnungen enthält, und welde 
folglich von der Form: 

ya LP LI +... +Uy=V. (a) 
ift, indem P,Q,....U,V Functionen ver unabhängigen Veränberlichen x allein 
bezeichnen. Allgemein, wenn die Gleichung: — 
Dix, yı y', JO = 0 

das Geſetz einer Erfiheinung genau ausdrüdt, und wenn außerdem die Größer 
yyıy',...y9 nah der Natur diefer Erfheinung immer fehr Flein bleiber 
müflen, fo daß man die Producte und die höhern Potenzen diefer Größer 
vernachläfligen kann; fo verwandelt fi die Function D in eine lineare June: 
tion derfelben veränderlichen Größen, und die Gleichung ver Aufgabe wir! 
eine lineare Differenzialgleihung. Die Theorie der Integration der Glei 
dungen diefer Art muß aljo untere Aufmerkſamkeit befonders auf ſich ziehen 
und zwar nicht blos wegen der fehr merkwürdigen analytifchen Nefultate, au 
welde man fommt, fondern auch wegen der Wichtigfeit der Anwendungen. 

Wir wollen daher zunächft annehmen, daß der zweite Theil der Gleichung 
(a) Null fei, oder dag man die Gleichung: 

ya) + Pye-D LQxe9 +-,,.+U,=0 (b) 

zu integriren habe, fo befteht die charakteriftiihe Eigenfchaft einer Differen- 
zialgleichung dieſer Form darin, daß, wenn verſchiedene befondere Wertbe 
Ya u 35... von y als Functionen von x berfelben Genüge leiften, au 


die Summe biefer refp. mit den willfürlihen Conftanten C,, C,, C,, x. 
multiplicirten Wertbe, d. h.: 
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Gyr, +41 + 
verfelben genügen. Die Form der Rechnung, worauf biefer Sat beruht, folgt 
fo unmittelbar aus der Form ber Gleichung (b) felbft, daß fie blos ange- 
deutet zu werben braucht. 
Wenn man aljo n befondere und verſchiedene Werthe J,,yar Ysr-+ «Ja 
lennt, welche der Gleichung (b) genügen, fo iſt das allgemeine Integral dere 


felben : 

y‚=0,y1,+40y1 +0 ++..+GJ3 
denn dieſer Werth von y genügt ber gegebenen ——— —— und 
wegen der darin vorkommenden n verſchiedenen willkuͤrlichen Conſtanten hat 
derſelbe alle Allgemeinheit, welche ein ſolches Integral nur geſtattet. 


$. 456. Nun gibt es aber einen Fall, wo man leicht n beſondere Werthe 

von y findet, welche der Gleihung (b) genügen können, und diefes ift der 

Fall, wo ſich alle die Eoefficienten P,Q,... U auf Conflanten reduciren; 

denn wenn man ve" fett, fo iſt für jeden Werth von i, yÜ — mie, 

4 daß die Subflitution diefes Werthes von y in vie Gleichung (b) das Re⸗ 

tat: 

eo (m? 4 Pm-! - Qm?—-... +-N)=0 

sibt, uud alsdann Ieiftet die Function y— oe offenbar der Gleichung (b) 

Genüge, wofern ver der Zahl m beigelegte Werth eine der Wurzeln ver 

Zahlengleichung: 

m?" + Pnm-1-Qm?+..+U=0, (m) 

if. Wenn man alfo die n Wurzeln diefer Gleihung mit m, ,m,,m,,...m, 

—* liche Conſtanten bezeichnet, fo iſt das allgemeine Integral der Glei— 

(b): 
J=Cmn Hr Home... Gen. Co 


$. 457. Che wir weiter geben, wird e8 gut fein, zu zeigen, weswegen 
ver eben betrachtete, anfcheinend fo partieuläre Fall in den Anwendungen 
nichtsdeſtoweniger eine ſolche Wichtigkeit hat, daß ex beſonders unterfucht zu 
- erden verbient. 

Zuvörberft iſt Har, daß dieſer Fall den mit in ſich begreift, wo ber 
zweite Theil der Gleichung (b), flatt Null zu fein, irgend eine Zahl V if, 


: Men man braucht blos y — 7 +7 zu feten, um den zweiten Theil ber trans⸗ 


fermirten Gleichung mit 7 auf Null zu reduciren. 

Kerner wollen wir bemerken, daß in den meiften Anwendungen der Ana- 
Is auf die Phyſik die Zeit Die hier mit x bezeichnete unabhängige veränder- 
Ihe Größe iſt, und daß diefe Veraͤnderliche gewöhnlich nur durch ihre Dif⸗ 
ferenziale in den Gleihungen der Aufgaben vorkommt. Wenn es fih 3. B. 
am eine mechanifche Aufgabe handelt, jo ändern fich die auf ein materielles 
Syſtem wirkenden Kräfte gewöhnlich nur mit den gegenfeitigen Entfernungen 
der Theile des Syſtemes, find zu einer beliebigen Zeit entwidelte Functionen 
dieſer Entfernungen und hängen von der feit dem zum Anfangspunkte genom- 
menen Augenblide verfloſſenen Zeit implicite ab. 


$. 458. Wenn alle Wurzeln der Gleichung (m) reell und ungleich find, 
- {läßt fi Teicht darthun, daß die willfürlichen Eanftanten C,,C,, C,,...Cn 
immer vermittelft der x — O entfprechenden anfänglichen Werthe: 
Cournot, Theorie der Zunctionen ꝛc. 30 
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Yory’or "or +» ve), (0) 
unmerifch beſtimmt werben konnen. Es fei z. B. a = 3, fo hat man: 
„-=6,+0,+06 . 
yv=m,C+m,C0,+m6, 
„=m0,+m0,+u,6,, 
woraus folgt: | 
C. — "ansT!o — (m, + m,)y, +7”, 
" (m, —m,)(m, — m,) 
c. — so 7 (m, +m,)y‘, +7" 
u (m, —m,)(m, —m,) 
c. - "ıTıJo — (m, +m,)y', ty" . 
’ (m, —mn,)(m, —ım,) 
Aus der Symmelrie diefee Formeln erhellet das Bildungsgeſetz ber Ausdrüde 
Au Genüge, welde man erhalten würbe, wenn wan vermittelft ber anfüng 
ihen Werthe der Function umd ihrer Ableitungen eine größere Anzahl wi 
ae Eonſtant nd — u Huf abe wüßte, daß die ya 
; —2 * 


ohne Ende mit x wachſen kann, ſo man die willkürlichen 
welche ven poſitiven Wurzeln m; der Gleichung (m) entſprechen, no 9 
—0 ſetzen. Alsdann können die anfänglichen Werthe (0) nicht | 
Lürlich gegeben werben, fonbern es müffen zwifchen ihnen fo viele Bebingunge 
leichungen flattfinden, als die Gleichung (m) pofitive Wurzeln Hat. 

eductionsart der Anzahl der willfürlihen Conſtanten nach den Betrachtungen 
der Form der Functionen, unabhängig von den Zahlenwerthen ihrer Parameter, 
verbient bemerkt zu werden; denn Betrachtungen derfelben Art fommen Häufig 
bei den Anwendungen der Aualyfis auf phyfifalifche Aufgaben vor. 


6. 459. Wenn die Gleichung (m) imaginäre ein hätte, fo würbes 
fi die Imaginär geworbene Erponentialgrößen paarweile vereinigen, und m 
Sinus oder Coſinus reeller Bogen verwandelt. Wenn z. B. durch atBV — 
zwei zufammengehörige imaginäre Wurzeln der Gleichung (m) bezeichnet wer 
den, fo verwandeln fich die Erponentialgliever, welche durch diefe Wurzeln ia 
das allgemeine Integral eingeführt werven, nämlich): 
C,etetrN + C,exte-Pr-T) 
in: 
oil eferir C,e-Pr-i) 
= e®s[(C, + C,)cos. Bx-+(C, —C,)V —1 + sin. x] 
und nehmen zuletzt die Korm an: 
e**(M cos. ßx-}-N sin. ßx), 
ben man zwifhen den unbeſtimmten Eonftanten C,,C,,M, N die beiden Re 
nen: 


C+G,=NM, (6,—C,)Y—ıi=N 
aufſtellt. Man Tann diefen Ausdruck auch noch vereinfarhen, wenn man | 


M=zAco.s, N=—Asins 


fest, welches gibt: 
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e"s(M cos. dx --N sin. Px) = Ae0: cos, (fx + &), 

alsdann A,e zwei willkürliche Eonflanten find. 

Wenn der reelle Theil x des betrachteten Paares imaginärer Wurzeln 
tio iſt, ſo nimmt ber Factor e"= für zunehmende Weethe von x ohne 
e ab, während der Factor A cos. (Bx Fe) zwifhen ven Werthen — A 
+ A periodifhe Schwankungen macht, und die aus dem Producte diefer 
en Factoren beftehende Function bietet folglich periodiſche Schwankungen 
deren Amplitude für zunehmende Werthe von x ſchnell abnimmt. Wenn 
gen « pofitiv wäre, fo würde die Amplitude der Schwankungen der Func- 
ſehr fchnell und über jede Grenze hinaus zunehmen, was offenbar mit 
Geſetze jeder Naturerfheinung unverträglich ift, und ein ſolcher Fall würde 
ich nur in der reinen Abftraction vorkommen können. 

Wenn die Oleihung (in) nur imaginäre Wurzeln hat, deren reelle Theile 
hwinden, fo if ber vollfländige Werth von y eine Reihe von Gliedern 


der Form: 

A cos. (fx + &). 672) 
fen wir und y als die mit x beränberlihe Größe, deren mittlerer Werth 
dßer oder Fleiner iſt, als eine andere Größe, welche die Aftronomen vie 
leichheit von y der Kürze wegen nennen, fo ift diefe Ungleichheit bie 
nme mehrerer periodiſcher Ungleichheiten, wovon jede durch ein Glieb von 
Korm (7) ausgebrüdt wird. 

Die & A wird ber Evefficient der Ungleichheit genannt, be⸗ 
ıt die Amplitude derfelben und ift, wie die Eonitante e, von den an⸗ 
lichen Werthen der Function und ihrer Ableitungen abhängig. Die Zahl 
ſtimmt die Ausdehnung ber Periode, weil die Ungleichheit für Werthe 


x, beren Unterfihied — 7 if, wieder dieſelben Werthe annimmt, und 


Groͤße 4 wird durch die Differenzialgleiching unabhängig von den an⸗ 
schen Werthen der Function und ihrer Ableitungen gegeben. Alle dieſe 
schtungen kommen bei periobifchen Erſcheinungen häufig zur Anwendung. 
$. 460. Wenn einige Wurzeln ber Gleichung, (m) einander gleich wer⸗ 
fo iſt die vorhergehende Analyfe unzuläflig. Es fei z. B. m, =m,, fo 
nigen ſich vie beiden Glieder C, eri | C,e”s* in ein einziges 
+ C,)e®ı2, und der Eoefficient C,—+-C, iſt nur noch fo gut, wie eine 
ge willkürliche Conftante (F. 164), ſodaß Bas integral (c) nicht mehr 
rforberlihe Allgemeinheit hat. Wenn wir in viefem Kalle 

y, = e"ı*(A, 4-B,x) (12) 
‚, To gibt die Subflitution dieſes Werthes in die Gleichung (b): 
emı:(A,. -—-B,x)(m,’— Pn,1+-Qn,"?+...+Tm, +U) 
B, eo": {om "1 + (na — 1)Pn 7 -- oa — 2)Qn, + .+T7T]=0 
Der Factor: 

m,+Pm,11Qn,"?+...+Tn,+U 
windet, weil m, Wurzel der Gleihung (m) if, und das Polynom, wo⸗ 
I o=ı= multiplicirt ift, verfchiwindet auch, weil m, nad der Borausfegung 
ppelte Wurzel der Gleichung (m) und folglich auch eine Wurzel der 
siteten Gleichung: 
nm®-1L (n— 1) Pm?? + (a — 2) Qu? +...+ T=0 

Wenn allo m,,...ım, wieder die einfachen Wurzeln der Gleichung (m) 
men, und man ſetzt: 298 


—— 


‚= emıX (A, + B,x)-HC,o"s2-1- ..o 1-C,0"%%, 
fo wird der Gleihung (b) genügt, deren allgemeines Integral man au 
Weiſe erhält, weil die n Conſtanten A,,B,,C,,...C. unter fih in 
bei find. 
Eben fo würde man finden, daß man in dem Halle drei gleicher Q 

das Trinom: 

C,erız + C,o"32--. C ‚0732 
durch: 

enı(A, B,x C, x2) 
erſetzen muß, u. ſ. f. 


Die Form, welche das allgemeine Integral in dem Falle annimm 
die Gleichung (m) gleiche Wurzeln hat, ergibt ſich auch aus folgender Rei 
Statt ımmittelbar m, = m, zu feßen, wollen wir zuoörberfi m, —u 
feben,, welches 
C,er1:—- C,e"3° — emiz(C, + C,e®) 


ex  eE?x?2 e3x3 
= x C C — — — . 
tits tigt 
gibt, indem für eet die immer convergicende Reihenentwidelung gefeht i 
ift erlaubt, dieſen Ausdruck dadurch auf eine andere Form zu bringen 
man die willfürlihen Eonftanten verändert, und zu dem Zwede C, + C,: 
C,e=B, fest. Auf diefe Weife verwandelt fi) der vorhergehende 
drud in: 
£x? " 82x3 
* fa. +Bx4+B,(—+ 53 +.)| , 
und wenn man nun 20 feht, fo rebucirt er fih auf den zweiten Th 
Gleichung (12). | 
Da in dem Falle, wo bie beiven Wurzeln m,, m,, einander gleid 
den, das Zrinom (13) durd: 
ent(A,—-B,x) + C,ors: 
erfeßt ift, fo Tann man m, —m, +. fegen, woburd der vorherg 
Ausdrud in folgenden verwandelt wırd: 


enız(A, - B, x + C,e®) 
Ex E?x2 E3x3 
= e"ı [A B C — + — + — .M. 
AFBRRSUFT tg tig at 
Auch kann man die Eonftanten verändern, indem man 
A,+Ct,=D,, B, +C,;.=E, 10,°?=F, 
jest, fo daß fih der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung in: 
enı! [D; —+E,x--F,x+F, — + e.)| 
verwandelt und fih für e=0 auf: 
e"1:(D, F, x 4 F, x2) 
reducirt. Dieſelbe Methode iſt offenbar auch auf den Fall einer beli 
Anzahl gleicher Wurzeln anwendbar. Es iſt zweckmäßig, dieſe Metht 


kennen, welche die Analyſten in aͤhnlichen und complicirtern Fällen oft 
wandt haben, obgleich fie einigen Schwierigkeiten unterliegt, welche verfi 
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2, wenn man die bem allgemeinen Integrale in der Vorausſetzung, wo bie 
Keihung (m) gleihe Wurzeln befommt, gegebene Form direct vechtfertigt, 
ie wir ed zuvor gethan haben. 


6. 461. Die Gleihung (b) laͤßt fi felten integriren, wenn die Coef⸗ 
ienten Functionen von x find, Betrachtet man 3. B. die Differenzialglei- 
wug der zweiten Ordnung: Ä 


y“+-Py'+Qy,=0, 


J = efıd ' (d) 


d feßt: 
verwandelt fie fich in: 
NT +Ps+Q-0, 


ıd wenn fih dieſe Gleichung der erflen Ordnung zwifchen = und x dur 
rennung der Veränderlihen, oder auf andere Weile integriren läßt, fo er- 
ilt man den Werth von y ald Function von x durch die Duadraturen, 
Oigemein, wenn man in die Gleichung (b) den durch die Gleihung (d) ge⸗ 
Ebenen Werth von y als Function von = fubftituirt, fo ift die transformirte 
Neihung mit = und x nur noch von der (n — 1)!" Ordnung, aber Feine 
neare Gleichung mehr. 
Die linearen Differenzialgleihungen von der Form: 
(a + bx)?y@ + Pla + bx)r-1ye-D 4 Qla + bay 209... 
...+Ta+b)+U=0, (e) 

o P,Q,...T,U wieder conftante Evefficienten bezeichnen, werben integrirt, 


enn man y=(a + bx)” fest, fo daß man zur Beflimmung von m bie al⸗ 
braiſche Gleichung des mien Grades: 


mm)... (a-n+)+ 7 mm—1)...(m—n+2) 


Tn U 
+ ma—1)...m—n+3)+4 tot =0 


rt, und wenn man die n Wurzeln dieſer Gleichung mit m,,m,,...m, und 
it C,,C,,...C, willfürlihe Conftanten bezeichnet, fo iſt das allgemeine 
ntegral der Gleichung (e): 


y=C,(a + bxyi -C,(a + br)” +...+C.(a+ bx)”%, 


elches folglich transcendent ift, wofern die Gleichung mit m nicht lauter 
ıtionale Wurzeln hat. \ 


6. 462. Wenn man einen particulären Werth y, könnte, welder ver 
zleichung (b) zu genügen vermag, fo könnte man die Ordnung der Glei⸗ 
rung (b), und ſelbſt die der Gleichung (a) um eine Einheit erniebrigen, zu 
elchem Zwede man nur 

| y=y,S:dx | . © 
u feßen braucht, wo =, wie oben, eine neue Beränberlicde, die eine Function 
on x ift, bezeichnet. In biefer Beziehung wollen wir bemerken, daß man, 
* u, ige Zunctionen berfelben unabhängigen veränderlichen Größe be- 
ihnen ı dat: F 
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d+ur—udr + du 
de -ur—ud2a + 2dade + rd2u 









E ae +... 







... 4 7 edrd-ta + din, 


und vermöge biefer Formeln gibt die Subſtitution des Werthes von y in be 
Gleichung (a): 
ad + art, + By)” 


+ tan Han er. 


toP+ PET + QER +... +Uy,)fadı=V, 
Nun ift aber der Coefficient von Szdx in diefer Gleichung nach ber ü 
fegung = 0, weil y, ein particuläres Integral der Gleichung (b) if, m 
wenn man biefe Gleihung durch y,, welches eine befannte Function von x 
diovibirt; fo wird fie folglich auch die Form: 


20) 4 P, 2-2 4 q a9 +... +Ts= = N (@) 
1 


zurüdgeführt, indem P,,Q@,,... T, wie P,Q,...T bekannte Functiouen we 
x find, und die Orbnung der Steigung ¶) ift um eine Einheit erniebrigt. 
Wenn man nit die Gleichung (a), fondern die Gfeihung (b) integmm 
wi, fo hat man flatt der letzten erhaltenen Gleichung folgende: 
ED LPZEDLQEM +... +Ta=0. ®) 
Wenn man in biefer Vorausſetzung einen zweiten particulären Werth y fennit; 
welcher der Gleichung (b) genügte, fo müßte einer der aus der Gleigun 
(b,) gezogenen Werthe von = ver Gleihung (f), nachdem darin y, für y ge 
fegt ift, genügen, und wenn man biejen particulären Werth von = mits, 
bezeichnete, fo Hätte man folglich: | 
Ja | 
4 
3) 
dı ° 
Wenn man alfo zwei particuläre Integrale der Gleichung (b) kennt, fo fest. 
man dadurch ein particuläres Integral der Gleichung (b,), und foiglich wit 
die Ordnung der Gleichung (b,) durch die Transformation == z, fudı m 
eine Einheit erniedrigt, Da fi diefe Schlüffe allmalig weiter fortfegen Iaflın 
fo folgt, daß, wenn man m particuläre Integrale der Gleichung (b) ke 
die allgemeine Integration diefer Gleichung, und ſelbſt die der Gleichung (a) 
auf die Integration einer Differenzialgleihung von der Drbnung n —ım pr 
rüdgeführt ift, fo daß man, wenn dieſe integrirt wird, das allgemeine KR. 
jral der Gleichung (a) durch einfache Duadraturen erhält. iefes fchöse 
heorem verbanft man Tagrange; allein ber vorhin gegebene Beweis dei 
felben, gewährt, wie Libri in einer fehr intereflanten Abhandlung *) g 
hat, den Vortheil, die zwiſchen ber Theorie ber algebraifchen Gleichuuge 


®) Exelle’s Journal ver Math. Sp. 10. 








y„=yılıd, ber z,= 
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der der Integration ber linearen Differenzialgleihungen flattfindenden Analo⸗ 
gien in das hellſte Licht zu ſetzen. 

F. 463. Wenn die Coefficienten P,Q@,... U der Gleichung (a) conflante 
Zahlen find, indem das Iette Glied V allein eine Function von x ift, fo 
Eennt man n particuläre Integrale der Gleichung (b): 

y; = e®1*, J2 Zeo®"1%, ... Yn = e"h*, 
wo m,,m,,...m, wieder die Wurzeln der Gleihung (m) bezeichnen. Die 
ar Integration ver Gleichung (a) iſt alfo auf die Duadraturen zurück⸗ 
gerührt. 

Es fei 3. B. die Iineare Differenzialgleichung ber zweiten Ordnung: 9 

y’+PyY+Q=V 
gegeben, wo P,Q@ conftante Zahlen bezeichnen, fo find m,,m, die Wurzeln 
ber Zahlengleihung: | 
m2+-Pnm +Q=0, (eg) 
und man bat: 
| „zer, „zen: 
Best man: 
y=y,Szdx = e"1%/zdx, 
fo iſt die transformirte Gleichung mit z, wegen P==— (m, + m,), folgenbe: 
z’+ (2m, +P)= = Vet, oder 2 —(m, —m,)z = Veit, 


Best man außerdem: 
d %:) 
I; 





zz, [udis— Sudx= (m, — m, Je" - mi)x fudx, 





dx 
ho gibt die transformirte Oleichung mit u: 
Vems 
um ‚ 
m,—m, 


woraus folgt: | 
2 elas - mi)x (Vo-nstdx 
yz e®»1 x/dx[jo(@s — ms (Ve-"s: dx], 
per, wenn man theilweife integrirt: | 
— ers“/ Ve mıxdgx—enı!/ Ve- Pixdx ch) 
m, — m, 
wo jedes ber beiden unbeftimmten Integrale, als eine willfürliche Conſtante 


enthaltend, betrachtet wird. 
Wenn m,,m, zwei conjugirte imaginäre Wurzeln find, von ber Form 


e + EV — 1, fo verwandelt fi der vorhergehende Ausdruck in: 


„= 7 (sin. Ax/ Ve: cos, BR + dx — cos. Bxſ Ve-s sin. fx + dx), 
Wenn endlich m, = m, wäre, fo erfihiene der zweite Theil ber Olei- 
ng (h) unter der Form 25 aber wenn man in Beziehung anf den Para» 
meter m, vom Zähler und Nenner die Ableitungen nimmt, und dann m, —m, 
ſegt, fo findet man für dieſen Fall: 
yzerıtzfVerrtdge— [Verrugde), 


— 
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$. 464. ‚Bir Fönnen biefen Gegenfland nicht verlaffen, ohne die Me 
thode anzugeben, welche man gewöhnlich zum Beweife bes Lehrſatzes im 
8. ae „anwendet, dwerſ 
ir wollen zuvi annehmen, man Tenne n particaläre Jutegrale 
Gleichung (b), qe daß das allgemeine Integral diefer Gleichung: 
eu +Gn +Gn +... +7 [0) 
iſt; fo behaupten wir, daß biefer Werth von y aud für das allgemeine J 
tegral der Gleichung (a) genommen werben kann, wenn man bie Factoren 
C,,C,...C, nicht als Eonftanten, ſondern als Functionen von x betrachtet, 
welche gehörig beftimmt werben müffen. 
Denn in biefer Borausfegung hat man: 
von, Hay, +6, +... tar 
+7,06, +10, +70, +... 4120 
wo CH, die Ableitung von C; in Beziehung auf x bezeichnet, und wenn bie 
Zunctionen C; der Öleihung: . 
1,6, +, 413%, 4... +n0,=0 
genügen müffen, fo bleibt: 
rat, +1, +61 tet 
wie in dem Zalle, wo die Factoren C, Eonflanten find. Aus biefer Tepten 
Gleichung ergibt fi: 
v=63,403%, +0,77, +... 407% 
α 28 DC OPEL 2e SAL PR P... > 277 


=, +63, +6 +46 
wenn bie Ableitungen C', der Bedingungsgleihung: 
7,0, +7,60, 47,0, 4... +40, =0 
genügen möäffen. . 
Fahrt man auf dieſe Weife fort, fo findet man, baf ber durch die Olc- 
Yung Ci) gegebene Werth von y, welcher nad ver Borausfegung der Glei- 
ung (b) genügt, au der Gieichung (a) Genüge leiſtet, wofern die A 
Teitungen C'; dem Syſteme von Bebingungsgleihungen: 
1%, 41.0, 41 EC, 4..4yn 40 
y,e,+y,0,41,0,4..+,04=0 
7,0, 437,0, 431,0, 4.437, C.=0 
DE 4 DO + TE P.. DL =V 
genügen. 
Aus diefen n Gleichungen ergibt ſich nun der Werth jeder Unbefamnir 
C; als eine gewiffe Function wıx, und folglich gibt eine einfache Quadrate: 
G=fwrdtear 
wo c; eine nene willfürliche Conftante bezeichnet. Man erhält alfo auf bier 
Beife durch einfache Duadraturen dns allgemeine Integral der Gleichung 
mit den m willfürlichen Conftanten, welche es geftattet, rn} 
Bir wollen nun annehmen, daß man nur n— 1 particuläre Integral 
der Gleichung (G) kenne, und der Einfachheit der Darftellung wegen flatt da 
Gleichungen (=) und (b) die Differenziafgleichungen der vierten Orbmung: 


ober blos: 
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y+Py+Qy"+Ty +Uy=V (14) 

HP -Qy" ++ Uy=0 
en, wo Y,ıY2,y, drei befannte Functionen von x bezeichnen, welche ber 
a Steigung genügen, Soll die Function: ' 

y=Cy +61 +09 (15) 
Bleihung (14) genügen, fo fann man zwiſchen den unbelannten Factoren 
3,10, noch die beiden Bedingungsgleichungen: 
1,,4,%,+7,0,=0) ds) 
y,C, +36, + 31,0, =0% 

len, vermöge welcher bie Werte von y’,y“ biefelbe Form behalten, 
wenn die Factoren C,,C,,C, conftant wären; aber die Werte von 
pr" enthalten die erften und zweiten Ableitungen berfelben Factoren, und 
: die Function (15) der Gleichung (14) genügt, müffen bie Factoren 
331€; nod der britten Bedingungsgleihung: 
C,(2y, + PyH,) + 0/,(2yl, + Pyt,) + Cl,(2ylu, + Py4,) 

+, + yt, Hy, =V an 
ige leiften. Aus den Gleichungen (16) und ifren Differenzialgleigungen 
man die Werte von C/,,C',,CH,,CH, als Functionen von C’, CH, 
mb fubftituirt ſie in die ©leiung (17), weiche in Beyiefung auf C,,x 
der zweiten, ober in Beziehung auf C’,,x von ber erften Drbnung wird, 
diefe Gleichung integeirt, fo erhält man ven Werth von C, als Zunc- 
von x, und folglich die von C,,C, vermittelft einfacher Quadraturen als 
tionen von x. Durch die vier Infegrationen ober Dnabraturen find vier 
Bi — eingeführt, fo daß das Integral (15) alle erforderliche 
meinpeit hat. 
Berfolgt man ganz denfelben Weg, fo kaun man allgemein darthun, daß 
Integration der Gleihung (a) nur von der Integration einer Gleichung 
a— m)!" Ordnung, und von m auf einander folgenden Duabraturen 
igt, wenn man m partieuläre Integrale der Gleihung (b) kennt. 


Drittes Kapitel. 


r die integration der Differenzialgleichungen durch Neihen und 
durch beftinmte Integrale. 


$. 465. Im Allgemeinen Tann man eine Function nad dem Maclan« 
hen Lehrfage in eine nad den genen Potenzen der unabhängigen ver- 
lichen Groͤße georbnete Reihe entwideln, wenn man zwifhen der unab- 
gen Beränderlichen und der Function eine Differenzialgleihungen von einer 
gen Drbnung hat. Denn es fei: 
MErayyyt ed) 

Differenzialgleigung, fo ergeben fi barans darch neue Differenziationen 
Berihe von yetn, yem und im Allgemeinen -Me- der Abieuunges won 
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einer beliebigen hoͤhern, der Drbnung als Functionen m 
yylytr. iu yon, —X u ie Maclaãr inſche Formel: 


ent ar" at 


—— ar — 


ꝛc. 

wo Yorylorie. die XM 0 eniſprechenden Werthe von y, y’,2c. bezeichnen. 
Wenn man alfo in dem ans der gegebenen Diferentrsleikung amd ihren 
fucceffisen Ableitungen abgeleiteten Ausdrücken von y@), ya), ic, x=0, 
Y=Yyy'—y'or2. fegt, fo fan man alle Evefficienten der Reihe als Fame 
tionen der n früßere Eoefficienten YorY'or J." beftimmen, wo aber bie I 
tere —— bleiben und dem Ausbrude von y alle Allgemeinheit ertheilen 
welche er num geftattet. Cine folde Reihe * zur Berechnung ber Zahlen 
va von y fir alle Werte von x, für welche die Reihe convergent wirt, 


N ie z. B. bie 2 ’ 
un an u Ne Differenlalgleigung e +2), fo 


B 


0ö— 9371” et“ 


Die gi D denen, welt ar 
endlicher — rahel fen, m — die v 3 Reiſe 
auch zu denjenigen, welche ſummirt werben — In der kann mar 
den Ausbrug von y anf bie Form: 


x. x xt x5 
PER TN CAFES TEBt TAI TInTE +0 


+ (134-7) IHR 


bringen und ieer Bert von immt mit dem überein, welchen bie Ole 
du (4) im $. 440 gibt, ie für die willfürlihe Conflante y,—6 
die ebenfalls wilfürkiche Conftante C fegt. 

Beirachten wir noch die Differenzialgleihung: 


m — at TE 





y"=—ıJı [69} 
fo iſt die entſprechende Reihenentwidelung: 
9— 
art ng Mara 





Han Hl te 0 
Vet et 


$. 466. Wenn die Differenzialcoefficienten von einer beliebigen Orbnuns 
am für ben Bach == 0 m unendlih würden, fo —— Reife nik 
—— Be an a fen u nach den —ã— — — 
zen, wo a welder bie 
veanii wacht. Alan hätte jelglig: 
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x 


(x — a)? (x — a)! 
— Wi N__ _ 
yzy+Yyı 1 +4 757 +3" 1.2.3 +1, (3) 
0 Yayıyy"nıc bie x==a entſprechenden Werthe von y, y’, y%, x. bes 
tchnen. 

Es fei z. B.: 

-675). oder 45*2 20 

e gegebene Differenzialgleichung, fo macht der Werih x = 0 bie Größe y' 
endlich, wofern y, nicht verfchwinbet, Asdann Tann bie — 
eihe, mit Ausnahme dieſes beſondern Falles, nicht unter ber gewöhnlichen 


yn angewandt werben, und wenn man bie angebeutete Transformation da⸗ 
t oormimmt, fo findet man: 








a2 x—a 
m. 


J=Jı 1 


27, (za)? Alyı-ta) (x—0)} 
tag a tat 6 
, a einen beliebigen von Null verfchievenen Werth von x bezeichnet. 
Die Differenziation der gegebenen Gleichung gibt: 
zy" +27 -x=0, +37 +2=0, a0, 
waus in der Voransſetzung, daß zugleid <= 0, y= 0 if, indem Teine 
e abgeleiteten Functionen urendlich wird, folgt: 
y,=0, =}: y4=0, 7), =0, 
iſt alſo y=— 4x? ein der Borausfegung y,=0 entſprechendes parki« 
(äres Integral der gegebenen Differenzialgleichung. In der That tft nach 
440 das Integral diefer Gleichung unter endlicher Form: 
ce 1, 
y = z — 3 x 
d diefer Werth von y, welcher ſich nicht nach ben Potenzen von x ent» 
deln läßt, fo lange die Eonftante C miht Null if, gibt die Reihe (4) 
ever, wenn man fe nach den ganzen Potenzen von x — a entwidelt, wo⸗ 
a man, wie es geftattet if, C=ay,+t-}a® feht. 


8. 467. Es fei ferner die Differenzialgleihung: 
y=—!, de u +y=0 (5) 
geben, fo macht der Werth x = 0 die Größe y“, mendlich, wofern y, 
dt verfchwindet. Dan muß alfo die Reihe (3) anwenden, welche fi in: 
x—a y (x—a)! ı—aye, (x— a)’ 1... (0) 


— — —— 


et 4 — — — — — — — — 
SıtYV. 1 a 1.2 a2 1.2.3 
rwandelt, und von zwei willfürlihen Conftanten y.,y’. abhängt. 

Die fncceffiven Ableitungen der gegebenen Gleichung find: 

xy" + y“ — y' = 0, xy" 4 2yu 4 y" — 0 
| +30, 

baß in ber Vorausſetzung, daß „fir x==0 verſtchwindet, und feine ber 
leitungen y’,y”, y’' für biefen th von x umendlich web: . . . 


4 
y,=—Yoı =’ ı—— 
und folglich: | | 
1  x2 1 x3 1 x+ 
[no __ __ —— 
‚y@a-7 ati 133 13 ITagarn) 


iſt. Aber da dieſe Entwidelung nur von der willlürlihen Eonflanten y', di: 
hängt, fo brüdt fie nur ein particuläres Integral der gegebenen Differenzil: | 
gleihung aus, welches der Borausfegung y, = 0 entſpricht. 
Wir wollen durch y, die Function von x bezeichnen, welche bie come: 
gente Reihe: 
1 x? | ss + 4 x⸗ 
-7 na 123 Imaat® 
beftimmt, fo kann man das allgemeine Integral der Gleichung (5), welde in 
Beziehung auf y=C,y, linear iſt, wofern man C, nicht mehr als eine Em 
ftante, fondern als eine Function von x betrachtet, welche man nach dem Ber _ 
fahren im 5. 464 beflimmen muß, erhalten. Auf dieſe Weiſe ergibt fih: | 
_ 1 dc! 2 dy,__ 
y‚C“, +20 y,=0, ober a utrnant Be 
woraus durch zwei fuccefiive Sintegrationen folgt: 


e ' dx 
= saf ter 
wo c,,e, zwei willfürlihe Eonftanten bezeichnen. Das allgemeine Integral 
ber Öfeihung (5) wird alfo außer der Reihe (6) auch durch: 


y-=Yı (Sata) ober sun(/ +) 


ausdgebrückt, 





6. 468. Die durch eine Differenzialgleichung beflimmte Kunction Tamm 
oft in eine nad) den negativen ober gebrochenen Gotenzen ber unabhängigen 
Veraͤnderlichen fortfchreitende Reihe entwidelt werben. Wenn ſolche Entwide 
ungen möglich find, fo erhält man fie durch die Methode der unbeftinmten 
Coefficienten, deren Anwendung faft immer vor der birecten Anwendung ber 
Maclaurin’fchen Reihe den Vorzug verdient, ſelbſt, wenn die Entwidelung 
nad den ganzen und pofitiven Potenzen ver unabhängigen Beränderlichen fort 
ſchreiten fann, wie das folgende Beifpiel zeigen wird. 
Wir wollen die Differenzialgleichung: 

y' = kıy ® 

nehmen, welche bie Gleichungen (1) und (5) als befondere Fälle unter fh 


begreift, fo kommt es darauf an, zu wiflen, ob man das Integral derjelben 
durch die Reihe: | 


y=zAxX AT + A,x*4 A, 4 x. 
darſtellen kann, wenn man die Coefficienten A, und bie Erponenten a;, welche 
pofitio ober negativ, ganz ober gebrochen fein können, gehörig beftimmt. 
‚Die Subflitution diefes Werthes von y in bie gegebene Differenzial 
gleichung gibt: | 





Kala 12"? + A,a,la, 12T? + Aula, a Le 
hast" ua wert a tn 
Diefe Gleichung Tann aber nur dann identiſch fein, wenn die Gleichungen: 
a«da—1)=0 (0) 
q ai(42) 
Aala — 1) kA 

ſtattfinden, vermittelſt welcher alle Exrponenten a; numeriſch beſtimmt find, und 
alle Eoefficienten A; fich als Functionen bes Evefficienten A, welcher die Stelle 
der willfürlichen Eonftante vertritt, ausbrüden laſſen. 

Der Gleichung (9) kann man auf zwei Arten genügen, indem man «0, 
oder a1 feßt. Diefen beiden Auflöfungen entfprehen zwei verſchiedene 
Reihen, wovon jebe einen willfürlichen Coefficienten enthält, und welche beide 
der Gleichung (8), wovon fie partieuläre Integrale find, Genüge leiſten. 
Die Summe beider Reihen gibt folglich das allgemeine Integral ($. 455) 
und wenn man durch C,,C, refp. die a=0,a—1 eutſprechenden Werthe 
des Eoefficienten A bezeichnet; jo findet man für das vollftändige Integral 
leicht folgenden Reihenausdruck: 

kant2 kKaziats 
ya6l+ H — 
—— 
kunt2 Kart 


EI MEI ICE I 


So oft der Exponent a eine ganze pofitive Zahl iſt, rc diefe Reihe 
nad) den ganzen und pofitiven Yotenen von x fort und ſtimmt nothwendig 
mit ber überein, welche ſich aus der Maclaurin’fchen Formel ergeben würde, 
md die Eonfanten C,,C, brüden alsdann die Werthe von y,, y’, aus. 
Sept man inshefondere k=— 1,n=1, fo fommt man wieber auf die Reihe 
(2), und _biefe letzte Ableitung berfelben hat den Bortheil, das Bildungsgeſetz 
der fucceffiven Eoefficienten deutlich vor Augen zu Tegen. 

Wenn in der Reihe weniger Evefficienten unbeftimmt bleiben, als ber 
Ordnungse. ponent der Differenzialgleichung Einheiten hat, fo drückt bie Reihe 
zur ein particuläres Integral aus, und diefes ift ein Beweis, daß fi bie 
Function nur in eine Reihe von diefer Form entwickeln läßt, wenn bie will- 
Türlihen Eonftanten Bebingungen genügen müffen, welche die Anzahl derſelben 
Pd und bie Allgemeinheit ver gegebenen Differenzialgleihung be» 

ränfen. 

Wenn man z. B. in der Oleihung (9), k=—1,n =—1 feste, fo 
daß fie mit ber Gleichung (5) übereinftimmte; fo würden die verſchiedenen 
©lieder der Reihe, womit C, multiplieirt ift, von dem zweiten an unenblid 
Diefe Reipe muß alfo verworfen werben, weil fie fein particuläre® Jutegral. 
der Gleichung (8) mehr ausbrüdt, und wobei wohl zu bemerfen ift, daß bie 
Reihe, womit C, multipliciet ift, alsdann mit ber übereinftinmt, womit y’, 
in der Ofleihung (7) multiplicirt iR, 


$._469. Nah dem im $. 461 Gefagten finft die Gleichung (8) zur 
erften Ordnung herab, indem fie aber aufhört, eine lineare Differenzialglei- 
Yung zu fein, wenn man y=e/'% ſetzt, fo dag man für die transformirte 
Gteiung mit z . 


+) 
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Et = kx® 


Dat, Umgelehrt, wenn die Differenzinlgleihung ber erflen Ordnung: 
y-ay? = br (10) 
gegeben ift, welche die Riccati’fhe Gleichung genannt wird, und ber Ge - 
enfland vieler Unterfuchungen gewefen ift, fo kann man bie Integration ver 
elben auf die der Gleichung (8), welde wegen ihrer binomifchen nnd linearen 
Form einfacher if, zurüdführen, wenn man | 
1 da | 
18535 
fest, fo daß man für die transformirte Gleichung mit u 
du = abux? 
dx? 
erhält, welche mit der Gleichung (8) iventifch ift, wenn mar y für w und k | 
FH ab fegt. Die Gleichung (8) wird auch auf die Form: 


y+2y=hy 11) 
zurücdgeführt, wenn man bie unabhängige Beränberlihe vertaufcht, und 
* "mg ſetzt; denn auf dieſe Weiſe findet man: 

d’y n 1 dy___k (12) | 
| 





rede sfeerue Kar dd Zu. x.’ 
dt n+2 t d (+1) 





und um die Gleichungen (11) und (12) übereinfiimmend zu machen, braucht 
man nur 6 mit x zu vertaufchen und Ä 


—=— ho — 
= 3 "0 
(5+:) 
zu nehmen. 
Endlich kommt die Gleichung: 
m(m—1) _ 
—y=hy (13) 


and anf die Gleichungen (8), (10) und (11) zurüd, weil man blos y—x“a 
zu feben braucht, um fie in: 


zu verwandeln. Die Gleichungen (11) und (13) kommen in den Problemen 
ber mathematifchen Phyſik vor, und in dieſer Beziehung bieten fie mehr Zw 
tereffe dar, als die Gleichungen (8) und (10). 


‚$. 470. Wenn wir die zu ber Neihenentwidelung des Integrales ber 
Gleichung (8) angewandte Methode direct auf die Gleichung (13) angewandt 
hätten, jo hätten wir die Gleichung: 
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Afa(a — 1) — mm — 1)" "+ A,la,(a, — 1) — mm — 1)]2°7"? 
+ A,la,(2, —1) —m(m — 1)? Le, 
—hAx"--hA, zT + hA, xs2Pꝛc. 
Dentiſch zu machen, oder die Bebingungsgleichungen | 
ala — 1)— mm —1)=0 (14) 
sm=a+r2i 
Alla.la; — 1) — m(m — 1)] —hA;_, 
us erfüllen gehabt, Die dritte dieſer Bebingungsgleihungen verwandelt fich, 
Denn man für a; feinen aus ver zweiten abgeleiteten Werth febt, in; 
Ala(a — 1) + 2i(2i 4 2a — 1) — m(m — 1)] —hA_, ' 
Der vermöge der erften Beringungsgleichung einfacher in: 
2i(2i 4 2a — 1)A; = hA;_,. (1 5) 
Die Wurzeln der Gleihung (14) fin a=m,a=1i—m, und man erhält 
olglich für den Werth des vollſtaͤndigen Integrales den Reihenausdruck: 


hx? h?x* 
cr lt ı1nt2 TC tDGarnt 


= h'x' } +2.) 


* c— (5 — 2m 


8471. Die eben erhaltenen Reihen haben das Bemerkenswerthe, daß 
e ſummirt und durch beftimmte Integrale von ber Art, wie wir fie in ben 
rei lebten Kapiteln des vorhergehenden Buches betrachtet haben, erfegt wer- 
en können. In der That erhält man, wenn man in ber Formel (v) im 
> 309, zw, u=2a—i, und » = 2i ſetzt: 


21. 2a 
cos. sin. @ 


2i 20 —1 


JS co. wie wdo 


Seo w sin. 7) 


id wenn man O,ır für die Grenzen ber Integrale nimmt, fo verſchwindet 
s Glied außerhalb des Zeichens / jedesmal, wenn x eine pofitive reelle 
köße, oder eine imaginaͤre Größe mit einem reellen pofitiven Beflanbiheile 


t, fo daß man hat: 
H * com id 


= _ Al * cos 1-2, sin 
= ä+20—1J/o9 j " 


ermdge dieſer letzten Relation wird der Gleihung (15) genügt, wenn man 
— NM A .„ı- 
4=777...&- mil, co. mein dw 
St, und man kann folglich das erhaltene Integral auf die Form: 


a1, dw. (16) 
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_ * hx3 hixt f ii 
vsunf, (d+ 15 ro + re Ya + x.) sin! 





hx2 h?r+ J 
+00 fa + — 4 ar cos.tw 4-36.) sin.'-Mud 


bringen, wenn man ber Größe « fucceffive bie Werte m und 1 — m, wc 
die Wurzeln der Gleichung (14) find, beilegt. 
i 5 





NMun iſt aber 
höxs 
za t i cr) tt a a te 


=c.(V —1» ıVb-co.w)— avi. co⸗· 4 eV. 
folglich _ _ 
y= Ale ri: or con 0); 2m1, 2, 


+ Kr) A G exYh.con +4 vE =) PR u 


Diefer Auedruck laͤßt fih noch vereinfachen, denn wegen der Wahl ver Gm 
gen, und wegen ber Natur der Functionen sin. m, cos. w hat man: 


N dr — ad 
ce [a hane, 2m-1 a 
y {) JA e sin. wdo 


+7” 94 nV a. an 


Die Gleihung (16) findet nur unter der Bedingung ftatt, daß «ei 
reelle pofitive Größe, oder eine imaginäre Größe mit einem reellen pofitin 
jandtheile bezeichnet, und folglich findet die Gleichung (17), um mir d 
Tall reeller Werthe zu betrachten, nur unter der Bedingung ftatt, daf mul 
1 —m pofitive Zahlen bezeichnen, oder daß die Größe m zwiſchen den Gm 
en 0,1 liegt. Unter viefer Beſchränkung gibt die Gleichung (17) das 2d 
jänbige Integral der Gleichung (13), durch beftimmmte Integrale ausgebrid 
An den Grenzen m—0,m—1 redueirt fi die Gleichung (19) d 
y“—=hy, und in diefem Falle ift ihr vollftändiges Integral befamntlih: 
. y=CeYi+ce ri: 
Wenn man in der Formel (17), m} feßt, fo gibt fie: 
1y 
y=(, +ev=/" ehe, 


4 da bie beiden willkürlichen Conſtanten C,, C, in eine einzige zufemmd 

fallen, fo hat man nur noch ein particuläres Integral. Jedoh erhält m 
ſelbſt in diefem Falle das vonftänbige, Integral durch einen bereits im $.40 
angewandten Rehnungskunftgriff. ir wollen in dem Gliede, womit © 
multiplieirt if, m}, und in bem Gliede, womit C, mulktiplicit # 
m=4--e feßen; fo kommt: 


folglih: 





[2 
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— fr xVYh.co.e 
 ‚=C Vx e* dw 
7 


+C, vr e* VV. 0.0 (x sin.? wo) dw. (18) 
un ift aber: 
£3 
153 (log. u)? + :c., 


daß, wenn man den Ausprud (18) nah den Potenzen von s entwickelt 
CC, +Ct,=A, C5je=—B feht, kommt: 


av /” V X. cos. v 
0 


4 — e* V’h.cos. "log. (x sin.2 w)dw + eBX, 


10 X eine Größe bezeichnet, welche einen enplichen Werth behält, wenn € 
erſchwindet. Menn man nun e=0 feßt, fo erhält man: 


= —— „vh. 008.04, 
0 
+ BVe/ ” .xV’h.cos.o log. (x sin.2 w)du 
0 


„ das vollſtändige Integral der Gleichung (13), welche fih in dieſem 
alle in: 





| © )o 44 (log. a) — 
I Img RUTzUr 


“a -_- —h 
y"+ ; „—hy 
wandelt. 


$. 472, Wenn m einen größern pofitiven Werth hat, als vie Einheit, 
ı muß das Glied mit dem Coefficienten C, in ver Gleihung (17) hinweg- 
faffen werden, wogegen man nur biefes Glied beibehalten muß, wenn m 
nen negativen Werth hat. Im dem einen wie in dem andern Falle erhält 
an aljo unmittelbar unter endlicher Korm nur ein particuläres Integral ber 
leichung (13). Es fei y, dieſes partieuläre Integral, worin die willfürliche 
onftante der Einfachheit wegen der Einheit gleich geſetzt ift; fo findet man 
weh eine ähnliche Rechnung, wie die im 6. 467, daß das allgemeine Jute⸗ 


al dur: 
dx 
J=cJ (/5+ «.) (19) 
isgedrückt wird. 
Wenn man cos. w=G feht, p wird die Sleihung (17) auf die Form: 
2a Ge Na gymiar 
+ u A 1 * vı.: 1— Gy mat 


bracht, und das particnläre Integral der Gleihung (13) wird für m > 1. 
isgedrückt durch: 
Cournot, Theorie der Functionen ac. 3 
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— — — 





ao erhig_aypmtg (20) Ä 
und für m <O durd: 
ET u) RE ST ET 21) 


Nach S. 313 iſt einleuchtend, daß ſich die in der Formel (20) angeveutete 
beftimmte Integration verrichten Täßt, wenn m eine ganze pofitioc Zahl be 
zeichnet, und daß daffelbe mit der in der Formel (21) angedeuteten Integra- 
tion der Fall iſt, wenn m eine ganze negative Zahl bezeichnet. So oft alle | 
m eine ganze pofitive, oder negative Zahl bezeichnet, hat man umter endlicher 
Form ein von dem Zeichen / befreites particuläres Integral der Gleichung 4 
(13) und nach der Formel (19) wird die Beflimmung des allgemeinen je ; 
tegrales derfelben Gleichung auf die Duadraturen zurüdgeführt. 3 


$. 473. Crinnern wir nun, daß die Riccatifhe Differenzialgleichung: 
Yra?zbr, (10) 


3 
wenn man: 
1 da i 
| y — au 0 F ab — k N 
ſetzt, ſich in die Gleichung: 
da 
— ku" 
dx? | 
verwandelt, welche ihrerfeits übergeht in: 
du 2m du _ ha 
a Tr! | 


und endlich in: 


gm ah, (22) | 
wenn man 
— +1 n k 
x — — — , ı„e 
ET 
2 | 


fest. Es fi m = + i, wo i eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fü ergibt 
aus der zweiten der vorhergehenden Gleichungen: BY bezeichuet. ſo erg Mi 
—4i 

n= ir . (23) Ä 
Das allgemeine Integral der Gleihung (22) laͤßt ſich jedesmal auf bie Da | 
braturen zurüdführen, wenn m eine ganze pofitive Zahl ift, und folglich wird 
das allgemeine Integral der Riccatifchen Differenzialgleichung auch für afle | 
in der Formel (23) enthaltenen Werthe von a auf die Quadraturen zurid | 
geführt, was man auch fände, wenn man unterfuchte, in welchen Fällen ſih 
bie Beränberlichen in ver Riccati'ſchen Differenzialgleichung trennen laſſen. 


) 
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Viertes Kapitel. 


zeorie der fingnlären Integrale der Differenzialgleichungen mit zwei 
Veränderlichen. 





L Singuläre Integrale der Differenzialgleichungen ver erften Ordnung. 
$. 474. Es fei: 

f(x, yıy)=0 (N 
ıe Differenzialgleihung der erften Drbnung, deren vollfländiges Integral 
a der Form: | 

F(x,y,a) = 0 (2) 


‚ wo a eine durch die Integration eingeführte willfürliche Conftante iſt; ſo 
et nach dem Borhergehenden (Buch 4 Kap. 2) die Gleichung] 


X) =0, (9) 


Ihe ſich aus der Elimination von a zwiſchen dem Integrale (a) und einer 
* Gleichungen: 

dF JF j 

da dy —@» (“) 
ibt, auch der Gleichung (), wovon fie ein finguläres Integral ift, Genüge, 
fern fie nicht mit einem particulären Integrale zufammenfältt, indem fich der 
} einer der Gleichungen (a’) abgeleitete Werth von a auf eine Conftante, 
r auf eine Function von x,y rebucirt, welche fich vermöge der Gleichung 
) ſelbſt auf eine Conſtante rebucirt. Werner gehört befanntlih die Glei- 
ng (0) einer Linie an, weldhe alle die Linien berührt oder umſchließt, 
eu Syſtem durch das allgemeine Integral (a) ausgedrüdt wird, fo lange 

Parameter a unbeftimmt bleibt. 

Hierans ergibt fi eine fehr einfache Regel zur Beſtimmung der ſingu⸗ 
en Integrale einer Differenzialgleihung der erſten Orbnung, deren alfge- 
nes Integral vorher beftimmt iſt. Wir behaupten ferner, daß dieſe fin- 
ären Integrale angegeben werden fünnen, ohne daß man das allgemeine 
egrak zu kennen braucht, und felbft dann, wenn man für das allgemeine 
egral feinen analytifchen Ausdruck unter endliher Form würde angeben 
sen, was gewöhnlich der Fall iſt. 

In der That kann die Umfchliegungslinie, welche das finguläre Integral 
Rellt, une eriftiren, wenn zwifchen den Linien, welche particuläre Integrale 
dellen, nud welche verjchiebenen Werthen der willfürlichen Conftante ent⸗ 
Ken, Durchſchnitte flattfinden. Folglich muß für die diefen Durchſchnitts⸗ 
ften entſprechenden Werthe von x,y der aus der Gleichung (D abgeleitete 
durch x,y ausgevrüdte Werth von y’ ein vielfacher fein, d. h., viele als 
braiſch vorausgefette Gleichung muß nach Fortichaffung der Wurzelgrößen 
Beziehung auf y’ vom zweiten oder von einem höhern Grabe fein. 

Hieraus folgt, daß im Allgemeinen die den Werthen von x,y, welde y! 
t imaginär machen, entiprechenden Durchfchnittspunfte wenigſtens Durch⸗ 
ittspunkte von zweien der Linien, welche die particnlären Integrale dar- 
en, find. 

31? 
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Aber für die auf der Umfchliegungs- oder Berührungscurve aller dieſe 
Curven liegenden Punkte findet Fein Durchfchnitt mehr flatt, oder ed ver 
ſchwindet wenigftens ein Durchfchnitt, und folglih muß die Gleichung (N, 
worin man y’ ald Unbekannte betrachtet, vielfahe Wurzeln befommen, fo def 
die Bedingung: 

di _ 0 M 

dy’ — 

erfüllt wird. Die Gleichung (f') beſtimmt alſo umgekehrt die zwiſchen x mb 

y fattfindende Relation, welche die Berüßrungslinte oder das finguläre Rn 

tegral charakteriſirt. 
„Wir wollen z. B. die Differenzialgleichung: 


y/2(x2 — r2) — 2ıyy! —x? (1) 
nehmen, deren allgemeines Integral: 
x? — 2ay=r? a? (d 


ift, wo a eine willfürlihe Conſtante bezeichnet. 
Die erfte der Gleichungen (a) gibt ın viefem Falle — v, und 
man dieſen Werth von a in vie Gleichung (2) ſubſtituirt, fo erhält man 
finguläre Integral 2 +? — r?—=0. Nun gibt aber die Gleichung ( 
ohne daß man das Integral (2) zu kennen brancht, die Melation: 


xy 


r2 — 














Y=— 


und wenn diefer Werth von y’ in die Gleichung (1) fubftituirt wird, fo 
halt man das zuerfi aus dem allgemeinen Integrale abgeleitete finguläre 
tegral wieder. 


$. 475. Der Erfolg diefer Methode hängt davon ab, daß bie 
renzialgleichung fo vorbereitet ift, daß fie feine Wurzelgrößen mehr 
Wenn fie dagegen in Beziehung auf y’ aufgelöft oder auf die Form y — fix; 
gebracht wäre, fo würde die Methode nicht mehr anwendbar fein. Allen 
ıft zu bemerfen, daß man, wenn man die Gleichung (f) in Beziehung anf 
und in Beziehung auf x bifferenzirt, indem man als ‚eine durch dieſe 
hung implicite beſtimmte Function von x,y betrachtet, 
dy di ME day! did 
dr dy'ay! dx de'dy’ 
bat. Nun macht aber der dem fingulären Integrale entſprechende, varh 


ausgevrüdte Werth von y die Größe Fr verfchwinden, und folglich muß de 


7 
felbe Werth die Differenzialeoefficienten 2 2, nachdem für yı fein and 
Gleichung (M abgeleiteter und durch x,y ausgebrüdter «Werth Tubfitunt 
unendlih wachen. Wenn man alfo aus den Gleichungen: 
dy dx 
einen durch x ausgebrädten Werth von y ableiten ann, welder au 


Oreipung (N) Genüge Ieiftet, fo gibt biefer Werth das finguläre 
wieder. 4 
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So gidt z. B. die in Beziehung auf y’ aufgeldfte Gleichung (1): 
fxy) = —— G+Yx +72? —r), 
x —r . 
Folglich : 
Ay) __ x Vxe-trorty 


dy x? — 2 Velyp.e 








HM) _ Rey R FR SOrERR Bern) Ery 
(x2 — r2y -y2 — r3 ' 
und diefe Werthe werben unendlich, wenn man x? + y? — r? —0 fett, wo- 


Rurh der Gleichung (1) genügt wird, von welcher man alfo ein finguläres 
Integral erhält, 


$. 476. Wenn man die Gleichnng CF) differenzirt, indem man y, y’ ale 
„awentwidelte Functionen von x betrachtet, fo erhält man: 


di If 
rt 
folglich : j 
df df de 
V— — __ — y — 
dx ' dy ) "dye ce) 


Aber der Werth von y als Function von x, welcher das finguläre Integral 
gibt, macht in = 0, und rebucirt die Gleihung (f") auf: 


cag dd 
mi — — vo 0. 
ed, nn at’ 
"Derfelbe dur x yeorüdte Werth von y bewirkt alfo, daß der durch die 
Gleichung (ec) gegebene Werth: 
yuı— 4(x,7,3‘) 
Yı(X, 1‘) 
unter ber Korm 9 erfcheint, welches noch ein anderes Berfahren zur Beſtim⸗ 
mung der fingulären Integrale an die Hand gibt. Denn wenn man 
(X, , )=0, Ylryy)=0 
fest, und dann fucceffive y’ zwilchen jeder dieſer beiden Gleichimgen und ber 
gegebenen Gleichung (F) eliminirt, und die beiden refultirenden Gleichungen 
baden einen gemeinjchaftlichen Factor; fo gibt dieſer Factor das gefuchte fin- 
guläre Integral. 
| Berfährt man auf diefe Weiſe mit der Gleichung (1), fo findet man: 





und wenn man y’ zwifchen ber gegebenen Gleichung und jeder der Gleichungen: 
y'+x=0, y(a?—r)— ıy=0 
eliminirt; fo erhält man die Gleichungen: 
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x? 





Zetrn)=0, (x2+y2?—r)=0, 


welche offenbar den gemeinſchaftlichen Factor x? + y2 — r2 haben. | 


x?2 — r?2 


$. 477. Es iſt wohl zn bemerken, daß die geometrifche Betrachtung, 
worauf wir und in den drei vorhergehenden $$. geftügt haben, auf alle Be 
rübrungslinien der Curven, weldhe durch das allgemeine Integral gegeben 
werden, fowie auf die, welche die particulären und fingulären Integrale dar⸗ 
ftellen können, anwenbbar if. Nachdem man alfo durch eins der vorhin am 
gegebenen Verfahren die fingulären Integrale beftimmt bat, müßte man fh 
is noch überzeugen, daß man fie nicht auf das allgemeine Integral zurüd- 
führen fann, indem man die Conftante gehörig particularıfirt, welche Prüfungs 
aber fo lange unmöglih iſt, als das allgemeine integral nicht gegeben if. 
Der unterfcheidende Charakter der fingulären Integrale muß alfo aus anal 
{hen Betrachtungen abgeleitet werben, und zu dem Zwede müflen wir be 
Unterſuchung aus einem neuen Geſichtspuukte betrachten. 

Betrachten wir eine Differenzialgleihung der erſten Ordnung von ver 


Form: 

"—fsy)=0, (d) 
welcher die Sleihung y=X genügt, wo X eine .gewiffe Function yon x 
ohne willfürliche Conftante bezeichnet, fo daß identiſch: 


dx 
a fa X)=0 (e) 


it. Soll die Gleihung y= X mit einem particulären Integrale übereinfim- 
men, fo muß das allgemeine Integral auf die Form: 

‚„=Äi+r® n () 
gebracht werben koönnen, wo ⸗ eine willkürliche Conſtante seld) ꝙ eine Zunctim 


von x und e bezeichnet, welche für 0 weder verſchmuf et, noch unentlif 
wird. Zu gleicher Zeit hat man: | 


fxy)=ZIS X) + (ey) w, (b) 
wo k den Erponenten der höchften Potenz von e, welche ein Factor von 
F&X + Ep) — G X) 
ift, und w eine Function von x und Ep bezeichnet, welche für 0 wer 


Null, noch unendlich wird, 
Wir wollen 


ya t tigt 


v=zo,+ (ey, + (eg, + 1. 


fegen, wo gi, w; Functionen von x, und a; B; pofitive Erponenten bezeih- 
nen, welche eine zunehmende Reihe bilden. Da die Function f gegeben ih, 
fo ift die Entwidelung von fx, X + Ep) nach den Potenzen von Ep bekamt, 
und folglich werden die Function w;, fowie die Zahlen 8; als bekannt ange 
fehen, und es kommt darauf an, die Functionen gi und die Erponenten a; ſo 
zu beftimmen, daß der Gleichung Ch) unabhängig von e Genüge gefchieht. 
Nun gibt aber die Subftitution, nachdem man die Glieder, welde 

vermöge der Gleihung (e) gegenfeitig aufheben, hinweggelaffen hat : 
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do, a, 4 a, 9 
ea HT TE Ha, + te 


=, + ET, + te, (a) 
k-F31 ay Q; k+Pr 
+e (,+:'9, +:’9,+%.) wo, + :. 
Erst man k=1, fo hat man zur Beflimmung von Y, die Gleichung: 
d 
Ze Zg,@,, woraus folg: 9, = e/"ot, 
worauf man 
d 
a=ß, +1, 6, + Zi RR 


fegen muß, und wenn man fo fortfährt, fo beftimmt man allmälig alle in ber 
Entwickelung von ꝙ vorkommenden Größen, d. h. man entwidelt das allge⸗ 
meine integral in eine nach den Potenzen von E geordnete Reihe. 


Wenn k > 1 if, fo kann man die Gleichung « nur noch iventifch machen, 
wenn man zuvörderſt: 


] 
0, oder p== const. 


t. 
Der Einfachheit wegen wollen wir dieſe Conſtante — 1 ſetzen, und dann: 


d , 1 

a,=k, (a, + 1) = 0, folglich 9, = Kit @odkı 
und wenn man diefelbe Rechnung weiter fortfegt, fo erhält man fucceflive 
wieder alle Glieder der Entwickelung des allgemeinen Integrale, 

Aber wenn dagegen k <1 iſt, fo ift es nicht mehr möglich, vie Glei⸗ 
dung (a) identifch zu machen, und folglich Tann die Auflöfung y — X nidt 
ans dem allgemeinen Integrale dur Particularifirung einer willlürlichen Con- 
fante hervorgehen, und ift mithin ein finguläres Integral der gegebenen Dif- 
ferenzialgleichung. 

Run macht aber der Wertb X, für welchen der Erponent k <1 iſt 
nah dem im $. 106 über den Ausnahmefal der Taylor'ſchen Reihe Ge- 
fgten die Ableitung: 

df{x,y) _dy! 


dy dy | 
| 
mendlich; folglich ift die Gleichung nr = + oo das wahre Kriterium ber fin- 


gulären Integrale, und enthält fie alle als Factoren, mit Ausnahme derer, 
welhe von der Form x — const. find, und welche man erhält, wenn man 
im der gegebenen Gleichung die Veränderlihe y als unabhängig betrachtet. 


Wenn alfo die Werthe von y als Zunctionen von x, welde 5 =0 


machen, den Ableitungen z , — enbliche Werthe geben, fo entſprechen dieſe 


Werthe ſingulären Integralen von (F)5 aber wenn fie dieſe Ableitungen ver- 
ſwinden machen, fo muß man durch die gewöhnlichen Verfahrungsarten die 
Berihe der zweiten Theile der Gleichungen (b), welche alsdanu unter einer 
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unbeftimmten Form erfheinen, fuhen. Wenn viefe Werthe unendlich find, 
fo bilden die zu prüfenten Auflöfungen ebenfalls finguläre Integrale, uw: 
wenn dieſes nicht der Fall ıft, fo gehören fie in die Kategorien der particz 
lären Integrale, drüden aber nichts deſto weniger die Umfchließungslinien ab, 
Der eben nah Poiſſon gegebene Beweis unterliegt wegen der Anwendung 
der Reiben, welche divergent werden können, einigen Schwierigfeiten, und we 
werden Gelegenheit haben, wieder auf dieſen Gegenftand zurädz 
wenn wir von ver Conſtruction der Differenzialgleichungen reben werben. 


$. 478. Bermöge der Gleichungen (d), (e), (c), Ch) dat man: 


TANTE Nu, 


und wenn man die Beränderlihen vertaufiht, indem man y— X u fril; 
fp verwandelt ſich diefe Gleichung in: 


da x 
a" XV, i 


wo w alsdann eine Function der PVeränverlichen x,u bezeichnet, welde für 
u=0 weder verfhwindet, noch unendlich groß wird. Wir fünnen die Bere 
änderlihen nochmals vertaufihen, und zu dem Ende u!t=v fegen, word 
die Differenzialgleihung der Form: 


—_/d 
"(2 A -)o)= 0 


annimmt. Für k < 1 zerfällt dieſe legte Gleihung von felbft in bie beiven 
andern: 


ne. ee sd 


— Rh 


‚=(, I _t—Nw =, 
dx 

wovon die erfte, welche gleichbedeutend iſt mt y— X=0, das fingulän . 
Integral gibt, wogegen der zweiten durch dieſes finguläre Integral nicht mehe 
genügt werben kann, weil w eine Junction ıft, weldye nicht mit v verſchwindet. 

Wenn alfo eine Differenzialgleihung der erften Ordnung ein finguläred 
Integral geftattet, fo kann man fie durd eine Vertaufhung der Veraͤnderliches 
in eine andere verwandeln, worin das finguläre Integral als gemeinfchaftliher 
Factor erfcheint, fo daß nach Hinweglaffung dieſes Factors die transformirte 
Gleichung fein finguläres Integral mehr hat, und bei einem rvechtwinkligen 
Eoordinatenfyfteme eine Reihe von Linien auédrückt, welche Feine Umfchliegung 
Jinien mehr haben. 


$. 479. Wir wollen biefes auf die Gleichung: 
?—Ay+l=0, be Y=ııtY2-y, 0) 
anwenden, deren allgemeines Integral: 
y=2ax — a? (4) 
it, und folglich ein Syftem von geraben Linien ausbrüdt, welche die Parabel 


x? — y=0 zur Berührungslinie haben. Wir wollen x? — y-uzr 
fegen, fo verwandelt ſich die Gleihung (3) in: 
da_22[Y3, pder v +1)=0. 


dx dx — 
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sh ver Hinweglaffung des Factors v bleibt die Gleichung — +1=0, deren 


Igemeines Integral: _ | 
‚= +(x—a) (5) 
t, und welches, wenn man x zur Absciffe und v zur rechtwinfligen Ordinate 
mt, ein Syſtem von parallelen geraden Linien ausdrückt, welde folglich 
me Berührungslinie haben. Uebrigens würde man wieder auf die Glei— 
ng (5) fommen, wenn man für y feinen durch v und x ausgedrückten 
Bert in die Gleihung (4) fubflituirte. 
Die Anwendung diefer Methode auf die Gleihung (1) würde einigen 
Schwierigkeiten unterliegen, wenn man x als unabhängige Beränberliche bei- 
ehalten wollte. Aber wenn man diefe Gleihung auf die Form: 


@—r)y=xdytf/r2+y2—r) 
ringt, und dann x? und xdx vermittelt der Hülfsgleichungen: 
x? + y? — r? =u2, xdx + ydy = uda 
ortſchafft; fo nimmt fie die fehr einfache Form ulda+ dy)=0 an, ſo daß 
k nal der Hinweglaflung des Factors wa Fein finguläres Integral mehr ge 


6. 480. Umgefehrt Tann man eine Differenzialgleihung, welche fein 
Imguläres Integral geftattet, jo transformicen, daß fie eine gegebene Glei— 
jung, als finguläres Integral darbietet. Es fer 3. B. die oben gefundene 


Differenzialgleichung T+ 1=0 gegeben, in welche man für v eine Function 


or x und von einer neuen PVeränverlichen z von folcher Befchaffenheit fub- 
ktuiren fol, daß nach der Subftitution die refultirende Gleichung die lineare 
Bleihung : 
z— ıxı =0 (6) 
Ws Kaguläree integral darbietet. 
an multiplicire die gegebene Gleichung durch (z — mx)‘, wo k eine 
wiihen O und 1 Tiegende Zahl bezeichnet; fo verwandelt fie fi in: 
(z — mx) dv + (2 — mx)dx==0. (7) 
Mkdann wollen wir bie Veraͤnderliche =, welche eine Function von v nnd x 
ea muß, fo beflimmen, daß 
dz 
dv 
wird; fo ergibt fich durch Integration: ' 
— 14 
art 
wo X eine willfürlihe Function von x bezeichnet, und folglich iſt: 
dz — mdx = (z — mx)! (dv + dX) 
keiten wie hieraus ven Werth von dv ab und fubflituiren benfelben in vie 
Bleihung (7), fo verwandelt fie fi in: 
da — ndx — (z— mx)‘ (dX + dx)==0, 
md es iſt einleuchtend, bag die Gleichung (6) berfelben als finguläres Inte⸗ 
gral Genüge leiſtet. 


= (z — mx)‘ 


u 


$. 481. Im $. 448 haben wir gefehen, daß vie Differenzialgleid 
ber erfien Ordnung: 
=ıy+ yy' 


durch eine zweite Differenziation die Differenzialgleichung der zweiten Orb 
(<+ Yyy)y" =0 
gibt, welche unmittelbar in zwei Factoren zerfällt, wovon der eine das 
meine, und der andere das finguläre integral der gegebenen Differe 
gleichung liefert. Diefes analytiihe Factum müſſen wir nun verallgemei 
und zeigen, daß man, wenn eine Differenzialgleichung der erflen 
finguläres Integral geftattet, fie immer unter eine folche Form bringen 
daß ihre Ableitung in zwei Factoren zerfällt, wovon der eine durch Elimi 
von y‘ vermittelt der gegebenen Gleichung das finguläre Integral gibt, 
rend der andere, welcher durch den aus dem allgemeinen Integrale abgelei 
und durch eine Function von x ausgedrückten Werth von y’ verfchwinven 
macht wird, nicht mehr für den aus dem fingulären Integrale abgelei 
Werth verfchwindet. 
Wird die Differenzialgleidgung: 
dEF JE 


— — ’=0 (a, 
in Beziehung auf a aufgelöft, fo gibt fie: 
a= w(x,,J'), 


und wenn man biefen Werth von a in die Gleichung (a) fubflituirt, fo iſt 
refultirende Gleichung: 
F(x, y,wo)=0 N, 


mit der Gleichung (f) in fo fern gleichheveutend, daß man, wenn fie nf 
übereinflimmen, von der einen zur andern übergeht, wenn man ven erfd 
Theil der erften Gleichung durch eine ſchicklich gewählte Function ver Ya 
— x, y, x“ multipliciet. Differenzirt man nun die Gleichung 6), | 
erhält man: 














dE dF_ dE /dv dw dw | 
— — yl —Ii_ — yl — va 

ar trnatt tr) 

und ferner ifl die Summe der beiden erften Glicher = 0, weil man für ı 
feinen aus der Gleihung (2“,) gezogenen Werth in die Function F fubfitek 
bat. Die Ableitung der Gleichung (j) reducixt ſich alfo auf: 


dF /dw dw dw 
— — _—yi UN — 
dw trat") 0 
und zerfällt in bie beiden Factoren: 
dF . 
Fri G 


_—_ — vl — j 

ix dy J dy? y0. G.) 
Die Gleichung (j,), welche von der zweiten Ordnung iſt, hat offenbar di 
Gleichung (j) zum Integrale der erflen Ordnung, und die Elimination we 
y' zwifchen den Gleichungen (1) und (j) findet flatt, wenn man «w zwiſche 
denfelben Gleichungen eliminirt, ober wenn man in der Gleichung (j), a fü 
o feßt, d. h. biete Elimination gibt das allgemeine Integral der gegebene 
Differenzialgleichung. 
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Ebenſo wird die Elimination von y’ zwifchen ben Gleichungen (i) und 
ichtet durch die Elimination von w zwilchen venfelben Gleichungen, 
die Elimination von a zwifchen der Gleihung (a) und ihrer Ab⸗ 
eziehung auf a. Sie führt folglih auf das finguläre Integral 
Differenzialgleihung, oder wenigftend auf die Gleichung einer 
Euren, welde die particulären Integrale derſelben aus⸗ 


Aus diefer Rechnung erhellet au, daß der aus dem fingulären Integrale 
geleitete Werth von y als Function von x der gegebenen Differenzialglei- 
Genüge leiftet; aber daß der daraus abgeleitete Werth von y“ der 
* (j,) nicht Genüge leiſtet, und folglich auch, daß die daraus ab⸗ 
leiteten Werthe von y, y, sc. die ſueceſſiven Ableitungen der gegebenen 
Merenzialgleichungen nicht verificiren. 
Wendet man diefe Analyfe auf die Gleichung (2) an, fo erhält man: 












dx 
waus ſich die Gleichung: 
x 2x x2 
va seen (8) 


gibt, welche nach der Fortfchaffung des Nenners y’2 mit ver Oleicjung (1) 
ereinftimmen würde. Die Differenziation der Gleihung (8) gibt: - 


y “d x x2y. 
retten 


9 * * 


er aus ber Stein y+ 7 = 0 abgeleitete und in die gegebene Dif- 
renzialgleichung ſubſtituirte Werth von y’ gibt das finguläre Sutegeal 
ı Ly2—r2—=0. Der andere Factor iſt die Ableitung ver Sunction — — in 


er vielmehr: 


esiehung auf x; bie Sutegration gibt folglich 7 — a, und wenn man ef 


zerth von y’ in bie gegebene Differenzialgleihung ſubſtituirt, fo erhält man 
e Gleichung (2) wieder. 


II. Singuläre Integrale der Differenzialgleichungen höherer Orpnungen. 
$. 482. Es fer: 


F(x, y‚y1,y%,...y9,a)=0 (K) 
n erfles Integral der Differenzialgleihung der (a 4 1)!" Drbnung: 
fx, y, y Y... I ya) 0, (k) 


o a die durch die integration eingeführte willfürliche Eonftante bezeichnet. 
zenn man a zwilchen den Gleichungen (K) und: 


——=0 (KN 
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eliminirt, fo Leiftet die reſultirende Gleichung: 
(X, y, 31, J",...K@)=0 

der Gleichung (k) ebenfalls Genüge und ift ein fiuguläres Inte 
ben, mit Ausnahme des Falles, wo der aus der Gleichung CK\F abgeleitete 
Werth von a fich unmittelbar, ober vermöge der Gleichung (x) auf sine Con 
ſtante reducirt, wie biefes bei ven Differenzialgleichungen ver erften 
näher erklärt iſt. 

Die Gleichung (k) dat u erfte Integrale der nien Ordnung, welde ma 
ausbrüden kann duch: 






















F (x, y13',3%,...79,a,)=0 
F,(x, y,y1,3%,...79,a,)=0 
F. (x, y, y1 7", ...79,.)=0. 


Wenn man nun die willfürlichen Eonftanten dieſer Integrale reſp. vermittelt 
der Ableitungen: 








da, = 

eliminirt, fo kommt man immer auf daſſelbe finguläre Integral. 
Um die Begriffe. zu firiren, wollen wir eine Differenzialgleichung be 

zweiten Orbnung: 
f(x,3,,1,3")=0 6) 


betrachten, deren vollflänniges Integral: 
Fix, y,a,2,)=0 (DE 
fei, wo a,, a, die durch die beiden fuccefliven Integrationen eingeführten Co N. 
flanten find. 
Nah der algemeinen Theorie erhält man die beiden Integrale der erſta 
Ordnung, wenn man abwechſelnd a, und a, zwiſchen wi, Gleihung (L) m 
ihrer Ableitung: . 


"= L! 
dx + dy 0, (L) . 
welche wir der Bequemlichkeit wegen durch: 
FG Vν)0— | (4: 


bezeichnen wollen, eliminirt. Diefe Elimination gibt: 
F&,yy'Va)=0, F,(x, yY7a,)=0, 

und alsdann erhält man die fingulären Integrale der erfien Ordnung, fen 

man bie Conſtanten a, und a, aus biefen Gleichungen vermittelft ver fi 

genden: 


dF, dF, 
— — — L 
da, 0, da, 0 (Lin 





eliminirt. 

Gefegt, wir wollten das durch F, gegebene finguläre " Integral erhalte 
fo Läuft die angeveutete Rechnung baranf hinaus, die Conflanten a,, a, jM 
hen den Gleichungen (L), (f) und ver Ableitung der Iebtern in Beziehen 
auf a, und a, nämlich: 
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(dem aber a, als eine durch die Gleichung (L) implicite beſtimmte Function 
on a, betrachtet wird, zu eliminiren. Man bat alfo: 
da 


o daß fih die Gleichung () in: 

4dEF df dF df _ | 

5 (fin) 
verwandelt. Das gefuchte finguläre Integral ergibt ſich alfo aus der Elimi- 
tation von a,, a, zwilchen den Gleihungen (L), (N, (M,,,), und da die 
este Gleichung durch die Vertauſchung der Indices nicht geändert wird, fo 
ft ver Sag bewiefen. Diefer Beweis Täßt ſich leicht anf Gleichungen von 
iner beliebigen Ordnung erftreden. 

Es fei 3. B. die Differenzialgleihung der zweiten Ordnung: 
Ayıya 


we — — y+1=0 (9) 
jegeben, deren vollfländiges Integral: 
2 2a,ytaix+a,=0 
ft, und deren beide Integrale der erfien Ordnung: 
F=x: — 2ay+e=0 (10) 


2x3 2 

f, =4x?(y— xy)? —Ala, — —) („— xy) +(e, — zer —0 
ind. u 
Die Gleichungen (L’,,,) verwandeln fi in: | 

⸗ 

* y —-A60 -ö 2%, —4r)=0, 
md durch Elimination erhält man: 

x? — B2=0, 40 — xy)? (x? — y?)=0. 

Die zweite Gleichung begreift die erfte in ſich, und bat Feine größere Allge⸗ 
neinbeit; denn wenn man den Factor — xy SO ſetzt, fo ergibt fih daran 
in Werth von“ y‘, welcher ber gegebenen Differenzialgleichung ver zweiten 
Ordnung fein Genüge leiftet. 


$. 483. Der Lehrfah im 6. 481 laͤßt fih Teicht auf die fingulären In⸗ 
tegrale der Differengialgleihungen von einer beliebigen Ordnung anwenden, 
Geſetzt, die gegebene Differenzialgleihung wäre von der zweiten Ordnung 
and würde durch die Gleichung (1) ausgebrädt, fo daß 
F,(x, yıy',2,)=0 (L,) 
ans ihrer Integrale der erflen Ordnung wäre, fo hätte man, wenn man ver- 
nittelſt der Gleichung: 
dF, , dF, ,,dE, ,_ 
art * 
velche: 
a, =w(x,y,y',y“) 


zibt, a, fortichaffte, vie Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 
F(&,y,3,w)=0, (w) 
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welche mit der gegebenen (1) identiſch ift, oder fih nun durch einen Yacter, 
welcher eine Yunction von x,y,y/,y” if, unterſcheidet. Andererſeits, were 


man a, vermittelft feines aus der Gleichung ni = 0 abgeleiteten Werthes 
1 


— 


aus der Gleichung (L,) fortſchafft, fo erhält man das finguläre Integral. 


Differenzirt man aber die Gleihung (w), indem man bie vermöge der Ole - 


hung (L!,) verfchwindenden Glieder hinwegläßt, fo erhält man: 
dor 


dF du do , | dw n uN— 
day \dx dy ! Fam? ran! =, 
und der übrige Theil des Beweiſes wird wie in dem angeführten 5 gefiührt. 
Hieraus folgt ebenfalls, daß der aus dem fingulären Integrale abgeleitete 
Werth von ) ald Function von x,y für y” einen Werth gıbt, welcher vie 
gegebene Differenzialgleichung verificirt; aber für y’', y", y”,2c. Werthe, welde 
den fucceffiven Ableitungen, der gegebenen Differenzialgleihung nicht genügen. 
Nimmt man für f=0OF,=0, bie Gleichungen (9) und (10), fo hat 


na vw = Er olglich: 


Fxyy,w)=x? — 


—+r— =, (11) 


ya y 2 


welche Gleichung mit (9) übereinſtimmte, wenn man alle Glieder verfelben 


mit — multiplieirte. Die Differenziation der Gleichung (11) gibt: 


y xyy x xꝛ2y — 0 
ya y’ı2 yar y“s 


X", C ) (1) —ı. 
y2 x y“ x 


Der aus der Gleichung: 


oder vielmehr: 


y y 1_ 


x “a 


abgeleitete, und in die Gleichung (11) fubflituirte Werth von y“ gibt das 


finguläre integral x? — y?—0. Andererſeits folgt aus der Differenzial- 


gleichung der dritten Orbnung: 


u 
vi _  _ 0, 
x 


wenn man integrirt m ‚, und wenn man biefen Werth in bie Gleichung 
(11) ſubſtituirt, fo erhält man das Integral (10) wieder. | 


$. 484. Die Differenzialgleihung (x) von der un Ordnung hat ein 
allgemeines Integral von der (n — U)ten Ordnung: 

Dex,yıy',yY,...yeD,c)— 0 (®) 

und da dieſes integral nicht blos der Gleichung (x), fondern auch allen ihren 

Ableitungen Genüge leiften muß; fo folgt, daß die Werte von yl), vi", 

welche aus der Gleihung (O) abgeleitet find, mit denen übereinftimmen, 
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(de man ans ver Gleichung (x) ableitet, and folglich Leiftet die Gleichung 
)) der gegebenen Gleichung (k) eben fo wohl Genüge, als vie Gleichung (x). 
Nehmen wir nun an, daß die Gleihung (x) ein fingulärcs Integral: 


Ux,yy13",...JD)—=0 (%) 
be, fo ergibt fih nah der Bemerkung im vorhergehenden $ barans ein 
erh für ylatDD, welcher nicht mit dem übereinflimmt, welchen bie Ableitung 
na (x) gibt, und folglich leiftet vie Gleichung (Y), welche als finguläres 
ıtegral der Gleichung (x) genügt, der gegebenen Gleichung (k), wovon (x) 
yon ein finguläres Integral ıft, Fein Genüge. 

Daffelbe läßt fih auch durch folgende Betrachtung , welche wir der Deut- 
heit wegen auf die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 


xy, 7) =0 (N) 
wenden wollen, darthun. 
Ihr finguläres Integral der erflen Orbnung: 

(,, ) - 0, (A) 
gibt fih, wie bereits bemerkt worden, aus der Elimination von a,, a, zwi⸗ 
ben den Gleichungen (L), (f) und (fun) 8 ſei u(x,y)=0 ein fingu- 
zes Integral von (A), jo behaupten wir, daß dieſes Integral nicht von der 
Heihung verfchieden ift, welche man erhielte, wenn man a,, a, zwilchen ber 
Heihung (L) und ihren Ableitungen: 


oo, Z=o (19) 


iminirte. Denn die fo erhaltene Gleichung genügt dem Syſteme der Glei- 
ungen (L), (U), (f,,,), und folglich der Gleichung (A), wovon fie das 
nguläre Integral iſt, weil fie Feine willfürliche Conſtante enthält. 

Nun muß man aber befanntlih, um bie Gleichung (1) zu erhalten, a,,a, 
viihen der Gleichung (L) und ihren Ableitungen der erften und zweiten Ord- 
ung, wobei a,, a, als Eonflanten behandelt werden, nämlich: 





dF dF 
d?F d?F d2F dF 
— — yl2 —vi=( UL” 


Iiminiven. Wenn a,, a, feine Conflanten mehr, fondern durch die Gleichun- 
m (L) ((L‘)) befiimmte unctionen von x,y find, fo wird der Gleichung 
L') noch genügt, aber der Gleichung (L“) nicht mehr, und folglih ber 
Heihung (MD) auch nicht. 


6. 485. As Beiſpiel wollen wir die Differenzialgleihung: 
(m Hl mn cuæꝝ 
ren zweites Integral: | 
— 2,x2 — 2,x — (a +22)=0, (13) 
ren Integrale der erſten Ordnung: 


— — — —— 


33 30 


. —595 (a, — y')? _ 
I — Io 


x? 
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find und deren finguläres Integral von derſelben Ordnung endlich: 
d+m)+5-(Z+)7=0 en) 


ift, betrachten. Wenn man diefe letzte Gleichung in Beziehung auf y' a 
löfet, fo wirb fie auf die Form: 


star __, fire (3) 
V'I6y + 4x2 +x! 

gebracht, woraus folgt, wenn man integrirt: 

V 16y + Ax? 4x = v1 +x — log.(V 1 +x?—xr)-+ec (Il 


Die Gleichung (16) Ieiftet der gegebenen Gleichung (12) Genüge; ah 
da fie nur eine willtürliche Conftante c enthält, und durch eine ſchickliche Ba 
der Conftanten a,, a, nit auf das allgemeine Integral (13) zurückgefüh 
werben kann, fo bildet fie noch ein finguläres Integral der gegebenen Ti 
ferenzialgleichung. 

Die Gleihung (14) kann felbft ein finguläres Integral haben, welche 
man vermittelfi der weiter oben angegebenen Methoden finden könnte, ah 
welches man einfacher beftimmt, wenn man die Gleichungen ((L‘)), ober 

1x2-23,=0, x-+2s,—=0 
bifvet. Werden die daraus abgeleiteten Werthe von a,, a, in die Glide 
(13) gefegt, jo kommt: 
16y-+-4x2? - x=0(, 


und diefe Teste Gleichung Leiftet offenbar den Gleichungen (14) oder (15) 
aber nicht der gegebenen (12) Genüge. 


$. 486. Die Gleihung (x) enthält im Allgemeinen die Ableitungen wm 
y bis zu y( incl.; aber ed kann auch geſchehen, daß y{) aus der Funds 
ꝙ verfchwindet, und alsdann ift dieſelbe Gleichung ein finguläres Jntege 
der (n — 1)" Ordnung der gegebenen Gleichung, und fie würde ein fing 
läres Integral von der (n — 2)" Ordnung fein, wenn y@- ebenfalls ad 
der Function ꝙ verſchwände, u. f. f. 
Es fei 3. B. die Differenzialgleihung der zweiten Ordnung: 
(xy — 1) (ay'? — yy + 2277")? — xy(y + ay')?y?=0 
gegeben, wovon eins ihrer vollſtändigen Integrale ber erflen Oromung di 
Gleichung: 
yy'? — 2a,xyy +a!x 0 (17) 
if. Das finguläre Integral der gegebenen Gleihung wird gebildet, wen 
man a, vermittelft der in Beziehung auf a, genommenen Ableitung ber ln 
hung (IT) aus diefer Gleichung fortſchafft. Diefe Rechnung gibt: 
y”ay—1)=0, 
woraus ſich die drei Auflöfungen: 
’_0,  =0, y—1=0 
ergeben, welche drei finguläre Integrale der gegebenen Differenzialgleigun 


find, nämlich die erftle von der erſten Ordnung, und die beiden andern al 
gebraifch oder von der Ordnung Null. 
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F. 487. Die Werthe von yl als Zunctionen von x,y,y/,...y1, 
welche die Gleichung (k) verificiren und die aus derfelben Gleichung (k) ab» 
eleitete Kunction: 

dyetı) 
yo (0) 


nendlich machen, find ſinguläre Integrale der gegebenen Gleichung von der 
tn Ordnung, und alle finguläre Integrale der m!“ Ordnung müffen die Ab« 
tung (n) unendlich mahen. Es müflen noch andere Bebingungen erfüllt 
wrden, wenn das finguläre Integral zufällig auf eine niedrigere Ordnung 
erabfinkt; allein wegen dieſer Unterfuchungen, welche außerhalb ver Grenzen 
ee Elemente lägen, müflen wir auf die Functionenrehnung von Ta- 
range, und insbefonvere auch auf eine Abhandlung von Poiſſon in dem 
3 Hefte des Journals der polgtechnifhen Schule zu Paris verweilen. 


Sünftes Kapitel. 


eometrifche Anwendungen der Theorie der Integration der Differens 
zialgleichungen mit zwei veränderlichen Größen. 


— — 


$. 488. In dieſem Kapitel wollen wir einige geometriſche Aufgaben be- 
:adhten, welche fi auf die Integration der Differenzialgleichungen mit zwei 
jeränderlichen beziehen, und zwar wollen wir zunächft die Curven beflimmen, 
eren Rrümmungshbalbmeffer der Normale proportional if 
* 172), welche Bedingung durch die Differenzialgleichung ver zweiten 
nung: Ä 


4 — — 
FH eV TH", 


der: 
1+y?=4+ky" (e) 

usgebrüdt wird, wo k ein conflantes Verhältnig bezeichnet und das obere 
ver umtere Zeichen genommen werden muß, je nachdem der Krümmungshalb- 
effer —* dem Sinne der Normale, ober nach entgegengeſetztem Sinne ge- 
het i 

Die Gleichung (a) ift eine Yon denen, worin die unabhängige Veraͤnder⸗ 
he nicht vorkommt ($. A651), und laßt fi auf die Form: 


—_, di _ dy’ 
+r=srkyn =rky 3y 


ingen, woraus folgt: 
dy _ — _ky'dy’ 
y 'Tfym' 
d wenn man zweimal hinter einander integrirt: 
Coſurnot, Theorie der Functionen ac. 32 
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—1 _. 
— 42 +7 1-7 OR-ı 
y=bi-+y?) °, y „= r 


= di —9— 
Yo \ 


Die angedeutete Duabratur Tat fih für die beiden Wertfe k=1, k=} 
unter endlicher Form verrichten. Es fei zuerſt k=1, fo hat man, wen 
man das obere Zeichen nimmt: 








wi [IT ___vVvoy, 
1% b?2 — y? 


die Gleichung eines Kreifes von einem beliebigen Halbmefler, veffen Mi 
punft auf der Are ber x liegt. Es ift in ver That einleuchtend, daß für 
einen fo liegenden Kreis die Normale der Größe und Richtung nach mit bemi 
a naehalimuefie: zuſammenfaͤllt. Wenn man das untere Zeichen nimm, 
o bat mean: 





bay EB), 


x — | — blog. m 


Vy _ b2 





folglich: 
— — 2 
„tYp_-B=bet, 


welches die Gleichung der Rettenlinie ift (6. 384). Wenn man k=2 fehl, 
und das obere Zeichen nimmt, fo gibt die Gleichung (b): 


ff on 


welches die Gleichung einer Cyeloide iſt, deren Baſis die Are der x if, usb 
deren Erzeugungsfreis einen Halbmefler = 1b hat, und in der That wifles 
wir bereitd aus 6. 198, dag der Krümmungshalbmefler einer fo liegenden 
— das Doppelte der Normale und nach demſelben Sinne, wie fie, ge» 
richtet iſt. 

Wenn man das untere Zeichen nimmt, jo erhält man: 








ws =Vvı LI _-2VYh), 
y—b 
die Gleichung einer Parabel, deren Are auf der Are der x fenkrecht if, unb 


deren Scheitel in dem Punkte x=a,y=b liegt. 


648% Wenn der Krüämmungshalbmeffer der gefuchten Eure dem re 
* Werthe der Abseiſſe proportional fern ſollte, fo wäre die Gleichnng 
er Aufgabe: 


— dt _ 





‘ 
-, oder xdx + kdy 


y“ Far 
und wenn man integrirt: 
| 2 
ler _, dy=+ (= ad 





vYitm VE ten 
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2 
Mir fonnen die Conſtante c mit — b2, die Conſtante k mit — eich» 


m, fo daß der Ausbrud homogen wird, und endlich die Buchſtaben x,y mit 
mander vertaufhen, wodurd vie vorhergehende Gleihung mit der en der 
Heihungen (12) im 6. 387 iventifh wird. Die Eurve, welche die fragliche 
igenfchaft bat, iſt alfo die, welche wir in dem angeführten $ gerade wegen 
* jest dur eine Gleichung ausgedrüdten Eigenfchaft die elaftifche Eurve 
mannt haben. 


6. 490. Wir wollen nun eine Curve von folcher Beſchaffenheit fuchen, 
iß das Product der aus zwei gegebenen Punkten auf jede Tan- 
:nte biefer Curve gefällten Perpendikel conftant if. Die Ber 
adungslinie der beiden gegebenen Punkte wollen wir zur Are der x, und bie 
Kite ihrer gegenfeitigen Entfernungen zum Anfangspunfte der Coordinaten 
men. Bezeichnen wir alsdann bie gegenfeitige Entfernung der beiden 
mfte mit 2c, und das Product der beiden Perpendifel mit b?, fo hat man 
ch den Bedingungen der Aufgabe die Differenzialgleichnng: 

(y—xy)? —o2yl2 _ 
1 Syn —* beꝛ, (e) 
d man muß das obere, oder das untere Zeichen nehmen, je nachdem die 
iden Punkte, von welchen die Perpendikel ausgehen, auf derſelben Seite 
e Tangente liegen, ober nicht. Die vorhergehende Gleichung kann auf bie 
wm: 


yı' +Yy' (Y) 
bracht werben, und man hat: 
= Y (62 +b2)yl2 +b2, 
ifferenzirt man nad) der im $. 448 für Gleichungen biefer Form angegebenen 
tethobe, fo findet man: 








(ce? + b2)y‘ — 
dy! — N 120, 
tee] 
d folglich iſt: 
dv’ —0 (e’,) 
x — (e + b2)y‘ 0. (ei) 


V (ce? Hb2)yla Ebr 
ean man y’ zwiſchen ven Gleichungen (c) und (e’,) eliminirt, fo erhält 
m das finguläre Integral der erften dieſer Gleichungen. Um die Elimina⸗ 
x bequem verrichten zu fünnen, bringt man diefe Gleichungen auf die Form: 
y—„z=y(etbyp2 tb, 
ri __VarnpEr, ci) 
X 

raus folgt, wenn man die Wurzelgröße eliminirt, und zum Quadrate 
ebt: * 
[x? — (e Hb2)je 
e Gleichung (1) gibt auch, wenn man beive Theile zum Quadrat erhebt: 
32° 


y’? in 
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_ b!x2 

BEIGE TOTTERGETOE 
und wenn man biefe beiden Werthe von y’2 einander gleich ſetzt, fo e 
man nach der Hinweglaſſung der gemeinſchaftlichen Factoren: 

y2(c2 +b2)+b2x2 —+b2(e2 +b?). 
Se nachdem man die oberen oder unteren Zeichen nimmt, gehört diefe Gleid 
einer Ellipſe oder einer Hyperbel an, veren beide Brennpunkte bie beiden 
gebenen Punkte find, von welchen die Perpendikel auf die Tangente gı 
werden, und 2b ift die Fleine Are der Ellipfe, oder die zweite Are der 
perbel. 

Das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialgleichung wir 
halten, wenn man in biefe Gleichung den durch die Gleichung (e',) gegeb 
Werth y‘ — const. fubflituirt. Dieles allgemeine Integral iſt die —* 
eines Syſtemes von geraden Linien, welche die gefuchte Ellipſe oder Hyp 
berübren. Dffenbar genügen dieſe geraden Linien der Bebingung ver Auf 
in mathematifcher Allgemeinheit; allein die einzige Auflöfung, welche man t 
den Ausdruck derfelben hat erhalten fünmen, wird durch das finguläre Jatı 
gegeben, und diefelbe Bemerkung ift auf jede geometrifche Aufgabe anwen! 
welche auf die Beftimmung einer Eurve durch eine Differenzialgleichung 
der Form (Y) führt. 

$. 491. Eine Differenzialgleihung von der Form: 

Yyi+ym=fs+yy) | 
drückt eine Relation zwifchen der Normale und der Entfernung des Anfı 


punftes von dem Punkte, wo die Normale die Are der Abseiſſen trifft, 
Durch Differenziation erhält man: 


ya 











42 N y’ — #4 4 — 
A+y?+97 — — Ke+3n)]| =0, 
woraus ſich die beiden Auflöfungen: 
1-”+y"=0 (d 
| 
FE * — f(x+y)=0 (« 
ergeben. Aus der erften folgt: 
ı-yyY=a, | 


wo a eine willfürlihe Conftante bezeichnet, und wenn man den fi da 
ergebenven Werth von y’ ın die gegebene Gleichung fubftituirt; fo erhält 
das allgemeine Integral: 
Visa typ, 

welches die Gleichung einer Reihe von Kreiſen ift, deren Mittelpunkte ax 
Are der x liegen, und deren Halbmefler zu den Entfernungen der Mitteln 
vom Anfangspunfte der Coorbinaten in der durch das Zeichen f angeben 
Relation ſtehen. Dffenbar Ieiftet die Umſchließungscurve aller viejer 9 
der geometrifchen Aufgabe Genüge, welde darin befteht: eine Curve 
mittelft der durh die gegebene Differenzialgleihung an 
dbrüdten Relation zu beflimmen. Die Gleihung der Umfchliegungs 
tft genau das finguläre Integral, welches ſich aus der Climination vı 
zwiſchen den Gleichungen (d), (d’,) ergibt, oder was wegen der Glei 
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) auf daffelbe hinausläuft, die Gleichung, welche aus der Elimination von 
wijchen der Gleichung (3) und ihrer Ableitung in Beziehung auf a, namlich: 


— — fa=0 


Ve-ai+y 








vorgeht. 


$. 492. Da die Coorbinaten &, 7 des Rrämmungsmittelpunftes einer 
men Curve durch die Formeln: 
— y(ii+y'%) _ 1+ y” 
= Part 
ee werben ($. 190), fo müflen, wenu man bie Gleichung ver Evolute 


plE, »)=0, der nm =f$ (N 
Soräct, die Eoorbinaten x,y ihrer Evolventen der Differenzialgleichung ver 
eiten Dronung: 


1 ı2 “4 ‘2 
+4 =, 2862] (a) 
zägen. Um biefe Gleichung zu integriren, bifferenzirt man fle zuvdrderſt in 


ziehung auf die unabhängige Beränberlihe x, und man fieht, daß die ab- 
eitete Gleichung die Form: 


—* 
nehmen kann, fo daß fie in u beiden Yun 


4 42 
„= —— )_, 








Hure): I+yP[x U: 2]}=0 


y“ 


(a,) 
ER (2,) 
y“ 
fällt. 
Das Integral der erften ift: 
+ — =b, () 
‚ b eine willfärlide Conftante bezeichnet, und folglich hat [man nad der 
eihung (a) au: n 
— nl ie =a (e) 
fern die neue Eonflante a mit b buch die Relation: 
b=fa (d) 


bunden iſt. 
Die Gleichungen (b) und (e) geben: 
x—a4+(y—by'= 
vaus fich durch eine neue Integration ergibt: 
(— a)? + (y—b)? —e. (e) 
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Diefe Iebte Gleichung, welche zwei willfürliche Conſtanten a, c und eine dı 
mit a durch die Gleichung (d) verbundene Conftante b enthält, ıft folglich | 
vollftändige Integral der Gleichung (a). Dieſes vollftändige Integral dr 
offenbar irgend einen der Dsculationsfreife einer beliebigen der Evolven 
der gegebenen Curve (f), oder vielmehr das Syſtem aller diefer DSculatıo 


freife aus. 
42 
Eliminirt man nun die Große 11T” zwifchen ben Gleichungen (a) 


(a,), was als möglih angenommen wird, wenn die Function f gegeben 
fo erhält man eine Gleichung mit x,y,y‘, welche ein erftes finguläres Jnteg 
der Gleihung (a) if, Dur eine neue Integration wird eine willfürli 
Eonftante h eingeführt, und man hat die Gleihung der Evolventen der 
gebenen Curven zwiſchen x,y,b, welche in der That nur eine einzige willf 
liche Eonftante enthalten muß, weil der Verlauf jeder Evolvente beftimmt 
wenn man die Länge ihres Krüämmungshalbmeflers für einen, einem gegebeı 
Punkte ver Evolnte entfprechenden Punkt verfelben willkürlich angenommen $ 
Jede Evolvente ift die Berührungslinie einer Reihe in der Ausdehnung ! 
allgemeinen Integrales Ce) enthaltener Kreife, und fie geht fogar mit jed 
bieten Kreife eine Berührung der zweiten Ordnung ein. 

Die Ableitung der Gleihung ver Evolvente läuft vermittelt der Formel 


doe= vae + 4? 

(E— 2)d54+ (m — y)dy= ode 

E—)d; — (m — do, 
worin 0 den Krüämmungshalbmefler der Evolvente bezeichnet, und wonon d 
beiden erften im F. 191 abgeleitet find, während ſich bie britte offenbar de 
aus ergibt, daß der Krümmungshalbmeſſer der Evolvente Tangente der Evolu 
ift, auf eine einfache Duadratur hinaus. Aus diefen Gleichungen folgt: 

e=h+sVırırdr A 


Eu HSV IHR a 
me 7 = — — 


p viıtoes? 
d Vılıpen. 5 
7 —y ober Eye HS 1 Hs eiln, 
0 virefs 


Wenn die Function f partienlarifirt und die in dem Ausbrude von o am 
deutete Duadratur verrichtet ift, fo braucht man nur & zwifchen diefen beit 
legten Gleichungen zu eliminiren, um die Gleichung der Evolventen mit sıJı 
zu erhalten. Mit andern Worten, vie Beftimmung ver Oleichung der Eve 
venten iſt einzig und allein von ber Nectification der Evolute abhängig, W 
diefes nach der charakteriftifchen Eigenſchaft der Evoluten der Fall fein muf. 


$. 493, Aus $. 284 folgt, daß das Syſtem der Projectionen der Kril 
mungslinien einer frummen Fläche auf eine der Coorbinatenebenen vurd N 
Jutegration einer allen dieſen Projectionen gemeinfchaftlihen Differemi 
gleihung (Ci) erhalten wird. Nimmt man 3. B. das Ellipſoid mit drei m 
gleichen Aren: | 
x? y2 2? 
| aruramb 
fo ift die Differenziafgleihung der Projectionen ver Krümmungsélinien anf N 
Ebene der xy: 
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Axyy'? 4 (x? — Ay? — By’ — xıy 0, (e) 
ı der Kürze wegen: 
a2(b? — c?) _ A a2(22 — b?) 
b2(a2 — c2) mr ma 
jegt if. Differenzirt man die Gleichung Ce), fo erhält man nad verrich- 
er Reduction: 
(24xyy + x? — Ay? —B)yo + (Ay HI) YO, 
d wenn man für das Polynom x? — Ay? — B feinen aus ber Gleichung 
) gezogenen Werth fett, fo nimmt die vorhergehende Gleichung die Fotm an: 


Ay’? +1 
( I) ayy + yYay - YI=9, 
zraus fi) die beiden Auflöfungen : 


sy’ +-yay—y)=0 (e,) 
ati = 0 (e,) 








geben. 
Befchäftigen wir und zunächfl mit der erflen, welche gibt: 


— 
Ltr A-0, 


id wenn man zweimal hinter einander integrirt: 


= ‚y=a (4) 
PP =aoxrı +ß, (5) 


tan hätte fich der zweiten Integration überbeben, und nach der in andern 
ilfen befolgten Methode y“ zwifchen den Gleichungen (e) und (4) eliminiren 
nnen. Durch diefe Rechnung erhält man: | 


Axta? + (x? — Ay —B)a — y?=0, (6) 
d wenn man das Nefultat mit der Gfeihärg (5) vergleicht, fo ergibt ſich: 
— Ba __ _ a2b2(22 — b2)a 
P=—, HET 0 a2(b? — c2)a + b?2(a2 — c2)’ ) 


ein man kann die Eonftante 4 der Kürze wegen hinweglaſſen. 
Es. ſei (x,,Yor2,) ein Punkt des Ellipſoides, durch welchen eine beftimmte 

ünmungslinie gehen muß, fo gibt die Gleichung (6): 

_ {Ay} -B)tVY Ay — Br) + Aarıyt 

— 2Ax} B 


& 


(8) 


ke wollen nun aunchmen, daß: 

a>b>c 
‚ fo daß die Conftanten A, B pofitio werden, fo find bie beiden durch bie 
leichung (8) gegebenen Werthe von a reell und von entgegengeſetztem Zeichen; 
m pofitiven Werthe von « entfpricht vermöge der Gleichung (7) ein negativer 
zerth von 3, und dem negativen Werthe von a entipricht ein pofitiver Werth 
mn PD, denn es ift: 


%x!(Aa+1)=x2+Ay} +B— V (x3 — Ay; — B)? + 4Axiy} 
=x} Ay +B—V (stay +Br 4b, (i 
fo daß der in dem Ausbrude von 2 vorkommende Nenner Aa 4-1 für 
negativen Werthe von a pofitiv bleibt. Hieraus folgt, daß die Projectio 
der beiden Krümmungslinien, welche fi auf dem Ellipſoide im Punfte x,,y, 
rechtwinklig durdfchneiden, auf der Ebene ber xy eine auf venfelben Mi 
punkt und auf dieſelben Aren bezogene Ellipſe und Hyperbel find, indem 
Queraxen der Hpperbel mit der Are der x zufammenfält. Wenn man 


möge biefer Bemerkung = —8:,8=+n? fett, fo find die Groͤßen 
immer veell, bie doppelte Reihe der Projectionen der Krümmungslinien 
mit der doppelten Reihe ver burch die Gleichung 

x? y2 _ 

8 
gegebenen Ellipſen und Hyperbeln zufammen, und die Linien &, 7, ober 
Halbaren diefer Eurven find durch die Gleichung (T) mit einander verbun 


| welche ſich in: 


®. 


a2 — c2 b2 — c2 
FE en 
: verwandelt, und welche man vermittelt einer Hyperbel oder Eflipfe 
firuiren Tann. 
$. 494. Betrachten wir zuerſt die Hülfshyperbel: 
a? — c? B_ b? — c2 124 
a2(a2— b2) b2(a2 — ba) 7 — 


deren Eonftruction die Reihe der Krümmungslinien, deren elliptifche Projer 
nen in der Gleichung: 


V— 
arm Ä 
enthalten find, beftimmt, Die Größe 5? kann von dem Werthe: 
a?(a2 —b2) 
a? — c? ( 


bi8 ins Unendlihe wachſen, und die correfpondirenden Werthe von n? 
reip. 0, ©. Nach der Vorausſetzung über die Größenfolge der Tinie a, 
it immer 72 < 852 und die große Are aller elliptifchen Projectionen Tieg 
der Are der x (Fig. IN. Die Ellipfe verwandelt fi in eine gerade \ 
und fällt mit biefer Are der x genau zufammen, wenn man n2 —0 
Sie fällt mit dem Durchſchnitte des Ellipſoides vermittelft der Ebene ter 
zufammen, wenn man 72 —=b2, folglid 52 —a: fegt. Für größere Wi 
von n? find die burh die Gleihung (f,) gegebenen Ellipfen zwar in 
reell; aber gehören nicht zu den Krümmungslinien des Ellipſoides. 
Betrachten wir nur die Hülfsellipfe: 
a? _—_c2 x, b2 — ce? , 
2a + ae)! 
deren Conftruction die Reihe der Krümmungslinien mit byperbolifchen 
iechonen; 
® 
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x? y? — 

eur ine ch.) 
beſtinmt. Die Größe &2 Tann von Null bis zu dem Werthe (g) wachen, 
vährend 7? von dem Werthe: 

b2(a? —b2) 

b?2 — e2 
is zu Null abnimmt. Die Hyperbel (f,) fällt an der erflen Grenze mit der 
se der y und an ber zweiten mit der Are der x zufammen. 
Aus diefer doppelten Conftruction folgt, daß alle elliptifchen und hyper⸗ 

liſchen Projectionslinien ihre Concavität gegen die beiden auf der Are der 
liegenden Punkte zu fahren, deren Absciffen: 


entf SE (bh) 


id, und weldhe die Projectionen der vier Stabelpunfte des Ellipſoides 
. 283) auf die Ebene der xy find, 

Wir hätten nun noch die durch die Gleichung (e,) gegebenen Auflöfungen 
; unterfuchen; aber da’ der Coefficient A pofitio ımd nach der Vorausſetzung 
r Factor Ay? 41=0if, fo würde Feine reelle Auflöfung flattfinden kön⸗ 


n, und die Verbindung der Gleichung Z = 0 mit (eo) würbe die ſchon er⸗ 
ütene Auflöfung x = 0 wieber geben. 


$. 495. Wenn man a <b< geſetzt hätte, fo wären die Eoefficien- 
n A, B immer pofitio geblieben, und ed wäre an der vorhergehenden Unter⸗ 
(hung weiter nichts geändert, als daß man die nach der Are der y geridh- 
ten großen Aren der elliptifchen Projectionen gefunden hätte. 

Es fommt alfo nur noch darauf an, die Projectionen der Krümmungs- 
nen auf der Ebene zu conftruiren, welche die größte und kleinſte Are des 
llipſoides enthält, und in der Vorausſetzung: 


a>c>b 
e Ebene der xy wird. Der Eoefficient B bleibt poſitiv; aber da ver Coef⸗ 
ent A negativ wird, jo folgt aus der Gleichung (8), daß die beiden Werthe 
r Conſtante & immer daflelbe Zeichen haben. Wir behaupten ferner, daß 
: beide negativ find, fo daß bie Ungleichheit: 
x? — Ay? — B< 0 
ttfindet, oder, wenn man die Werthe von A, B fubflituirt: 


x? a? — c? y ec? — b?2 
1. I, <1. 


r aber der Punkt (x,, Yo, 20) der Oberfläche des Eflipfoides angehört, 
olgt: 





x2 y2 
0 0) 
2 <t 


0 das Zeichen < den Kall der Gleichheit nicht ausfchliegt) und wenn biefe 
gleichheit erfüllt wird, fo wird es bie vorhergehende um fo mehr, benn die 
rhältniffe: 

a? — c? ce? — b2 


aa — b2’ a2 _ pa 
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find nach der Borausfegung in Beziehung auf die Größenfolge der Linien 
a, b, c feiner, als die Einheit. Herner ift vermöge der Gleihung (7) und 
der Zeichen von A, B, a die Eonflante 8 immer pofitiv. Man kann alfo 


= — &:, 8 =n? feßen, fo daß die doppelte Reihe der Krüänmungelinien 


mit der Reihe von Eflipfen zufanmenfällt, welhe man erhält, wenn man in 
der Gleichung: 


2 2 
Ä 4*6 ) 
die Parameter &, 7, welche ſelbſt die Coordinaten einer Hülféellipſe: 
a? — c? ec? — b2 — 
a?(a? _b2) + bad)? — 1 (10) 


find, variiren läßt. 
Der Parameter &3 varürt zwiſchen den Grenzen: 


a?(a?2 — b2) 
0, ua! 

während 72 zwiſchen den Brenzen: 
b2(a2 — b2) o 


—— ——— 
variirt. Wenn man 52 * 0 ſetzt, fo fallt vie Ellipſe (7,) mit der Are der 
2262. 
— if 
© 
Sie wird ein Kreis, wem &2 diefen Werth erreiht, wird dann für größer 
MWerthe von &? in dem Sinne der x länglid, fällt mit dem Durchfehnitte des 
Eilipfoives mit der Ebene xy zufammen, wenn &? = a2 ift, wird immer 
änglicher und fällt zulegt mit der Are der x zufammen, wenn &2 feine obere 
Örenze erreicht, oder wenn 72 verfchwindet (Fig. 98). 
Es bleibt nun noch die durch die Gleichung: 
Ay’? + 1 — 9 
gegebene ſingulaͤre Aufldſung, welche wegen des negativen Zeichens yon A 
reell iſt, zu betrachten übrig. Wird der daraus abgeleitete Werth von y ia 
die Gleihung (e) fubftituirt, fo erhält man: 


b2(a? — c2)x2 + 2ab 2/ (a2 —c2)(c2 —b2). xy +a2(c? — b2)y2 
= a?b?(a? —b2), 
und dieſe legte Gleichung zerfällt in die beiden folgenden: 
Va —-c.xtaV a —bieyo abV a? —b2 
Va _o2 .xtıV oo — b2 yz—aV 2. —b:, 
welche vier durch die Scheitel der Hülfselkipfe (10) gehende gerade Linien 
ausvrüden. Nah der Theorie der fingulären Integrale müffen dieſe vier 
geraden Linien afle durch die Gleichung (f,) gegebene Ellipfen berühren, wie 
man fih überzeugen fann, wenn man die Gleichung (10) berüdfichtigt, welche 
nur einen der Parameter S, 7 willkürlich läßt. 


Da der Durchſchnitt des Ellipfoides mit der Ebene der xy eine der 
Krummungslinien ift, fo berührt er bie eben beftimmten vier geraden Linien 


y zufammen, und iſt in dem Sinne der y länglih, fo lange 5? < 
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im vier Punkten 0,0‘, 0”, 0, welche genau die Stabelpunfte der frummen 
Fläche find. Denn für die Absciſſen diefer Punkte findet man: 


2 __c?2 
ty 2, 
— a2 —b2 
und in dieſer Formel bezeichnet b bie kleinſte, und c die mittlere Are des 
Ellipſoides, fo daß fie mit der Formel (h) übereinftimmte, wenn man durch 
b die mittlere und durch c bie Heinfte Are bezeichnete, welche Bedeutung biefe 
Buchſtaben in der Gleichung (h) in der That haben. 


Die Auflöfung m — 0 würde nur die particulären Auflöfungen x = 0, 


y=0 wieber geben. 

Die elegante Conftruction der Krümmungslinien des Ellipfoides rührt von 
Monge her, und Leroy hat eine Verbeflerung daran angebraht, indem er 
den hen Aay’2--1 in Rechnung bringt, um bie finguläre Auflöfung direct 
ju erhalten. 


$. 496. Im g. 277 fagten wir, daß man es als für fich Elar annehmen 
fonne, dag die Rugelflädhe die einzige krumme Fläche iſt, für deren ſaͤmmiliche 
Punkte die beiden Krümmungshalbmeffer einander gleich und nach demſelben 
Sinne gerichtet find. Um aber über dieſen wichtigen Theil der Theorie der 
kummen Flächen nichts Wefentliches zu wünfchen übrig zu laſſen, wollen wir 
ven Beweis des eben erwähnten Sades hier mittheilen. 

Die beiden partiellen Differenzialgleichungen, welche für alle Punkte der 
in Rede ftehenden krummen Fläche erfüllt werden müffen, find ($. 282): 

(14 4ꝰ) —pe=0, (1-- pꝛ)js —pıer=l, 

welche auch anf folgende Form gebracht werben können 


Murrer)) _g —E——— 


Bei der uten ion muß man ſtatt der vinigen Conſtanten eine will· 
kürliche Function der andern unabhängigen Veränberkihen, in Beziehung auf 
welche nicht integrirt wird, feßen, und auf biefe Weiſe erhält man: 


p=px-Y1i+-pP+gQ, q=ety- /Yi1i+P+9ı 
woraus folgt: 

— — — 4 — — 

VI—(gH? — y? vi? —(py? 
ko ꝙx · dx - V- dy 
vi (ge? — (py)? 
aber die Gleichung jeder Trummen Fläche muß der Bedingung der Integra- 
ität: 





—A he ir all 

5*3 folglich: px 
genügen, und dieſe letzte Gleichung muß identiſch fein, d. h. für alle Werthe 
von x und y ſtattfinden. Man muß folglich Haben: 
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1 1 
y'x = k ] —— — k N 
wo 2 eine willfürliche Conflante bezeichnet. Hieraus ergibt fich durch ter 
ration: 





ko (x— a)dx + (y— b)dy 
VR-G@=ae ge): 
und wenn man nochmals integrirt, jo erhält man: 
z—-c=— [kt _—Ix— a)? — (y—b), 


bie Gleichung einer Kugel, deren Halbmefjer und Mittelpunftscoorbinaten wil- 
kuͤrlich find. 


$. 497. Aus 6. 126 wiffen wir, daß die Pirojectionen der Nivear⸗ 
Iinien ımb der Linien des ſtärkſten Falles oder des ſtärkſten Ab⸗ 
hanges einer frummen Fläche auf vie Ebene der xy durch die partiellen Dif- 
ferenzialgleichungen: 
ptay'=0, p—qa=0 
ansgedrücdt werben. Wenn nun eine Familie frummer Oberflächen durch eine 


partielle Differenztalgleichung von der Form fl x, y, 2) = 0 &arafterifirt wird, 


fo it f(x, y‚,y)=0 die Differenzialgleichung der Linien des flärkften Falles 
für alle Flächen diefer Familie. 

Da 3. B. die Rotationsoberflähen um die Are der = durch die partiele 
Differenzialgleihung py = qx haraterifirt werben ($. 254), fo it xy’ =y 
folglich y=cx, wo c eine willfürliche Conftante bezeichnet, die Gleichung ber 
Linien des flärfften Falles, und in der That fallen diefe Linien mit den Me 
ridiancurven der Oberfläche zufammen, welche ſich nach geraden durch den 
Anfangspunft gehenden Linien auf die Ebene der xy projiciren. 

Ebenſo ift für die geraden conoivifchen Flächen ($. 253), deren partielle 
Differenzialgleihung px = — qy ift, die Differenzialgleihung der Brojectionen 
ber Linien des ftärkften Falles yy — — x, folgid x + y?=c2, d. h. die 
Linien des flärffien Falles ver läcen diefer Familie projiciren fich auf bie 
Ebene der xy nach Kreifen, deren Mittelpunkt der Anfangspunft der Eoorbi- 
naten iſt, wie ſich daraus ergibt, daß alle Niveaulinien durch die Are vers 
gehende gerabe Linien find. 


$. 498. Die Riveaulinien des Ellipfoives : 
x? y? 22 — 
745455 


projiciren ſich auf die Ebene der xy nach concentriſchen und ähnlichen Ellipſen, 
welche durch die Gleichung: 


x "or: 
al b2 


() 
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ansgebrüdt werben, indem fi der Parameter zwifchen Null und ber Einheit 
ändern fann. Die Differenzialgleihung der Projectionen der Linien des ſtaͤrk⸗ 
ten Falles nimmt die Form: 
a?dx _ b2dy 
x 0 y 
an, woraus folgt, wenn y eine willkürliche Conflante bezeichnet: 
»—nt, (k) 
Wenn die Aren a, b commenfurabel find, fo werben bie Rinien des flärf- 
fen Falles algebraifche Curven, und im entgegengefeßten Falle find es trans⸗ 
cendente Eurven. 
Es fei (X,, Jg, 2,) ein Punkt des Ellipſoides, durch welchen man eine 
tinie des flärkfien Falles Iegen will, fo verwandelt fih die Gleichung Lk) in: 


———— 


md was für rationale oder irrationale Werthe man auch den Exponenten a2, b? 
beilegen mag, fo ift die Curve doch für alle Werte von x,y ftetig, welde 
refp. diefelben Zeichen haben, als x,, y.. Mit andern Worten, wenn wir 
ms das Ellipſoid durch bie auf einander fenfrechten Ebenen der xz uno yz in 
vier ſymmetriſche Regionen getheilt denken, fo erfährt die Curve Feine Unter- 
brechung der Stetigfeit, fo lange fie nicht aus der Region heraustritt, welcher 
ver Punkt x,,yo,z, angehört. In dem Scheitel des Ellipſoides berührt fie 


bie Ebene der xz, oder die der yz, je nachdem a? Ze iſt, und fie ver- 


einigt ſich dafelbft mit allen in einer der drei übrigen Regionen des Ellipſoides, 
oder felbft in der Region, worin ſich der Punkt (x,,Yor zu) bereits befindet, 
beliebig conftruirten Linien des flärkften Falles, 

In dem befondern Kalle, wo die Zahlen a?, b2 commenfurabel find, fann 
won ber Einfachheit wegen für dieſe Zahlen ihnen proportionale ganze Zahlen 
a,n, welde prim unter fih find, ſetzen, was auf die Multiplication der 
Gleichungen Ci), Ci’) durch einen conflanten Factor hinausläuft. Alsdann kann 
die algebraifch gewordene Niveaulinie ſich nicht im Scheitel des Ellipſoides 
fließen, und fie bilvet algebraifh nur eine und biefelbe Curve mit einer 
andern Linie des flärkiten Kalles, fo daß bie Projection ver vollftändigen Curve 
auf die Ebene der xy eine der in Fig. 99, 100 und 101 angegebenen Ge— 
falten Hat. Wenn man m > n oder a? > b2 annimmt, wodurch die Allge- 
meinheit der Eonftruction nicht beeinträchtigt wird, fo entipricht die Fig. 99 
dem Falle, wo m ungerade und n gerade ift, vie Fig. 100 dem Falle, wo 
m gerade und m ungerabe ift, und die Fig. 101 dem Kalle, worin m und un 
beide ungerade Zahlen find. Nun ift aber einleuchtend, daß vie Commenfu- 
rabilität der Zahlen a2, b2 oder m, n und die arithmetifche Eigenfchaft, daß 
fie gerade oder ungerade Zahlen find, nichts an ben geometriſchen Bedingun⸗ 
gen der Aufgabe verändern, welche darin beſteht, auf einem Ellipſoide Linien 
des flärkfien Falles, oder auf einer Ebene Curven zu befchreiben, welde auf 
einer Reihe concentrifcher und ähnlicher Ellipfen fenfrecht find. Es würde für 
die plögliche Veränderung der Form der Linien des flärfften Falles, ober ihrer 
Projectionen fein geometrifher Grund vorhanden fein, wenn fie 3. DB. im 
Scheitel des Ellipfoides over im Anfangspunkte der Coordinaten eine Yuflerion 
fatt einer Rückkehr erführen, und zwar vermöge einer beliebig Heinen Ver⸗ 


änderung des Berhältniffes — , welches das Verhältniß der Quadrate zweier 
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Halbaxen dts Eflipfoides if. Es erheflet alfo, daß der Zufammenfang zur” 


ſchen je zwei von dem Scheitel ausgehenden Krümmungslinien in dem Gebe. 


der Commenfurabilität des Verhältniſſes — ein rein algebraifches Factum, eine: ' 


Folgerung aus ver Regel der Zeichen ift, wofür fih aus der Natur der A- 
gabe fein Grund angeben laßt, und welde feinem geometrifchen Yactım 
entſpricht. 

— Dieſe Bemerkungen waren nothwendig zur Bevonflänbigung bes biöher 
und namentlich des im Bud 4 Kapitel A uber die Natur des Connexes zwi⸗ 
ſchen der Geometrie und Algebra Gefagten. 


6. 499. Der Fall der krummen Fläche im Punkte (x, y,=) wird mad 


6. 126 dur die Wurzelgröße: V'’p + q? gemeffen, welche fih für das 
Ellipſoid in: 


z at 
verwandelt. Auf derfelben Niveaulinie entfpricht folglich der größte und Fleinfle 
Fall dem größten und Heinften Werthe der Function: 

x?  y2 

ar b* ' ⸗ 


welche ſich vermöge der Gleichung (i) in: 


verwandelt. Wir wollen, um die Begriffe zu fixiren, a > b annehmen, fo 
entfpricht da6 Marimum der Function z— 0 und dag Minimum x — a oder 
v=0. Folglich iſt der Durchſchnitt des Ellipſoides mit der Ebene, welde 
die verticale Are und die Fleinfte der beiden horizontalen Aren enthält, vie 
Linie des flärfften Falles, worauf der Fall für dieſelbe Verticalhöhe am größ- 
ten ift, ober in ber geometrifchen Sprache, diefe Linie entfpriht einem maxk- . 
mum maximorum. Dagegen ift der Durdfchnitt des Ellipſoides mit ver 
Ebene, welche außer der verticalen Are noch die größte der horizontalen Aren 
enthält, unter den Linien des ftärfften Falles die des geringſten Falles, und 
fie entipricht einem minimum maximorum. 


$. 500. Die Linien des ftärfften Kalles find diefenigen, welche ein ber 
Wirkung der Schwere folgender Flüffigfeitsfaden auf der Oberflähe, wozu fie 
ehören, befchreiben würde, und die Gefammtheit der Linien des flärfften 
Falles ‚, welche man fi auf der Ertoberflähe gezogen, vorflellen kann, be 
flimmt das orographiſche und hydrographiſche Syſtem einer Gegend. Der 
Reifende, welcher ın ein Thal binabfteigt, geht Tängs der Linie des ftärkfien 
Falles fort, welche gewöhnlich von einem Waſſerſtrome angegeben wird, mb 
welde man mit dem Worte Thalweg bezeichnet, zu feiner Rechten und Linfen 
beflimmen die Regenbäche der Hügel andere Linien des flärfften Falles , deren 
Thalweg in der ideellen Vorausſetzung einer vollfommenen Stetigleit der For⸗ 
men bie Berührungslinie oder Afymptote wäre. Die Hügel» oder Bergrüden 
fließen fi mit der fogenannten Waſſerſcheide, welde unter denfelben 
Umfländen die Berührungslinie over Afymptote der gewöhnlichen Krümmungs⸗ 
Iinien fein würde. In Beziehung auf diefe find die Linien der Wafferfcheiven 


N 
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ud des Thalweges in dem eben erflärten Sinne ebenfalls Linien des ge⸗ 
ringften Falles. Endlich durchichneiven ſich die Linien der Waſſerſcheide und 
bed Thalweges unter rechten Winfeln, indem fie ihre Rrümmungen in den 

en, welche man Engpäfle nennt, und in welden man die Wege und 

anäle die Waſſerſcheide durchfchneiden läßt, und welche den relativen Minimis 

der verticalen Ordinate der frummen Oberfläche entfprechen, nach entgegen- 
geſetztem Sinne kehren. 

Dieſes iſt der geometriſche Typus, auf welchen man bie Configuration 
der durch allmälige und ſtetige Wirkungen entſtandene Thäler beziehen kann; 
iber im Allgemeinen ſind die großen Ungleichheiten der Erdoberfläche durch 
ronvulſiviſche Wirkungen und Verrückungen entſtanden, deren Spuren nicht 
berwiſcht find, ungeachtet des langen Einfluſſes atmoſphäriſcher Agentien, welche 
die Vertiefungen fortwährend auszufüllen, und die Erhabenheiten der Umriſſe 
ben zu machen fireben. Aus den Stetigfeitöunterbrechungen der Werthe der 
Boefficienten p und q folgt, daß die Berührungsebene und die Normale plötz- 
ih von einer Richtung zu einer andern übergeht. Alsdann treten an die 
Stelle der Linien der Wafferfoheive und des Thalweges Kanten, welche vie 
kinien des ſtärkſten Falles gewöhnlich unter endlichen Winkeln durchſchneiden. 


$. 501. Die Beftimmung der Projectionen der Linien des ftärkften Falles 
M als befonderer Fall in einer Aufgabe enthalten, welche unter dem Namen 
RB „Problemes der Trajectorien“ zu ber Zeit, wo bie Bernonuillus 
be Ideen Leibnitz's zur Ausführung brachten, und die erſten Entwidelungen 
ber Integralrechnung zur Folge hatten, berühmt geworben ifl. 

In rein geometrifhem Sinne verfteht man nämlich unter Trajectorie 
die Curve, welde alle durch die Gleichung: 

F(x,y,a)=0 (1) 
agedrückten Curven, wenn man ben Parameter a ſich fletig ändern läßt, 
auter einem conftanten Winkel durchſchneidet. Wenn der Durchſchnittswinkel 
en rechter ift, fo können die beiden Syſteme der ortbogonalen Curven für bie 
Eyſteme der Projectionen der Niveaulinien und der Linien des flärfften Falles 
einer krummen Fläche auf die Ebene der xy genommen werben. 

Es fei im Allgemeinen « die Tangente des Kinfallswinfeld der Tra- 

ien und &,n vie zu den Aren ber x und der y parallelen veränverlichen 
Ersrdinaten einer derſelben, fo hat man für den Durchfchnittspunft: 

dy dF dF fd 7) . dn dy 
dx dx 'dy’ = (a " 643. 
bi: 
(7-24 _AF dy dF (m) 
dy dx ds dy JS dx 

Im Durchſchnittspunkte iſt — S, y Sy, fo daß die vorhergehende Glei⸗ 

jeng nur die Veraͤnderlichen x,”r,, J, und den Parameter a enthält. Rach⸗ 


em man diefen Pärameter vermittelft der Gleichung F(S,n,a)=0 fortges 
bafft Hat, if die Gleichung (m) die Differenzialgleicgung der Trajectorie. 
Bir wollen annehmen, daß die durchfchnittenen Eurven durch die Glei- 
us, y" — ax" ausgebrüdt werben, fo ift die Differenzialgleihung der Tra- 
e: 
dn 


Fr: =, (m‘) 


a(»3 + 2) + m — & 
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und da fie homogen ift, fo Tann fie nach der Methode im 9.659 behas 
werben. Pr ag = —E 1 if, fo iſt das Syſtem der durch huittenen % 
ein Syftem durch den Anfangspunft gehender gerader Linien, und bie € 
Kung (m’) verwandelt fih in: - 

o(ödE + ndn) + nd — Ein=0, 
woraus folgt, wenn man durch 52? + 72 dividirt, umb dann integrirt: 


a log. +» v2 + 17? — arc. tang. R ze. 


Setzt man: 


c 


E=rco.9, y=reing, Rn b, 
fo nimmt das vorhergehende Integral die Form an: 


® 


r — be“ 
und ift die Gleichung einer logarithmiſchen Spirale ($. 181), welde in 
That die Eigenfchaft hat, daß fie die durch ven Pol gezogenen geraden Li— 
unter einem conflanten Winkel durchichneibet. 

Um die Orthogonaltrajectorien zu erhalten, muß man am ſe 
wodurch ſich die Gleichung (m’) auf nsd£ + mndy =0O rebucirt, deren 
tegral nd? -H mn? —=c eine Reihe concentrifcher und ähnlicher Eilipfen ı 
Hyperbeln angehört, je nachdem die Erponenten 'm, n gleiche ober entgei 
gefete Zeichen haben, d. h. je nachdem die durchſchnittenen Eurven Ei 
oder Hyperbeln find. | 


Scehstes Kapitel. 
Ueber die Integration der gleichzeitigen Differenzialgleichungen. 





$. 502. Betrachten wir, wie im $. 165, ein Syflem von » Gleid 
gen zwifchen der unabhängigen Veränderlihen t und ven von t abhängige 
Veränderlichen x, y, z,... nebft deren Ableitungen x’, y“, z4,...; x, y!, zz 
fo befteht das Problem der Integration der gleichzeitigen Differenzialgleid 
gen darın, aus den fih unter diefer Form darbietenden Gleichungen die Be 
von X, y, 2,... als Functionen von t abzuleiten, indem man dieſen Berl 
durch die Einführung der gehörigen Anzahl willtürliher Conftanten alle 
zufäflige Allgemeinheit ertpeilt. Um an einer Anwendung die 
firiren, wollen wir uns ein in Bewegung befinpliches Syſtem materieller Pu 
benfen, welche gegenfeitige Anziefungen oder Abftoßungen auf einander a 
üben, die fi mit ihren gegenfeitigen Entfernungen ändern. Wir wollen 
Zeit mit t und die Coorbinaten der beweglichen Punkte mit x,v,z; x ıYyr& 
bezeichnen. Die unendlich Meinen Veränderungen der Geſchwindigkeiten 
von den auf die materiellen Punkte wirkenden Kräften, und folglich von 
Coordinaten, durch welche fich ihre gegenfeitigen Entfernungen ausbrüden laf 
abhängig. Die Gefhwindigfeiten felbft werden durch die unendlich He 
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Ben der Eoorbinaten ausgedrückt, und ohne Hier näher in mecha⸗ 
Fr, ‚gen einzugehen, fieht man doch leicht ein, daß alle diefe ge⸗ 
Pajeitigen  "ingigfeiten auf Gleichungen führen müffen, worin zugleich bie 
jorbinaten vengeweglichen Punkte und ihre in Beziehung auf die Zeit ge- 
Dumenen Differenzialcoefficienten vorfommen müflen. Cs kommt nun darauf 
sa, die Werthe der Coordinaten als Functionen der Zeit daraus abzuleiten 
md dann die Beränderlihe * zu eliminixen, fo daß man Gleichungen zwifchen 
5, 23 Xx,J1771; 2c. erhält; welches die Gleichungen der von ben beweg- 

en Punkten im Raume befchriebenen Eurven finds, Die frhönfte Unter- 
hang der Naturphilofophie, nämlich die Theorie der Bewegungen der Pla- 
kin, wird auf ein Problem der Integration gleichzeitiger Differenzialgleichun- 
ver zurückgeführt. 


S. 503. Auf welhe Weife man das Syſtem der Integralgleichungen, 
er das Syſtem ber Gleichungen mit t, x,y,2,2., welde den gegebenen 
Diferenzialgleichungen genügen, auch erhalten mag, fo muß dieſes Spftem, 
m denfelben Grad von Allgemeinheit zu haben, als das gegebene Syftem, 
og eine beftimmte Anzahl willfürlicher Conftanten enthalten, welche fih in 
dem befondern Kalle durch ähnliche Betrachtungen, wie die im 6. 465, leicht 


eſtimmen Laßt. 
Wir wollen zwei Differenzialgleichungen : 
f(t; x, x, .... xG); y, yh.... A) =0O (N 
ltr... ey. »09) 20 (f,) 


trachten und zuerft den Fall unterfuhen, w m>m,n<n, ff. Wenn 
m für einen Werth von t, welchen wir mit &, bezeichnen wollen, die cor⸗ 
fponbirenden Werthe: \ 

X x'or ...e x,®1; Fo ylor .... yeı, (0) 
Mfürlih annimmt, fo ergibt fi aus der Gleihung (D der Werth von x,®), 
8 der Gleichung (f,) der Werth von y,".), und aus ihren fucceffiven Ab« 
tungen ergeben fi die Werthe von: 


x tl), x, et?), 10.5 yeıtd), y,P3t2), Ic. 


tan Tann alfo vermittelfi der Tayl or'ſchen Reihe die Werthe von x,y als 
nctionen von t beflimmen, welde n-I-n, willfürlihe Conftanten (0) ent- 
Iten. Unter welcher Form man alfo die beiden Integralgleihungen, durch 
elche die Werthe von x,y als Functionen von t beſtimmt werden, auch er- 
üten bat, fo muß dieſes Eyftem von Integralen doch m-+ n, willfürliche 
mmRanten von folcher Befchaffenheit enthalten, daß fi das Syſtem ber 
kößen (0) aus den Werthen diefer Conftanten ableiten läßt, und umgefehrt, 
Die Schlüffe würden noch biefelben bleiben, wenn zugleich m=m,, 
= n, wäre, ober wenn blos eine biefer Gleichungen ftattfände. Aber wenn 
leid m>m,n>n, wäre, fo ließe fih die Rechnung nicht mehr auf 
Heibe ee anftellen, und um bie Begriffe zu firiren, wollen wie anneh⸗ 
m, ba 
' m+-n,>m te, verm—m >na—ı, 
» fo ergibt fi durch (n — n,Imalige Differenziation der Gleichung (f,): 
1 (t; x, x, .... xGi), xGith; y, yh.... yICi ya) 0 
gu (tz x, xt, ... xi*); yı y’, .... y(ıt2)) — 0 


() 


f, At; x, x.... zertmr;yy,....j70)=0 
Cournot, Theorie der Functionen ar. 33 
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den, .- 
Bermittelft ber m-t-o, anfänglihen Werthe (0) beftimmte,,7gg 
Gleihung (f), (f,) amd Cf!,) die Werthe von: | > 


x, ®; „en, yet), Yo), 


worauf die fucceffiven Ableitungen der Gleichung CE) 10” ver Iehen 
Gleichungen (1,) fucceflive die Werthe von: 
x, et, x,("t2), x.; yet!) f y,.t9, °C 


beftimmen, und man kann die allgemeinen Werthe von x,y, wie vorhin, 
die Taylorfche Reihe conſtruiren. Es muß alfo das Syſtem der w 
digen Smtegrale der Gleichungen (D, (f,) in allen Fällen mn, x 
liche Eonftanten enthalten, wo m + n, die größte ber Zahlen m- 
m, tn if, 


6. 504. Ans $. 165 wiflen wir, daß man aus einem Syſteme 
vielen Differenzialgleichungen, als man Functionen x, y, z, 2c. der unabhı 
Beränderlihen t hat, immer eine Endgleichung ableiten kann, welde ı 
und die Ableitungen von x in Deaiehung auf t enthält. Das Probl 
Integration eines Syſtemes gleichzeitiger Differenzialgleihungen kann allı 
auf die Integration von gewöhnlichen Differenzialgleihungen zwiſche 
Beränderlihen zurüdgeführt werben. Gewöhnlih genügt es, die € 
renzialgleichung zwiſchen t und x zu integriren, indem bie übrigen Bi 
lichen y, z,2c. durch bloße algebraiiche Kliminationen als Functionen vo 
halten werden, und in diefem Falle gibt die Anzahl der willfürlichen € 
ten, welche in den vollftändigen Integralen des gegebenen Syftem 
Differenzialgleichungen vorkommen müflen, die Ordnung der Endgleidı 
t und x an. Aber es fann auch gefchehen, daß bei der Eliminationsri 
welde auf die Endgleihung führt, y/,y”,+.. nebfl y verfehwinden, 
folglih die Ordnung diefer Endgleichung erniedrigt wird. Nach der \ 
tion diefer Endgleichung Hat man zur Beftimmung des Werthes vo: 
Function von + eine Gleihung von der Form: 


pls Yır rer) = 
zu integriren, und die durch dieſe neue Integration eingeführten will 
Eonftanten machen die Anzahl der Conftanten, welche in den allgeme: 
tegralen des gegebenen Syftemes von Differenzialgleihungen vorfommen 
vollftändig. Eine umftändlichere Unterſuchung der verfchievenen möglich 
würde zu weitläufig und hier von feinem reellen Nutzen fein. 


$. 505. Unter gewiffen Umftänden Tann man, ohne daß man t 
gleihung zu bilden braucht, gleichzeitige Differenzialgleihungen in Be: 
mit einander integriren. Wenn man z.B. zwilchen vrei Beränderliche 
zwei lineare Differenzialgleichungen der erſten Ordnung hat, fo kann 
immer auf folgende Form bringen: 


x“ -Px+Qy=V, y„+-Px+Q,=V,, 
wo P,Q,V,P,,Q,,\, unctionen der unabhängigen Veränderlich 
zeichnen. Multiplicirt man die zweite Gleichung durch einen Factor A, 
eine Function berfelben Veränderlichen t iſt, und abdirt das Produc 
erften Gleichung, fo erhält man: 
“Ay +(P+AP,)x+(Q+ AQ)y=V-+AV.. 

Set man u=x-+- Ay, wo u eine andere Hülfsveränberliche bezeit 
hat man x + Ay’ =u— yA!, und wenn man fubftituirt: 


“+ (PHP )u—y[+A(P-+-AP,)—(Q+HIQ,)]=V + 
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a man die Function %. fo befiimmt, daß der Gleichung: 
AHA(PHAP)— (Q-+IQ,)=0, (a) 


r A und t enthält, Genüge gefchieht, fo braucht man dieſen Werth 
e no in die Gleichung 
a + (PHP )u=V+AV, 8 

iren, welche alsdann nur noch die Beränderlihen a und € enthält, 
eziehung auf u Iinear ift. 
a bie Eoefficienten P,Q, P,, Q@,, eonftant find, fo wird der Glei⸗ 
genügt, wenn man für A eine der Wurzeln A,, A, ber Gleichung 
n Grades: 

A(P+AP)— (@Q+IQ,)=0 (a) 
Benn man diefe beiven Wurzeln fucceffive für A in die Gleichung 
uirt, mit u,, u, die correiponvirenden Werthe von u, und durch 
villkürliche Conftanten bezeichnet; fo ergibt fih durch Integration 


+ A,y — „Pro ſc, dt (V 4 1,v,je thin, (b,) 
FA,rze Pre, Lyalv +r,v,) tur, (6,) 
lgt: 


A,u, —A,u, y.n —u, 
\, — A, f A, en j 

ı die Wurzeln der Gleichung (a) imaginär find, fo brüdt man bie 
Igrößen, wie gewöhnlih, dur Sinus und Eofinus aut. Wenn 
In A,, A, einander glei find, fo werden die Werthe von x,y un- 
ofern man nit C, —C, ſetzt, woburd diefe Werthe die Form 8 
allein die Unbeflimmtheit wird, wie wir es bereits in einem ähn- 
e getban haben ($. 463), befeitigt, wenn man von ben Zählern 
rn die Ableitungen in Beziehung auf den Parameter A, nimmt, und 
iefen Ableitungen A, =A, febt. N 


x_ 








)6. Wir wollen nun annehmen, daß man zwifchen x, y,= unb der 
zen Beränderlichen t drei Iineare Differenzialgleichungen ber erften 
habe, fo kann man fie immer auf folgende Form zurädführen: 
x! Px + @y — Rz =V 
v„+P,x+Q,y-+R,=\, 
zi-P,x+Q,y HRs=V, 
R, V;P,,:c. Functionen von t bezeichnen. Wenn man biefe Glei⸗ 
fammenadvirt, nachdem man die zweite durch einen Factor A mb 
durch einen Sactor zu multiplieirt hat, fo erhält man: 
-Ay’+us+(P+AP, +uP,)x+(@+IQ, + uQ,)y 
+(R+AR, +uR,)s=V +AV, + uVr 
bieranf: 
Ay+uz=a, folglih  -Iy + us u — yAl— au), 
ih durch Subflitution: 
33° 
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u“ (P--AP, + aP,)u 
WA +ÄP+AP, +uP,)—(Q-+IQ, + uQ,)] 
— z[a + u(P-+AP, + uP,)—(R-+ÄR, -+uR,)] 
—=V-+IV, + u V,. 

Die Zunctionen A, u darf man fo annehmen, daß den Gleichungen: 
MA(P-FAP, + uP))—(Q-+AQ, +uQ,)=0 R 
n'+u(P--AP, +uP;)— (RAR, +uR,)— 0 

Genüge eihiedt, ‚ und wenn fie integrirt werben fönnen ; fo leitet man barasl 

die erde e von A, u als Functionen von € ab, um fie in vie dritte Gleicheng: 

W—(P+AP, +uP,)a=V-+AV, + uV,, (d) 

worin nur noch die Veränberlichen a und t vorkommen, und welde in Be 
ziehung auf a Iinear ift, zu fubflituiren. 

Wenn man, wie weiter oben, annimmt, daß ſich die Eoefficienten P, Q,x. 

auf Eonftanten rebuciren, jo wird ben Gleichungen (c) genügt, wenn m 

für A, u die Wurzeln der Zahlengleihungen: 

AP--AP, + uP,)— (Q-+IQ, +uQ,)=0 
u(P+AP, +uP,)—(BR+AR, +-uR,)=0 

nimmt. Zur Erleichterung der Elimination wollen wir 

P+AP, +uP,—m (o) 
ſeben, fo ergibt fich: | 
Am—Q,)—uQ,=Q, u(m—R,)— AR, —R. (e) 

Die Subftitution der aus dieſen linearen Gleichungen abgeleiteten Werthe we 

A, a in bie Gleichung (Ce) führt auf folgende Endgleihung mit m: 

(m— P)(m—Q,)(m—R,)—Q,R, (m—P)—P,R(m—Q,) 
—P.Q(m—R,)=P, a ‚R+P,OR,, 
und ba fie vom dritten Grabe iſt, fo hat fie drei Wurzeln m,, m,, m, u 


hen vermöge der Gleichungen (e') drei Werthsſyſteme A,, u. ; 8 LEN 
von A, ja entiprechen. 


Die Gleichung (d) verwandelt fih in: 
my Han, +uV.. 
Wenn man fucceflive für m, A, u die brei eben angeführten Werthsfyſten 
fubftituiet, und wenn man integrirt, fo erhält man vie drei Gleichungen: 
stAy taz IC, fd (V--A,V, + u,V,)eet], 
xt, ytu,z=et[t, +»fU(V--A,V + u,V,)e"], 
x+-Ay+uz=Zetstfl, +fd(V HA,V, + u,V,)e"st)], 
woraus fich leicht die Werthe von x, y, ꝛ, als Functionen von t und der wi 
fürlichen Conftanten C,, C,, €, ableiten laſſen. Nichts würde Leichter fer 
als diefe Rechnung zu ——E und fie auf ein Syſtem gleichyeiige 


linearer Differenzialgleichungen von ver erflen Orbnung mit einer belie 
Anzahl von veränderlihen Größen anzuwenden. 


S. 507. In dem einzigen Falle, in welhem im Allgemeinen eine * 
aretion verrichtet werden kann, namlich wenn die Coefficienten P, Q,.. 

:c. conftante Zahlen find, Tann man ber Rechnung sah —* 

—* Sara seben, welcher dem im S. 455 und folglich für bie Ian 
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renzialgleichungen mit conflanten Eoefficienten und mit zwei Veränderlihen 
analog ıfl. 
Es fer zuvörberft : | 
x1Px 4-Qy +Rz +.....+0Uu =0 
1Px+Qy+Rz+t.....+U,a=0 | 
z!--P,x+Qy+R,z+..... + U,u=0 (d) 
“+-P,-ıx + &-y+Ro-izt+..+U-u=0 
Syſtem von n Differenzialgleihungen ohne Teste Glieder, und mit 
erifchen Eoefficienten zwifchen den n Veränderlichen x, y, 2,... u als Func⸗ 
von * und ihren Ableitungen der erften Ordnung; fo fieht man leicht ein, 
es möglich ift, venfelben durch ein Syſtem von particulären Werthen: 
x=Ce, „Ale, z= ule®, ....u=rle-®, 
C eine willfürlihe Conftante, und A, u,...v Zahlen bezeichnen, welche 
das Syſtem der n algebraifihen Gleichungen: 
P IQ + uR ..... + WW — m 
PÄ,+IQ, +uR, +.....+ U, =im 
P, IQ, +uR, + ..... + U, — um 
P, +41 + uRo-ı +... + U, = m 
ben werden, Genüge zu leiſten. In die erſte diefer Gleichungen kann 
die durch die übrigen n — 1 Gleichungen gegebenen Werthe ), u,...v, 
Functionen von m Hıbflituiren und nad) der Bezout'ſchen Regel werben 
Werthe durch Brüche ausgedrüdt, in deren Zähler m auf der (n — 2Jten, 
in deren Nenner m auf der (n — I)!" Potenz vorkommt, und folgkch iſt 
Endgleihung mit m von n!“ Grade. Da ihre Wurzeln durch m,,m,,...m, 
ichnet find, und die correfpondirenden Werthe von A, u,...v, biefelben 
ices tragen, fo erhält man für bie vollfländigen Integrale des Syſtemes 
Differenzialgleihungen (x) folgende: 
x C,et +0,00. +...+00”%!, 
yzıkcot +, Con! ....t+- Cent, 
zu, C,ae"t+ u,C,emt 0.04 nl, (g,) 
uzvCot+ ‚Co, .. ... tn, 
Wir wollen nun annehmen, daß in den zweiten Theilen der Gleichungen 
Functionen V, V,,V,,... Va-ı von 4 vorfommen, fo find die Gleichun⸗ 
(g,) noch die alfgemeinen Integrale des Syſtemes (), wofern die Eoef- 
nten C,, C,, ... C. nicht mehr conflante Zahlen, ſondern Functionen von 
zeichnen, welche den Gleichungen: 
Cet CO, ..... Cq 2V 
ACC een LI, Cm ..... MCCCS.C.XV, 
u,C! ent 4 u,C0', er" +... 4 M C, en! = V, 


,Co-"t+ „Comet... +, l,etdt=V, 
üge leiften. Aus viefen Gleichungen leitet man durch eine gewöhnliche 
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Elimination die Werthe der Wbleitungen C',,C',,...C’, ab, und 
Duadraturen die Werthe der Functionen C,, C, ...C., welde man alı 
in bie Gleichungen (g,) ſubſtituiren muß. 


$. 508. Schon früher haben wir gefehen, daß man eine Beränt: 
aus einem Syſteme gleichzeitiger Differenzialgleichungen eliminiren kann, 
man für dieſe Gleichungen eine geringere Anzahl von Differenzialgleichı 
aber von einer höhern Ordnung jubflituirt (6. 165). Umgekehrt, kanr 
die Orbnung einer oder mehrerer gegebener Differenzialgleichungen erniet 
wenn man ſich eine größere Anzahl gleichzeitiger Differenzialgleichung« 
—— — vorlegt. So kann z. B. die Integration der beiden linearer 
erenzialgleichungen der zweiten Ordnung: 
x Px! +Qy Rx +4+Sy —=V 
y“ + P,x' + Q,y‘ + R,x+S = v, 
urüdgeführt werden auf bie gleicyeitige Integration ber vier Iimearen 
erenzialgleichungen der erfien Ordnung zwifchen den Beränderlichen x, y, £ 
Ä x —$ 0 
"—7=0 
E+PE +Qy +Rx +35 =V 
y+PE+Qn+Rx+Ssy=V,. 
Die vorhergehenden Rechnungen laſſen fih auf die gleichzeitige Integ 
der linearen Differenzialgleicgungen von beliebigen Ordnungen anwenden 


$. 509. Wir wollen durch: 
Elt;x, y, 2,.....3 X, yore.) 0 
f. (t; x, y, æ,.. 243 xt, y, 2“,.. ...)—0 
B_ı (ty x, y, zu .....; xt, y', æ, ..... =0 
ein Syftem von n gleichzeitigen Differenzialgleichungen der erſten Ort 
und durch: 
Ft; x, y, æ,....3 8 8,7 000.) 0 
F. (t; x, y, 2,....3 are) 0 | 
F,_ı(t;x,y, 2,.... a, a,. ... du) —20 
das Syſtem ihrer vollſtaͤndigen Integrale bezeichnen, worin die durch di 
tegration eingeführten Conſtanten a, a,,. . „a. auf eine beliebige Wei 
einander verbunden find. Allgemein, durch eine ſchicklich geleitete Elimi 
kann man dieſes Syſtem von Gleichungen in ein anderes: 
fltx,y2...3532)=0 
F. (t; x, y9...58,)=0 
FAict; X Ya. 1) 0 
dem vorhergehenden gleichbeveutendes transformiren, welches, wie jenet 
Eigenſchaft hat, dem Syſteme (f) mit aller erforberlihen Allgemeinhei 
nüge zu leiften. Wenn man nun a, a,,.. . 2.-ı ald Functionen von t;x, 5 
durch bie Gleichungen: 





a — F 
—0 O, . . . . mo (N 


kit, und bie auf dieſe Weife gefundenen Werthe in die Gleichungen (f) 
stur; fo bildet man die andern Gleichungen: 


(; x, y, 2,..... —)0, 
Pl, ..... 0, (9) 
Ga-ılt5 X, y, æ,..... )0, 


elche zuſammengenommen dem Syſteme (F) genügen; aber nach Art ver fin- 
Wären Integrale, wofern fih die aus den Gleichungen (f") abgeleiteten 
Berthe von a, a,,... a. nicht zufällig auf Eonftanten oder auf Functionen 
MAX, y, æ,...., welche vermöge der Gleichungen (4) felbft conftante 
zerihe annehmen, reduciren. 
Statt zugleich das ganze Syſtem (f) oder das ganze Syſtem (7) zu 
Auen, konnte man auch ftatt gewiffer der Gleichungen (f) die ihnen in dem 
wReme (p) entfprechenden Gleichungen, d. h. (pi) ftatt (fi), u. f. f. neh» 
en, fo daß auf dieſe Weife gemischte Syſteme gebildet würden, welche 
benfall8 auf ihre Weife dem Syfteme der gegebenen Differenzialgleihungen 
ügten. 

Diefe Analyje ließe fich leicht, wenn es nöthig wäre, auf bie gleichzeiti- 
m Differenzialgleichungen erftreden. 


$. 510. Um ein Beifpiel der gleichzeitigen Integration für den Fall zu 
ten, wo die gegebenen Differenzialgleihungen feine linearen find, und um 
fleich zu zeigen, welche Anwendung man von ver Theorie der fingulären 
Btegrale auf die Differenzialgleichungen machen kann, worin alle Veraͤnder⸗ 
hen vorkommen, wollen wir die beiden folgenden Differenzialgleichungen ver 
fen Ordnung mit drei veränderlichen Größen nehmen: 
(xy + yx')? — Sry! = 0 (1) 
xy - t (xy — xıy)=0. (2) 
Äferenzirt man biefelben, fo erhält man: 
(xy + y/x) (xy + 2x + any") = Alzty! Hizayl-tziyd), 
Axly —t (xy’' — xy) —— 0, 
Wenn man aus der zweiten biejer abgeleiteten Gleihungen den Werth 
m x’v zieht, und venfelben in den zweiten Theil ver erſten fuhftituirt, fo 
ird dieſe auf folgende Form gebracht: 





(ty +2Xy Hıy)(Ay Hy 2)=0, (3) 

elche in die beiden folgenden Gleichungen: 
xy  2xy xy —0 (4) 
ıy+ys— 1 (5) 

fällt. 
Die Gleichung (4) iſt gleichbedeutend mit: 
d2(xy) _ — 

Freu 0, woraus folgt: sy—at +b , (6) 


Diefe beiden Eonflanten find nicht von einander unabflängig; denn bie 
eiden Gleichungen (1), (2) müflen übereinfiimmen, wenn y, y' vermit⸗ 


* 


dem a, b zwei willkürliche Conſtanten bezeichnen, ‚= 
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telſt der Gleichung (6) fortfhafft, und es ergibt fih, daB man, um 
beiden Gleichungen identiſch zu machen b — 7 feßen muß, wodur 
das Integral (6) in: 


a? 
= a — — 
xy 4 7 


verwandelt. Jede der Gleichungen (1) und (2) gibt alsdann: 
adt dx 
x ' 
woraus folgt, wenn man integrirt und durch c eine willfürlihe Conſtan 
zeichnet: 
xt —c(4t—a). 
Das Syſtem der Gleichungen (7) und (8) gibt alfo die vollfländigen 
grale ber beiden gegebenen Differenzialgleihungen (1) und (2). 
Für die Gleichung (8) fann man eine andere einfachere fubftitniren, 
es folgt daraus; 


t 
A.—. , 
x x, 


während bie Sleihung (7) 


gi. Wenn man alfo dur a, eine neue willfürlihe Conftante von | 
Ichaffenheit bezeichnet, vaß aa, — Ac ift, fo kann die Gletchung (8) } 

xt—Zay 
erfest werden. Wenn man nun ben zweiten Factor ber Gleichung (3 
wendet, und x’, y’ zwiſchen ber Gleichung (5) und den beiben gege 
Gleichungen eliminixt, fo erhält man: 

sy=t2, 
ein finguläres Integral, weil e8 Feine willfürlihe Conftante enthält und 
eine gehörige Beftimmung der Conftante a nicht auf das integral (7) 3 
geführt werden fann. Uebrigens gibt die Ableitung dee Integrales 
Deziefung auf a, a=2t, und wenn man diefen Werth in die Gleichu 
fest; fo fommt man wieder auf das finguläre Integral (10), übereinftin 
mit der im vorhergehenden $ auseinander gefetten Theorie. . 

Bermöge der aus ver Gleichung (10) abgeleiteten Werthe von y,y 

wandelt fih jede der gegebenen Differenzialgleihungen in x — 2xit 
woraus folgt, wenn man integrirt, und durch a eine willfürliche Con 
bezeichnet: 

x? — at, 

Uebrigens ift Teicht einzufehen, daß das Syſtem der Gleichungen 

und De dem der Gleichungen (9) und (10) iventifch wird, wenn 
aa, jet. 


$. 511. Wenn man bie linearen Differenzialgleichungen, worin bie 
tionen der unabhängigen Veränderlihen und ihre Ableitungen durch con 
Zahlen multiplicirt find, ansnimmt, fo Taffen ſich die gleichzeitigen Dif 
zialgleichungen felten anders, als durch Annäherung integriren. u gei 
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lien, und namentlich bei den Anfgaben über die Bewegungen ber Hinmels⸗ 
per, bat man der Aprorimationsrechnung eine fo merkwürdige Form gege- 
3, daß wir biefelbe hier kurz andenten müffen. 
Um die Begriffe zu firiren, feien: 

f (t; X, x, xl, 2.0005 y y’, Yıı..)=0 

f (t; x, x, x, ....3 ylrrre ) 0, 
vei Gleichungen zwiſchen ver Zeit € und den Coordinaten x, y, eines in einer 
bene beweglichen Punktes. Ferner wollen wir annehmen, daß 


f=f+:g9, f,=f,+tepg, (h) 
t, wo Yıf,, Y, andere Functionen derſelben Veränderlihen und ihrer Ab» 
tungen und & eine fehr Feine Zahl bezeichnen, fo daß ſich die Gleichungen 
er Aufgabe, wenn man diefen Factor eO fehte, auf: 
=0, f,=0 (h,) 
dueirten. Endlich wollen wir annehmen, daß fih das Syftem dieſer beiden 
Heichungen integriren laſſe, und daß 
Fii;x,y533,b,c..)=0, F.(t;x,y533,b,c,..)=0 (i) 
ie allgemeinen Integrale find, wo a, b, c, sc. die durch die Integration ein- 
eführten willfürlihen Conftanten bezeihnen. Wenn man t zwilchen biefen 
sven Gleichungen eliminirt, fo erhält man: 

Fu 5b, o...)=0 (j) 
ir die Gleichung der Curve, welche der bewegliche Punkt in dem Falle, wo 
an den Factor e= 0 feßen fann, in der Ebene xy befchreiben würbe. 

Nun darf man aber durch die Gleihungen (i) noch die allgemeinen In⸗ 
grale der Gleichungen (h), worin der Factor e nicht mehr gleih Null an- 
nommen Wird, wofern man in den Kunctionen F, F, die Parameter a, b, c, ıc. 
cht mehr als Conftanten, fondern als Functionen der unabhängigen Beränder- 
hen ı betrachtet, welche man fo beſtimmen muß, daß den Gleichungen (h) 
enũge gelbicht, ausdrüden. Diefe letzten Gleichungen unterfcheiden fich 
ich der Vorausfegung von den Gleichungen (h,) nur durch Glieder, welche 
br Hein bleiben, und folglich kann man bie Ableitungen: | 


da db de 

K'n'a rc./ (k) 
(che in aller Strenge mit e verfehwinden, als fehr Heine Größen behandeln. 
ewöhnlich fann man diefe Bemerkung zur Vereinfachung der zu betrachtenden 
feihungen benugen, welche alsdann für das Syſtem ver gegebenen Gleichun⸗ 
n ſubſtituirt werden. 

Wenn man ſagt, die Ableitungen (k) ſeien ſehr Heine Größen, fo heißt 
fes nichts anderes, als die Parameter, a, b, c, ꝛc. ändern fi fehr langſam, 
er behalten während eines Tangen Zeitraumes faft conftante Werthe. Wenn 
in alfo die Bewegung des Punktes (x,y) zu einer gewiffen Zeit beobachtete, 
fände man, daß er faft die durch die Gleichung (j), worin man den Größen 
b, e,... gewiffe conftante Werthe beilegen müßte, ausgedrückte Curve be- 
reibt, und wenn man nach Verlauf eines beträchtlichen Zeitraumes dieſelben 
eobachtungen wiederholte, fo würde man finden, daß der bewegliche Punkt 
& eine Curve derfelben Art beichreibt, für welche die Parameter a, b, c,... 
dere Werthe haben, als nach ven erfien Beobachtungen, u. f. f 

Man muß alfo in der von Lagrange herrührende Integrationsmethode 
ch die Bariation der willkürlichen Conſtanten nicht blos einen 


5 


geiftreichen analytifchen Kunftgriff erbliden, wonon wir eine elegante 4 
dung auf die genaue Sategration der linearen Differenzialgleichungen, 
die Zunctionen und ihre Ableitungen nur durch conflante Zahlen malt 
find, im Vorhergehenden fennen gelernt haben; denn fie würde aud du 
Beobachtung der Naturerfheinungen, zu deren Darftellung unter dei 
angegebenen Umftänden fie fih fo natürlich eignet, haben an die Dand g 
werben fönnen. 


Siebentes Aapitei. 


Ueber die Eonftruction der Differenzialgleichungen mit einer ei 
unabhängigen veränuderlichen Größe. 





$. 512. Wir haben die Hauptfälle unterfucht, in welchen man bi 

tion anzugeben weiß, welche einer gegebenen Differenziaflgleichung auf 
emeinfte Weife genügt, oder wo man bie allgemeine Gleichung ber 
den kann, welde in allen ihren Punkten die durch die Differenzialgl 
ausgebrüdte Eigenſchaft befigen. Auch haben wir angegeben, wie man 
die Integration nicht unter enbliher Form möglich ift, fie oft entwe 
die Duadraturen, oder auf die Entwidelung in convergirende Reihen 
führen oder zuweilen auch dieſe Reihen durch beftimmte, zwiſchen ſp 
Grenzen genommene Integrale, deren Zahlenwerthe für jeden Werth | 
abhängigen Veränderlichen mit einer beliebiaen Annäherung beftimmt 
fönnen, erfeten kann. Aber eine Differenzialgleihung, auf weldei 
biefer Integrationsverfahren anwendbar ift, beftimmt nichts deſto weni 
Reihe der Zahlenwerthe, welche die Function durchlaufen muß, nachbe 
für einen gewiffen Werth der unabhängigen Veränderlichen bie correfpt 
den Werthe der Function und ihrer Ableitungen bis zu der, deren I 
um eine Einheit nigdriger ift, als die der gegebenen Differenzialgleichu 
egeben hat. Es kann fogar gefchehen, dag man durch die Directe 
—2* der Differenzialgleichung den Verlauf und alle charakteriſtiſchen 
ſchaften der Function, welche fie implicite beſtimmt, beſſer kennen Ierı 
aus der Betrachtung des allgemeinen Integrales unter endlicher Form 
in Reihenentwidelungen, over endlich durch beftimmte oder unbeftimmt 
grale ausgebrüdt. Diefes hat Sturm in einer fchönen Abhandlung i 
Unterfuchung der durch die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 
JdV 

ı(K 

dx 


dx 


worin G,K Yunctionen der unabhängigen Beränderlichen x bezeichnen, ı 
beftimmten Functionen V gezeigt. *) 

Diefe Differenzialgleihung enthält die Riccatifche oder die, m 
Integration durch Reihen, oder durch beftimmte Integrale wir uns im 


-606V/=0, 





©) Vergl. das Journal de mathematiquos de M. Liouville, tom I, pag. 10 
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des gegenwärtigen Buches befchäftigt Haben, als fpeciellen Fall in fich. 
} die Zunctionen G,K fi auf reelle und pofitive Conflanten rebuciren, 
die Function V einen Sinus oder Eofinus aus. In dem allgemeinen 
bietet der Berlauf der Function V mit dem der Zunctionen sin. und cos. 
erkwuͤrdige Analogien dar, welche fich aus der directen Unterfuchung der 
ung (V) ergeben, und welde man in der angeführten Abhandlung ſelbſt 
*— muß. In dieſem Kapitel fönnen wir ung nur mit weit elementareren 
















tungen befchäftigen, welche zur Bervollftändigung der Theorie der In⸗ 
ion der Differenzialgleichungen unumgänglich nothwendig find ($. 437). 


$. 513. Es fei: 
| 


F(x,y,3‘,)=0 (F) 
 Differenzialgleigung der erſten Ordnung mit zwei Veraͤnderlichen, welche 
m; \ 

y=f(x,y) () 


vandelt, wenn man fie in Beziehung auf y’ auflöft, Für jedes Werths⸗ 
von x und von y beftimmt dieſe Gleichung das Verbältnig ber unend- 
Heinen Veränderung von y zu der unendlich Fleinen Veränderung von x. 
beftimmt alfo implicite die endliche Differenz der Werthe von y, welche 
Werthen von x entfprechen, die durch ein endliches Intervall von ein⸗ 
getrennt find, wenn dy innerhalb dieſes Intervalled eine unendlich Fleine 
bleibt, oder wenn die Function y feine Stetigkeitsunterbrechung der 
Ordnung erfährt, was der Fall ift, wenn y’ endlich bleibt, und fogar 
iffen Faͤllen, wenn die Function y’ durchs Unendliche geht. 
"Dur x,, X wollen wir zwei durch ein endliches Intervall von einander 
nte Werthe von x bezeihnen und n4x — XÄ— x, feben, wo n eine 
e Zahl bezeichnet, daß die Größe Ax als eine fehr Heine Größe der 
Ordnung betrachtet werden kann. Wir wollen: 
' x, +4, z,=x,+2I4, x,=x,+3L4x, ı. 
» und Durch Yor Yır Yar 26:5 Yo Yır Yioı 26. die Werthe von y,y’ bes 
‚ welche refp. den durch x,,x,,x,, 21. bezeichneten Werthen von x 
echen. Wenn man den Werth y, willfürlih annimmt, fo fann man bie 
der zwifhen den Grenzen xx, x X liegenden Werthe von y 
Xitteln der Gleichung (f) näherungsweiſe berechnen; denn dieſe Gleichung 


yn=fl, Yo)» 
b wenn man eine fehr Fleine Größe ver zweiten Orbnung vernadhläfligt, fo 
man: 
| „= +ty,Iı«=ytf&yıJ0) I 
Dur die Subflitution dieſes Werthes von y, in die Gleichung: 
y‚=t(,y;) 
Halt man den Werth von y’, mit einem fehler, welder im Allgemeinen 
enfalls nur eine Größe von der zweiten Ordnung fein kann; denn die Ver⸗ 
ıderung der Yunction f ift im Allgemeinen eine Größe von derſelben Ord⸗ 
ng, als die Veränderungen der Größen x, y, wovon fie abhängt. Man hat 
fo bis auf Größen der zweiten Ordnung genau: 
J2 =Jı +y,Iıx=y-+tf(x,YJo)* Iz--f(x,,y,)-Ixı 


f. fe Da n nad der Borausfeßung eine fehr große Zahl, ober - eine Größe 
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von berfelben Orbnung ale Ax ift, fo kann der X entiprechende Werth ws 
Y wegen der nmaligen Wieberbolung des bei jedem Werthe von y 
Fehlers mit einem Fehler behaftet fein, welcher einer fehr Heinen Größe 
erftien Ordnung, oder von derfelben Ordnung wie Ax gleich iſt, und 
vernachläffigt werden kann, wenn man für x eine hinreichend Herne Geh 
genommen bat. 

Diefe Schlüffe werden jedoch unzuläflig, wenn vie Ableitungen: 

df(x, y) df(x,y) 
d«« ' dy 

für Werthe von x und von y, welche refp. zwifchen den Grenzen x,,X uh 
Yor X liegen, unentlih werben; denn alsdann kann eine den Beränderlide 
x oder y ertheilte fehr Heine Veränderung der zweiten Ordnung eine de 
änderung der erften Ordnung der Function f zur Folge haben; aber feibk & 
diefem alle, wenn die Function f nur nicht unendlich wird, fieht man If 
ein, daß die Function y vermöge der Gleichung (F), welche ihre unenhih 
fleinen Veränderungen beftimmt, dur eine Reihe beflimmter Werthe ach 
obgleich die Annäherungsmethode nicht mehr eine Reihe, durch endliche F 
tervalle von einander getrennter Werthe mit einer hinreichenden Genanigki 
zu geben vermag. *) 

Man bemerkt leicht, daß die eben angebeutete arithmetifche Rechnung we 
ber Eonftruction einer Curve, deren Ordinate y if, indem man für bit 
Curve ein Polygon fubftituirt, welches fich derſelben deſto mehr näpert, X 
Heiner die Tinte Ax genommen ift, und indem man außerdem einen Pal 
annimmt, durch welchen die Eurve gehen muß, und welder eine Winkelipii 
des zu conftruirenden Polygones ift, auf eins Binausläuft. 


$. 514. Wenn der durch die Gleichung (f) gegebene Werth vom y' 
durch das Unenvliche geht, fo kann man diefe Gleichung umkehren und 

1 
A (x, y) 
fegen, indem man y zur unabhängigen VBeränberlichen nimmt. Wenn di 
Function y mit y’ zu gleicher Zeit unendlich werben muß, fo kann bie os 
dieſe letzte Form gebrachte Differenzialgleichung dazu dienen, den Curvenzweig 
m,,n (Fig. 102), worauf der Anfangspunft m, genommen ift, und welder 
dieffeitS ber zu der Are der x,y parallelen Afymptote PN liegt, fo weit, «# 
man nur will, zu verlängern. Auf der andern Seite von PN fann man WE 
Sonftruction der Eurve nur dann fortfegen, wenn man einen andern Anfauge 
punft m’, annimmt, durch welchen der Curvenzweig m’, n‘ gehen muß. Mas 
fann für m’, wie für m, einen beliebigen Punkt annehmen, nur dürfen fest 
Eoordinaten die durch die Gleichung (F) gegebenen Werthe von y nicht imagr 
när machen. 

Wenn man das Integral der Gleichung CF) analytifch ausdrücken Fanz, 
fo wird der Qurvenzweig m’, n‘, welcher mit tem Curvenzweige m, » ver 
bunden werben muß, gewöhnlich durch die Bedingung beflimmt, daß die wil- 










x! 


— — — — — — 


*) Es wird kaum ein Fall vorkommen, wo man Gelegenheit hat, die im viefem | 
angeteutete Näherungsrehnung wirklich auszuführen, fo daß man einen ſtrengen 
Ausdrud für die Grenzen des begangenen Fehlers wünfcden könnte. Gaud) 
hat diefen Ausdrud entwidelt, worüber man die Werke viefes ausgezeichneten 
Analyften fowie eine Abhandlung von Binet in dem Journal der Math. von 
Liouville Bd. II Seite 229 vergleichen muß. 
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arliche Eonftante bei dem Uebergange von dem einen Curvenzweige zu dem 
andern ihren Werth nicht ändert; allein diefe beſtimmende Bedingung fällt weg, 
zenn ſich das Integral der Differenzialgleichung nicht durch vie befannten 
welytiichen Hülfsmittel ausprüden Täßt. 

. Die Differenz zweier Werthe von y, zwifchen welchen die Kunction y 
mrch das Unendliche geht, kann nicht mehr die Summe der unendlich Heinen 
Incremente, welche die Function in diefem Intervalle erhalten hat, ausdrücken 
ind der Name Integral ıft auf die Bleihung mit x, y, welche ber gegebe- 
ven Differenzialgleichung genügt, wenn man biefe Werthe mit einander ver- 
gleichen will, nur uneigentlih anwendbar, .. Es feien aber dennoch x,, ÄX bie 
Berthe von x, zwilchen welchen ver Be von x liegt, welcher y unendlich 
wacht, und y,, X feien die correfpondirenden Werthe von y. Wenn man die 
Beränderliche x durch eine Reihe imaginärer Werthe, welche für y feine un- 
mblichen Wertbe geben, von dem. Wertbe x, zu dem Werthe X übergehen 
it; fo drüdt die Differenz Y— y, wieder die Sunme der reellen ober 
maginären unenvlich Heinen Incremente aus, welche die Function y bei dem 

gange von einem Werthe zum andern annimmt ($. 321). Die Summe 
ver imaginären Theile diefer Ineremente muß Null fein, weil nach der Vor⸗ 
usfegung die Werthe yo, Y, und folglih ihr Unterfhied Y— y, reelle 
Brößen find. 


$. 515. In dem Falle, wo die Differenzialgleichung die Form: 


y'=gy-Yy(wy) (1) 
Hätte, müßte man fie einer befonvern Unterfuchung unterwerfen. Denn es fei 
ya ein Werth von y, welcher ꝙy verfhwinden macht. Wenn der Werth ver 
Zunetion y von dem anfänglichen Werthe y, bis zu dem Werthe y. fletig zu⸗ 
oder abnimmt, fo verfchwindet der Werth von y’ in dem Augenblide, wo y 
dieſen Werth y. erreicht, und ver folgende Werth: 


Yotı — Yn + y,4x 
rebneirt fih auf ya, fo daß y’urı ebenfalls gleih Null if, u. ſ. f. Der 
Berth der Function würde alfo, nachdem er von yo bis y. eine veränderliche 
Größe geweſen ift, mit einem Dale eine conftante Größe. 

Es iſt wohl zu erwägen, daß fih die bier gemachte Bemerkung nicht 
blos auf die arithmetifche oder graphiſche Konftruction erflredt, vermittel 
weiber die auf einander folgenden Werthe einer Function vermöge der Di 
ferenzialgleihung, welche das Geſetz ihrer unendlich Fleinen Veränderungen 
asdrũckt, felbft wenn fich dieſes Integral nicht analytiſch ausdrücken läßt, mit 
einer beliebigen Annäherung beflimmt werben fünnen; fondern diefe Bemerkung 
erſtreckt fi) vor allen Dingen jedesmal auf die Erzeugung der Function felbft, 
wenn fie wirklich und in dem eigentlichen Sinne des Wortes eine Reihe von 
Berthen durchläuft, was ooranstegt, daß die unabhängige Veränderlihe x die 
Zeit ober eine mit der Zeit wachfenne Größe ausdrüdt. 


$. 516. Es fommt nun darauf an, zu beflimmen, unter welden Um⸗ 
Ränden die Function y den Werth erreichen kann, welcher py verſchwinden 
macht, indem diefe Function von einem andern anfänglichen Werthe ausgeht. 
3u dem Zwecke wollen wir zuvörderſt ven Fall betrachten, wo ſich die Func⸗ 
kon "(x,y) auf eine Conftante c reducirt, und wo die Function yy bie Form 
any + n bat, indem m und n conflante Zahlen bezeichnen. Das Shtegral der 


Dleichung: 
a— =c(my-+n) 
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my n= (my, + n)e"b-ı0, 
wo x,,Y, die anfänglihen Werthe der beiden Veränderlichen bezeichnen. De 
Größe my, + a iſt nad) der Vorausfegung von Null verſchieden, und felgig 
kann die Größe my + u wegen der Form des Integrales für feinen endlichn 
Werth von x verfchwinden, —* fie convergirt nur dann gegen Null, wen 
die als negativ vorausgefegte Größe me (X —x,) immer größere und größer 
Zahlenwerthe anniınmt. 
Wir wollen nun zum allgemeinen Kalle übergehen, und blos annehmen, 
daß die Function p'y nicht für den Werth von y unendlich wird, welde 
y=0 madt, Es fei „7 diefer Werth, fo kann man, wenn die Functien 
dem fie von einem Fleinern oder größern Werthe ausgeht, fo Lange zu- obe 
abnehmen kann, bis fie den Werth 7 erreicht, für y, einen unendlich werk 
von 7 verſchiedenen Werth annehmen, und alsdann ift py unenvlich werk 
von (y—n)Y'n verſchieden. Um die Begriffe zu firiren, wollen wir 
nehmen, daß y,>nı ift, fo kann dy nicht für poſitive Werthe um 
dx negativ werben, umd ofatid fann y nicht von dem Werthe y, zu ven 
Werthe 7 übergehen, wenn die Function W(x,y) in dem Intervalle kein 
negativen Werthe annimmt. Außerdem wirb der Kall ausgefchloffen, wo bir 
Function durch das Unendliche gehen, ober unbeflimmt werben koͤnnte. Es fi 
— c der numerifch größte der negativen Werthe, weldhe die Function Y(x,7) 
in dem Intervalle annimmt, fo haben wir eben gefehen, daß vie Differen 
y—n nad der Form des Integrales der Differenzialgleichung: 
dy=—c(y—n)-yndx (2 
für Feinen endlichen Werth von x verſchwinden kann, und folglich iſt e6 ı= 
jo mehr unmöglich, daß die Differenz y— 7 für irgenb einen enblichen Wer 
von x verfchwinden kann, wenn die Sunction y der Differenzialgleichung: 
Ä dy=Y(x,y)-(y— nm) + p'ydx 8) 
genügen muß, weil die Function a) (x,y) felbft, wenn fie befländig als negatis 
angenommen wird, nad der Vorausſetzung niemals einen Zahlenwerth =e 
erreicht, und alfo y vermöge der Gleichung (3) nicht fo fchnell wächſt, a 
vermöge der Gleichung (2). - 
enn man y, <n, oder pn <O annimmt, fo wirb auf eine gm 
ähnliche Weiſe dargeihan, daß y für feinen endlichen Werth von x gleih nr 
werben kann. 
Es bleibt alfo nur noch der Fall übrig, wo ber Eoefficient gr umenklh 
wird, was 3. B. flattfindet, wenn man 
















y=(y—n) 
fegt, wo k eine zwifchen O und 1 liegende Zahl bezeichnet, ober auch: 
— 1 
iec. ⸗ 


and alsdann iſt die Gleichung y = 7 ein finguläres Integral der Gleichung (1). | 


$. 517. Wir haben bisher angenommen, daß die in Beziehung auf y 
aufgelöfte Gleichung (F) für y’ nur einen einzigen reellen Werth f(x,y) 
gibt, und offenbar findet in dieſem Falle zwifchen den unendlich vielen Linien, 
welche man vermöge der Gleichung (F) conftruiren kann, wenn man eis 
Punft jeder diefer Linien willfürlih annimmt, kein Durchſchnitt flatt, weil, 
wenn fie ſich durchſchnitten, die Ableitung y’, gegen die Vorausſetzung, mehrer 
Werthe haben würde, welde den Coorbinaten x,y der Durchſchnittspunkte 
entiprächen. Hiervon findet nur eine Ausnahme flatt, wenn ber Werth von 
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für gewiffe Werthe von x,y unbeflimmt wird. So gehört 3. B. die Dife 
enzialgleichung y =! unenblich vielen geraden Linien an, welche fich alle 


. Anfangspuntte der Coorbinaten fchneiden, für welchen Yunft ver Werth 
u y‘ unter der unbeflimmten Form © erfcheint (6. 182). 

Wenn die Gleichung (F) für y' mehrere verfchiedene Werthe y F, (x, y), 
=f,(x,y), 2. gibt, fo läßt fi jede dieſer Gleichungen, einzeln betrachtet, 
e die Gleichung CF) conſtruiren und führt auf ein Syſtem von unendlich 
len Curven oder Eurvenzweigen, welche durch die Wahl des Anfangspunftes 
rticulariſirt find. 

So ift die Gleichung: 

y'?x? — 2yx(y— pP? +rR—=0 (a) 
ichbedeutend mit den beiden folgenven: 


EIER nenn 


y! — x (a, ) 
— V ln %)__y2 
y—I-ett Bin) (a,) 


won jede für ſich conflruirt werden fann. 
In diefem Beifpiele nimmt y’ jedesmal einen imaginären Werth am, 
an die Beränderlidhen x,y der Ungleichheit: 


pp — 2y)— x? <0 
nügen. Die Curve: 

p(p — 27) — x? =0 (b) 
grenzt folglich auf der Ebene der xy die Region, in welcher ſich die durch 
e Gleihung (a) charakterifirten Eurven ausdehnen koönnen. Die beiden 
zerthe von y’ werden für die auf der Eurve (b) liegenden Punkte einander 
eich, d. h. fie if der geometriſche Ort der Punkte, worin ſich je zwei der 
Ip. durch die Gleichungen (a,), (a,) harakterifirten Eurvenzweige vereinigen, 
elche Bereinigung auf zwei verfchiedene Arteu flattfinden kann. 

Im Allgemeinen ift die gemeinfhaftlihe Tangente der beiden Curven⸗ 
yeige (a,), (a,) für die auf der Curve (b) liegenden Punkte von der Tane 
nte der Curve (b) in denfelben Punften verfchieden, was namentlich bei dem 
m ung gewählten Beifpiele der Fall iſt. er aus ven Gleichungen (a,), 

e 


„) abgeleitete Werth von )reducirt fich für die auf der Eurve (b) liegen⸗ 
n Punkte auf: 
= Ze ' 
x 


dx p 
bt, und wenn biefer Werth von 7 dem vorhin für y’ gefundenen gleich fein 
Ute, fo müßte man die Relation: 


IJ=-Pp__Z _N)ori- 
—775 oder pp—y)—z?—=0 
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haben, welche nicht mit ber Gleichung (b) befiehen Tann, ausgenommen fir 


’ In folhen Fällen vereinigen ſich die Eurvenzweige (a,), (a,) auf be 
Curve (b), indem fie eine Rückkehrkante bilden, und biefe Grenzeurve if ber 
geometrifche Ort aller Rückkehrpunkte der Curven, zu welchen die Differeuiek 
gleichung (a) gehört. 


1.4 $ 518. Aber wenn man bie Gleihung: 
y'?x2 — 2yx(2y—p) +27 Q2y —p+r=0 (a) 
hat, welche fich in die beiden folgenden: 


y—P +Y Pe—2y)—x? 


i (a,) 
y’ — 2 eV Men (a,) 


zerlegen laͤßt; fo fällt die gemeinfchaftlihe Tangente der Eurvenzweige («,) 
(a,) in den auf der Eurve (b) liegenden Bereinigungspunften viefer Zweig 
mit der Tangente biefer letztern Curve zufammen, welche alfo vie Umhüllungs⸗ 
oder Umſchließungscurve aller dur das Syſtem der Gleichungen (a,), (@,) 
dharakterifirten Curven wird; denn die Gleichung, welche dieſes Zufammer- 
fallen der Zangenten ausdrückt, nämlich: 


2y—p__ 
—= 
iſt mit der Gleichung (b) identiſch. 
Diefes flimmt mit dem im $. 184 Gefagten überein, und die Gleichung 
(a) wird erhalten, wenn man die Eonflante a zwifchen der Gleichung: 


y=ax+ ir. x2 (ec) 
p2 


x 
pP 


und ihre Ableitung eliminirt. Die Umhüllungscurve aller durch die Gleich 
(a) oder durch die Gleichung (c), welde das allgemeine Integral verfelben 
ift, ausgebrüdten Parabeln iſt genau die Parabel (b), fo daß der Berührung 
punft jeder eingefchloffenen Curve mit der Umfchließungscurve die erftere is 
zwei parabolifche Bogen theilt, wo der Werth von y’ für den einen durch bie 
Gleichung (@,), und für den andern durch die Gleichung (a,) gegeben wirt. 


$. 519. Hieraus entfpringt eine andere Schwierigkeit, denn wenn x bie 
Zeit, oder eine mit der Zeit wacfende Größe bezeichnet, fo ift fein Grud 
einzufeben, weßwegen die Function y, deren VBeränderungsgefeß durch bie 
Gleichung (=) ausgedrückt wird, für größere Werthe von x, als die Absciſſe 
Op (Fig. 48) des Berührungspunftes ver eingefchloffenen Curve mit der um- 
fließenden eher durch die Ordinate des Bogens mn der eingefchloffenen Curve, 
ald durch die Ordinate des Bogens mus der Umfchließungscurve ausgerrädt 
werben foll, und dennoch iſt es unmöglich, daß diefe von demfelben gegebenen 
Anfangswerthe ausgehende Function für denfelben Werth von x zwei ver- 
fhievene Werthe zugleich Habe. 

Diefe Schwierigkeit wird durch folgende Betrachtungen gchoben : 

Es bezeihne a = 0 die Gleichung der Umſchließungscurve, wo u eine 
Sunetion von x,y ift, vermittelſt welder wir y und dy ans ber gegebenen 

ifferenzialgleichung fortfchaffen Fonnen. Diefe Gleihung muß die Form: 
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du=gu-% (u,x)dx 

nnehmen, wo gu eine Junction von a bezeichnet, welche mit u verfchwindet, 
mb deren Ableitung y’a für a = 0 nnendlid wird, wenigftens, wenn bie 
Function Y(u,x) nicht felbft unendlich over unbeflimmt wird. Denn wenn 
Ye Function u, nachdem fie anfangs einen von Null verfchievenen Werth ge« 
jabt hat, verfchwindet, was in dem Berührungspunfte der umfchloffenen Linie 
mb der Umfchließungslinie ftattfindet; fo wird die Tangente der erftern durch 
se Gleichung du — 0 beflimmt, und fällt mit der zweiten zufammen, wie es 
yer Fall fein muß. 

Hieraus folgt, daß die Function u, wenn fie einmal ven Werth Null 
reicht hat, viefen Werth für zunehmende Werthe der Zeit ober der Ver— 
inderlihen x fortwährend beibehält, fo daß die Function y, welde im erften 
Theile ihres Laufes dur die Ordinate der umfchloffenen Linie ausgebrüdt 
vird, darauf durch die Ordinate der Umfchließungslinie dargeftellt wird. 

Wenn man, um diefes auf unfer Beifpiel anzuwenden: 


u=p(p— 27) — x? 
est, fo verwandeln fi die Gleichungen (q,), (@,) in: 
May. .H+1 V. ? 21 
X 


x 


N du — 











$. 520. Wir kommen alfo auf dieſe Weife wieder anf die im vierten 
rapitel des gegenwärtigen Buches auseinander gefegte Theorie der fingulären 
Integrale, und hieraus geht hervor, weßwegen wir den Namen Integrale, 
velcher von einigen Autoren mit Unrecht verworfen ıfl, beibehalten haben. In 
ver That wird, wenn die Zeit erplicite oder implicite die Rolle ver unab⸗ 
yängigen veränderlichen Größe fpielt, das eigentlihe Problem der Yntegration, 
velches in der Beflimmung der Summe der unenblich Fleinen Ineremente der 
Function während eines gegebenen Zeitraumes befteht, ſucceſſive vermittelft 
ines particulären Integrales, und vermittelt eines fingulären Integrales ge= 
öft, fo daß die Auflöfung nur dann vollfländig iſt, wenn man das finguläre 
Integral mit dem Syſteme der particulären Integrale oder mit dem allgemeinen 
jntegrale verbindet. 

Diefe Eigenfchaft kommt dem fingulären Integrale deswegen zn, weil e8 
ie Umhüllungslinie aller Durch die particulären Integrale gegebenen Linien 
usdrückt. Selbſt in dem Falle, wo fih die Gleichung der Umhüllungslinie 
urch eine ſchickliche Beſtimmung der willfürlihen Conftanten aus dem allge- 
aeinen Integrale ableiten ließe (daſſelbe alfo in dem rein abftracten Sinne 
ein finguläres Integral mehr wäre), würde es folglich doch noch die Eigen- 
hümlichkeit eines fingulären ntegrales in fo fern haben, ald man es mit 
edem der übrigen fingulären Integrale verbinden müßte, um bie Auflöfung 
er mtegrationsaufgabe vollftändig zu machen, wenn bie Zeit ober eine mit 
er Zeit wachfende Größe die unabhängige Veränverliche ift. 

So if 3. B. von der Diffexenzialgleichung: 

2xy 
Sa * 
as allgemeine Integral: 
y2 +x?2 — 2370, 
welches unendlich viele Kreife ausdrückt, deren Mittelpunfte auf der Are der 
liegen, und welche fämmtlih die Are der x im Anfangspunfte der Coordi⸗ 
aten berüßren. Die Sleihung „= 0, weldhe der gegebenen Gleichung ge⸗ 
Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 34 


Siebentes Bud. 


Antegration der Differenzialgleichungen wit mehreren ux 
abhängigen veränderlichen Größen. 





Erftes Kapitel, 


Ueber die Integration der Gleichungen mit totalen Differenzialen. - 
Geometrifche Anwendungen. 





$. 523. Wenn man zwiſchen ben unabhängigen Beränberlichen x, 
und der davon, abhängigen Function z eine Gleihung von der Form: 
ds p(x,y)dx--Y(x,y)dy 
bat, fo laßt fi die Integration dieſer Gleihung auf die Quadraturen zu 
rüdführen ($. 393), wenn die Functionen ꝙ, & der DBebingung der Jute 
grabilität: 
dp _ day 


dy dx | 





genügen. 
Wenn die Functionen g,% bie Beränderlihe z enthielten, oder wem 
man zwifchen den Veränderlichen x, y, z, und ihren Differenzialen die Gleichung: 
Xdx + Ydy + Zi = 0 (1) 
hätte, wo X, Y, Z Functionen von x, y,z bezeichnen, fo ließe fich die Inte⸗ 
gration dieſer Gleichung noch auf die Duadraturen zurüdführen ($. 396), 
wenn die Functionen X, Y, Z bie Bedingungen der Integrabilität : 
«X _dY dX _dZ dY __dZ 
Tata 
erfüllen, und das Integral würde die Form F(x,y,z) — const. haben, wo 
F die Function bezeichnet, deren genaues Differenzial ver erſte Theil ber 
Gleichung (1) if. 

In allen Fällen muß, wenn man annimmt, daß es eine Function z von 
zwei unabhängig veränderlichen Größen x,y gibt, welche der Gleichung (1) 
genügt, und woraus man einen Werth von dz von der Korm: 

dz = pdx—+- qdy 
ableiten kann, vie Gleichung ftattfinden : 
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dp _.dq, 
ya * (2) 
ber vermöge der Gleichung (1) Hat man: 
. Y 
P—- 7 1=— z' 


voraus folgt: 

















x X X X 
—8 (7) un (zZ) (7) Y 
—J dy + ‚da j dy) dy + a Z 

Y Y Y Y 
KW) td Lt x 
—J 5— 58 a 77. '7Z' 
dag die Gleihung (1) nach verrichteten Reductionen 

dY dZ2 dZ dX dX dY 

b 


t. 

Wenn dieſe letzte Gleichung, welche die Bedingung der Integrabilität 
sbrüdt, erfüllt wird, fo laͤßt ſich die Integration der Gleichung (1) auf die 
n Gleichungen mit zwei Veränderlichen zurüdführen, denn wenn man das 
ıtegral der Gleichung (1) hätte, und bifferenzirte daffelbe, indem man = 
8 eine Eonftante betrachtete; fo müßte das erhaltene Reſultat mit der Blei» 
ang (1), nachdem man darin de=0 gefeßt hat, d. h. mit der Gleichung: 

Xdx+ Yıy=0 | (4) 
ereinflimmen. 

Umgefehrt, wenn man durch u den Factor bezeichnet, welcher Xdx + Ydy 
einem genauen Differenziale macht, wenn man z als eine Conſtante be- 


ıchtet, und 
Su(Xdx +Ydy)=F(x,y) 
zt, fo it das integral der Gleihung (1): 
Fxy)=Z, (5) 


» Z, eine Function ber einzigen Veraͤnderlichen = bezeichnet. Um fie zu 
ſtimmen, wollen wir bemerfen, daß 


dF dP dE __d2, 
5845 dy--;- ds = —- dz, 
mer: 
dF dF 
7 *4 FP dy = u(Ädx + Ydy) = — uZdz, 
d folglich: 
dZ, dF 
_—.— _—u2 6 
dz dz A 0 


Wenn alfo die Gleichung (3) erfüllt wird, fo müffen bie beiden Ber- 
berlichen x,y zu gleicher Zeit aus dem zweiten Theile der Gleichung (6) 
rſchwinden, wenn man eine berfelben vermittelt ver Gleichung (5) fort- 
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f&hafft, oder mit andern Worten, bie in Beziehung auf x genommene Ahle, 
tung dieſes zweiten Theiles muß — 0 fein, wenn man y als eine burd de J 
Gleichung (5) gegebene Function von x und von Z betrachtet. Die zu ven P 
fieirende Beringung wird aljo ausgebrädt durch die Gleichung: 


(2 —u2) (7 —uZ) 
dz ds 3260 
— — —7560 


oder durch: 
BE 42 „du /aF dZ „du\X 
ı_„2_3r _(U_ nz) — 
N Pr Ir nt P 


wenn man für = feinen aus der Oleichung (4) abgeleiteten Werth feht. 


Außerdem hat man: 
dE deuX_ dX du 
Ferkel Ar Tan rn 
dF deuY _ dY , „du 
rt 
und ber Kactor u leiftet ber Bebingungsgleichung : 
du —d «X dY\ı _ 
7 -Yi+tel —0 
Genüge ($. 444). 
Subftituirt man nun die aus den brei lebten Gleichungen abgeleiteten 
Werthe von: 
dF d2F du 
dxdz’ dydz’ dx 
in die Gleichung (7), fo verfchwinden vie Größen: 
du du 
kr dy'ds 
zu gleicher Zeit, und man kommt wieder auf die Gleichung (3), welche die 
Dedingung der Integrabilität ausprüdt. | 


$. 524. Wenn diefe Gleihung nicht erfüllt wird, fo gibt es Feine Zune 
tion = der beiven unabhängigen Veränderlichen x, y, welche die Gleichung (1) 
verifieiren kann, d. h. diefe Gleichung drüdt nicht mehr eine Eigenfchaft ver 
Eoordinaten x, y,z einer gewiffen Oberflähe aus. Aber deswegen ıfl die 
Gleichung (1) doch nicht ohne alle Bedeutung und fie fann 3. DB. fehr wohl 
eine gemeinfchaftliche Eigenjchaft einer Reihe von Curven ausdrücken, deren 
veränderlihe Coordinaten durch x, y, z bezeichnet werden ($. 263 und 267); 
nun gibt es Feine Fläche mehr, welche der geometriſche Ort aller dieſer Linien 
iſt. Wenn man zwifchen y und x eine willfürlihe Relation aufftellt, d. h. 
bie Projection einer diefer Linien auf der Ebene der x,y willfürlich zeichnet, 
jo wird z eine Function der einzigen unabhängigen Veränderlihen x, und bie 
auf diefelbe Weife wie eine gewöhnlihe Differenzialgleihung conftruirte Glei⸗ 
Hung (1) beftimmt alsdann die Projection derfelben Linie auf der ‚Ebene der 
xz, wofern nur ein Punkt gegeben ift, durch welchen dieſe Projection gehen 
mug. Die Jutegration der Gleichung (1) beiteht in diefem Yalle darin, zwi- 
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ſchen den Eoorbinaten x, y,z ein Syflem von Gleichungen mit einer willfür- 
lichen Aunction zu finden, woraus man durch eine fchieliche Beſtimmung dieſer 
willfürlichen Function alle Linien ableiten kann, deren Coordinaten die Eigen- 
[haft befiten, ver gegebenen Differenzialgleihung Genüge zu leiften, 

Nun ergibt fi) aber vie Auflöfung biefer Aufgabe unmittelbar aus der 
Analyfe, welche uns auf die Integration der gegebenen Differenzialgleichung 
geführt hat, wenn diefe die Bedingung der Integrabilität erfüllt; denn wenn 
man in dem entgegengefeßten Falle, flatt die in ver Gleichung (5) vorkom⸗ 
mende Function Z zu beflimmen 


Fxy)=9r (8) 
feßt, wo @ eine willkürliche Function bezeichnet, und dann: 
dE 
*5— ul = Y':, (9) 


fo verificiren die Werthe von x,y als Functionen von =, weldhe die Gleichun⸗ 
gen (8) und (9) erfüllen, auch die gegebene Differenzialgleihung , deren In⸗ 
tegral folglich durch das Syſtem (8) und (9) mit der willfürlihen Function 
p und ihrer Ableitung ausgedrückt wird. 

Geſetzt, man follte ausprüden, daß die Linie, deren veränberlihe Coor- 
dinaten x,y,z find, durch die Berührung einer Kegelflähe, deren Mittelpunft 
im Punkte (x, y,a) liegt und einer Rotationsflähe um die Are der z beflimmt 
wird; fo müßten die auf biefer Linie liegenden Punkte zu gleicher Zeit den 


Gleichungen: 
| s—.,=px—2)+44—J)ı (10) 
PP—x=0, (12? 
dz — pdx -1- gdy 


©enüge Ieiften ($. 249 und 254), woraus fih durch Elimination von p und 
q ergibt: 
2 —Z, 
Dieſe Gleichung erfüllt die Bedingung der Integrabilität nicht, fo lange x,,y, 
nicht verfehwinden, und in biefem Falle hat man die Gleichungen: 
„=x(x—x,)+y(y—yo) 


Fay)=j@4+y) 2=2—- V-— 


0 


vermöge welcher fich die Gleichungen (3) und (9) refp. in: 








dz xdx -4-ydy (12) 





' 


x2 1 y2 = 2gz, Et A 2) = os (13) 
22, 
verwandeln. Die Gleihung (12) ober das damit gleichbedentende Syftem 
ber Sleihungen (13) gehören folglich allen Rinien an, welche die angegebene 
geometriſche Eigenichaft haben. 

Man hätte diefelbe Aufgabe auch dadurch anders ausprüden fönnen, daß 
man gefragt hätte, welches iſt die Gleichung ber Fläche, die zugleich in bie 
Familie der durch die Gleichung (10) charakterifirten Kegelflächen und in die 
Familie der durch die Gleichung (11) harafterifirten Notationsflähen gehört? 
Die Gleichung (12), auf welhe man durch den Ausdruck diefer doppelten 
Bedingung geführt wird, erfüllt die Bedingung der Integrabilität nicht, fo 
lange x,,y. nicht verihwinden, worans aljo im Allgemeinen folgt, daß eine 
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foiche Fläche nicht exiflirt. Wenn x,,y, verſchwinden, fo Laßt füh die Sie 
dung (12) integriren, und gibt: 


1 2, =cV x +-y?, 
wo e die willkürliche Conftante bezeichnet. Diefe Gleichung gehört zu -allen 
geraden Kegelflächen, deren Mittelpunft in dem Punkte der Are ver z Liegt, 
deſſen Orbinate =, ift, und es iſt einlenchtend, daß dieſe geraden Kegelflächen 
der jo ausgebrüdten Aufgabe in der That genügen, 
Wenn man die Gleichung (12) auf die Form: 
dz[x(x—x,)+ y(y—y,)]= (es — 8,)(xdx--ydy) 
bringt, fo ſieht man, daß fie durch die Sleihung z— =, = O erfüllt wir, 
ohne daß man anzunehmen braucht, daß die Coorbinaten x,,y, verfihtwinden. 
Alſo ift die dur den Punkt (x,, Yo, 2,) ſenkrecht auf die Are ver = gelegte 
Ebene eine Fläche, welche der Bedingung der Aufgabe genügt; aber bieje Anf- 
Löfung iſt Feine finguläre, wie aus ber obigen Form ber Gleichung beutlig 
hervorgeht, und fie enthält die zur Vollſtaͤndigkeit des Integrales erforberlice 
willfürlihe Conſtante nicht. 


$. 525. Wenn die gegebene Differenzialgleihung in Beziehung auf wie 
Differenziale dx, dy, dz nicht Iinear ift, fo kann fie der Gleichung (3) nicht ges 
nügen, und folglich eine Gleichung zwilchen x, y, umd einem willfürliches 
Parameter nicht zum vollſtaͤndigen Integrale haben, fo lange fie fich nicht in 
lineare Factoren zerlegen läßt. Gleichwohl gibt es unter den nicht Iimeares 
Differenzialgleichungen, welche diefer vorläufigen Bedingung der Integrabilitit 
nicht genügen, noch folche, die eine geometrifche Bedeutung haben und fih 
durch Einführung willfürlicher Functionen in aller erforderlichen Allgemeinpei 
integriren laffen. . 
Sp befteht 3. B. das Problem der Nectification ebener Eurven in ber 
Integration der Differenzialgleichung mit drei Veränderlichen: 
ds? — dx2 4-dy2, (14) 
welche ſich weder in lineare Factoren zerlegen läßt, noch eine einzige Glei— 
hung zwifchen x, y,s und einer willfürlihen Conftanten zum Integrale hat; 
aber deren allgemeines Integral ſich nichts deſto weniger unter einer zufam- 


mengefegten Form ausbrüden läßt. Denn man kann die Gleichung (14) auf 
folgende Form bringen: 


ds? = (dx cos, & — dysin. a)? + (dxsin. @ 4 dy cos. a)?, 
wo a einen willfürlihen Winfel bezeichnet, und folglich kann man dieſe Glei⸗ 
hung durch das Syſtem der beiden andern Öleihungen: 

ds = dxcos. — dysin.a, dxsin. a +dycos.a=—0 

erfegen, deren Integrale: 

s=xcoe.@a—ysin.a +f, xsi.a+tyco.a=Y, (15) 
find, wo £,y andere willfürlihe Conflanten bezeichnen. Da uns nun dab 
Eyftem der Gleichungen (15) eine particuläre Auflöfung der Gleichung (14) 
liefert, fo kommt es darauf an, dieſe Auflöfung zu verallgemeinern, und zu 
dem Zwede wollen wir nach ber bereits in Buch 4, Kap. 8 Angewanbtes 
Methode zunähft E= ya, Y= Ya fegen und dann bie in Beziehung auf 
die jet als veränderlich betrachtete Größe & genommenen Ableitungen ber 
Gleichungen (15) gleich Null ſetzen. Durd dieſe Rechnung ergibt fid: 


0=—xsin.a—yco.ua+ ga, xcosa—ysuaz Wu, 
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8 Yazgla, WYa—ga folgt. Folglih wird der Gleichung (14) 
das Syſtem der drei Gleichungen: 
szxcs. 0 —ysin.a+ ga 
xsin.@ + ycos. a = ya 
x cos. 0 — ysin. a ya 
jt, worin die Function ꝙ willfürlich bleibt oder durch das Syſtem: 
x gla»sin.@ + p'arcos. a 
y=gya»co.a— Ypla»sin.a?, . 4416) 
s=ga-- ya 
es ſich daraus ergibt und woraus in der That die Werthe: 
dx = (pa 4 pa) cos. a da 
dy=— (pa + pa) sin. ada 
ds=(gla-+ y'a)da 
1, welde der Gleichung (14) offenbar Genüge leiſten. Wenn man bie 
| der Function ꝙ angibt, fo erhält man die Gleichung der ebenen Curve, 
velhe die Größen ⸗, x,y vefp. bie Länge bed Bogens, bie Absciſſe und 
Irdinate bezeichnen, wenn man, wo möglich, zwiichen ven beiden erften 
dungen (16) « eliminirt und den W des Bogens s ald Function. 
x oder y erhält man, wenn man a zwilchen ber dritten und erſten ober 
en diefer Gleichungen eliminirt. Wenn dagegen die Gleichung der Curve: 
(0 (€) 
en ift, und man fubflituirt die vorhergehenden Werthe von x,y hinein, 
hält man eine Differenzialgleichung der zweiten Orbnung zwifchen & und 
durch deren vollftändige Integration zwei willfürliche Conftanten einge» 
werden. Sn diefem Falle gäbe aber auch die dritte der Gleichungen (16) 
Werth von s mit zwei willfürlihen Conſtanten, während viefer Werth 
a der willfürlichen Wahl des Anfangspunftes der Bogen nothiwendig nur 
einzige willfürlihe Conſtante geftattet. Nach einer ähnlichen Bemerkung 
Tagrange hat Poiffon dieſe Schwierigleit auf folgende Weife be- 
t 


Wenn man die Gleichung (5) differenzirt und darin für dx, dy ihre 
be als Functionen von « ſubſtituirt, fo erhält man die Gleichung: 

ar c08.0 — ar sin. a) (pa ylla)da=0, 

dx dy 


e in bie beiden andern: 


dx 
It, wovon fi die erfle unmittelbar integriren laßt, und 
ga + pa const. 


aber diefe Auflöfung genügt der Aufgabe nicht, weil daraus s = const. 

Die zweite Gleichung enthält pa nit und if, wie bie Gleichung 
in Beziehung auf ꝙ von der zweiten Ordnung. Wenn man alfo pa 
ben dieſen beiden Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung eliminitt, 
halt man eine Differenzialgleihung der erſten Ordnung, welche ein fin- 
8 Integral von (F) ift, und wenn man nochmals integrirt, fo erhält 
den Werth von Ya und folglich den von s mit einer willfürlichen Con- 
m. 


yat y"!a=0, di cos. a— in. a0 


6. 526. Das Syſtem der Gleichungen (16) iſt nicht das einzige, we 
ches man ald der Gleichung (14) gleichbedeutend betrachten kann, und es Hi 
einleuchtend,, daß diefer Gleichung durch das Syflem der particulären Werthe: 

x=us+ta, y=sVY 1—al + 4, 
worin a, a, ß Eonftanten bezeichnen, genügt wird. Dan genügt alſo auf 
der Gleichung (14) duch das Syſtem der Ausdrücke: 

| xsyata, y=ıY 1 _— (ga): +%a, (17) 
worin 9, X willlürlihe Functionen der Beränderlichen a bezeichnen, weld 
den abgeleiteten Gleichungen: 

O=spari, 0=— FEFE_ 1 a (18) 
p ⸗ vi = (ga): + —2 
genügen müſſen. Die Gleichungen (17) und (18) laſſen ſich auch folgender 
maßen ausdrüden: 
ya- —=0, pa+-=0, 
X— 
— — (60 Va —— — — =(, 
* a * F —e) 
(5 
woraus man fieht, daß bie erfte mit der vierten iventifch wird, wenn mar be 
Zunction ꝙ fo beflimmt, daß fie der Relation: 


ga=— ya. 1-(® j 
genügt. 


Zu gleicher Zeit wirb die zweite Gleichung, welche die in Beziehung af 
a genommene Ableitung der erften iſt, mit ver Ableitung der vierten, ode 
mit der zweiten Ableitung der dritten Gleichung identiſch, die Function g if 
eliminirt, und man hat zur Erfüllung der Gleichung (14) das Syftem ve 
drei Gleichungen: 


"= (2— 0)? 4(y— ya)? | 








x— a+(y— Ya)ya=0 (19) 

— 1 — (Wa)? + (y— Ya) y"a=0 
woraus erhellet, daß a, da und s refp. die zu den Aren der x und dery 
parallelen Coorbinaten und den Krümmungshalbmeſſer der Linie bezeichnen, 
welche die Linie, deren veränderliche Coordinaten x,y find, zur Evolute kat 
($. 190 und folg., $. 334 und $. 492), 

Wenn die Gleichung (14) durch die allgemeinere: 
dx dy\ _ 
Ana) | 

erfeßt würbe, fo erhielte man durch dieſelbe Analyfe flatt der Gleichungen 
(19) die folgenden: 

—a y—YVa\__ dF__ dE 

r (I, Z=)=0, ZI = 
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Bweites Aapitel. 


Keber die integration der partiellen Differenzinlgleichungen der erften 
Ordnung unter eudlicher Form. 


— — 


$. 527. Im $. 166 und folg. haben wir geſehen, wie zwiſchen einer 
Sleihung mit mehreren wmabhängigen Veraͤnderlichen und ihren Ableitungen 
villfürlihe Functionen eliminirt werben, und wie man durch dieſe Elimination 
anf eine partielle Differenzialgleihung fommt, welche eben die Allgemeinheit 
hat, als die urfprünglihe Gleichung, welche das Integral derfelben iſt. Der⸗ 
ſelbe Gegenſtand ift bei den Anwendungen auf bie Theorie ber Frummen 
Flächen im Bude 4, Kap. 7 und 8 wieder ausführlicher zur Sprache ge= 
bracht, und es kommt jet darauf an, die allgemeinften Berfahrungsarten aus⸗ 
einander zu ſetzen, welde man anwendet, um von einer partiellen Differen- 
zialgleichung zu ihrem Integrale überzugehen, wenn ſich dieſes Integral unter 
endlicher Form, oder in convergirenden unendlihen Reihen vermittelt der be= 
kannten analytifhen Hülfsmittel ausprüden läßt. Uebrigens haben die par- 
hellen Differenzialgleichungen, an und für ſich und unabhängig von ben 
fälligfeiten ihrer Form, welche bewirken fünnen, daß fie analytifche Integrale 
baben oder nicht, betrachtet, eine Bedeutung und einen eigenthümlichen Werth, 
welche wir am Ende dieſes Buches näher unterfuchen müflen. 


L Bon der Integration der linearen Differenzialgleihungen ver erſten Ordnung. 
$. 528. Die Integration der partiellen Differenzialgleichungen der erften 
Ordnung, welche in Beziehung auf die darin vorkommenden partielien Ablei« 
bangen linear find, iſt von Tagrange auf die \ntegration eines Syſtemes 
gleichzeitiger Differenzialgleichungen zurüdgeführt. Es fei: 


du da da da 
— — — — ⸗ T_ em 
KEHE+ZEHT te =U @) 


bie zu integrirende Differenzialgleichung und: 
F(u,x,y,2,1,:.)=0 
bas geſuchte Integral, wo u eine Function der n unabhängigen Beränderlichen 
x, y, 2, t, ꝛc. und U,X,Y,Z,T, ꝛe. beliebige Zunctionen der n 1 Veränder- 
lichen u,x,y,2,t,1c. bezeichnen; fo hat man: - 
dF dF du dF _ dF du aF _  JdF du 
tan I tray ‚tar 
folglich Fann die Gleihung (a) die Form: 
FE yEızElnmle=-0 0) 
da dx dy ds dt 


mnehmen, und bie Aufgabe ift darauf zurücgeführt, die Function F, welde 
ver Gleichung (b) genügt, auf die allgemeinfte Weife zu beftimmen. 
Geſetzt, man hätte das in der continuirlihen Gleichung: 
du_dx_dy_ ds d__ (c) 
UTXTYyTzZ TO. 
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enthaltene Syſtem von m gleichzeitigen Differenziafgleihungen mit aller. 
forderlihen Allgemeinheit ıintegrirt, fo kann man den Integralen folgeske 
Form geben: 
I, (X Yı z, t, ... a)==a,, F, ¶ x, y, z,t, .. .u)=a,.. . 
hy zh...a)—a,, (d 
wo a, a,„... a, die durch die Integration eingeführten m willfürlichen Em 
Ranten bezeichnen, und man bat Folalıh J 


df df df df df — 
det 2*4 —πx.-0 














d d d d d 
haha layıartarıe=o 




















dy . 
dfı dfn df, df, Mon. 


oder wegen ber Bleichungen (c): 
uwhyxthırthrızt rt 


du dy dz dt 
df d df df. df _ 
# — SHE (a 


.a.—;,— 0 vy 9 9 9 y vr 1 v 1 1 9 1 HH HH 1 1 HH E TH 95 9 © 


df, dfı df, dfı df, _ 
array rt tem 


Die n Functionen fur fr... fm leiſten alfo der Gleichung (b) Genäge, mh 
liefern eben fo viele particuläre Integrale der gegebenen Gleichung (a). 
| Es iſt leicht einzufehen, daß eine willfürlihe Function O der 
Firfare «+ Fa ebenfalls der Gleichung (a) genügt; denn wenn man bie erſte 
Theile der Gleichungen (d‘), nachdem fie refp. durch: 

10 ad a® 

df,' af, "af, 
multipficirt find, zufammenabbirt; fo erhält man: 


d® dd dd d® d® 
REN HET re 














Das Integral der gegebenen Differenzialgleichung ift alſo: 

Mfıfıfa .. )0, oder f: = Y(fzıf ...F.), 
wo O, ꝙ willkürliche Functionen bezeichnen, und außerdem ſieht man lift 
ein, daß dieſes Integral alle erforderliche Allgemeinheit hat, weil man derh 
die Verbindung einer Gleihung mit ihren partiellen Ableitungen ber erfrt 
Ordnung nur eine willfürlihe Function eliminicen kann. 


$. 529. Wir wollen dieſe Analyfe auf die Differenzialgleigung mit vr 
Beränderlichen: 
dz 
dx 


x 





+r2=z, oder Xp--Yo=Z ) 
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wenden, und zuerſt annehmen, daß ſich die Zunclionen X, Y, Z auf conflante 
ihlen P, Q,R rebuciren, fo verivanbein fi$ bie Gleichungen (ce) Ye 
Rdx — Pdz=0, Rdy— Qd = 0 
d führen auf die Integrale: 
Rx—Pz=a, Ry—Qz=a,, (2) 
daß die gegebene Differenzialgleigung (1) das allgemeine Integral: 
Rx — Ps= y(Ry — Qs) 
t. Diefe Gleichung harakterifirt die Familie der cylindriſchen Klächen, und 
Gleichungen (2) find die der geraden Erzeugungslinien ($. 247). 
Bir wollen den Größen X, Y ihre conflanten Werthe P, Q Iaflen und 
—z» fegen, fo find die zu integrivenden Differenzialgleichungen: 
Pay — Qdx—0, zdx — Pi=0, 
glich: 


Py—Ax=a,, zma,e, 


d folglich bekommt das Integral der gegebenen Differenzialgleichung bie 
rm: 


z= er. (Ps — Qx). (3) 
ALS letztes Beiſpiel wollen wir endlich die Differenzialgleichung: x 
pr ty=naVz+y (4) 


Ba fo haben wir die Differenzialgleihungen mit zwei veränderlichen 
vöpen: 
xdz —ndıV x2 4y?2:, xdıy— ydx=0 
integriren. Die zweite gibt y= a,x, und bie erſte verwanbelt ſich durch 
ubflitution dieſes Werthes von y in: 
dz= adx V 1+a2 ‚, folglich: S n V'ira _x--a, 
d wenn man für a, feinen Werth febt: 
z— nV xı +y7?=a. 
as gefuchte Integral iſt folglich: 
= nr? +9(2). 


$. 530. Das Eigenthümliche der vollſtändigen Integrale (d) befteht 
rin, daß fie den Gleichungen (c) unmittelbar genügen, fo daß die aus ven 
bleitungen der Gleichungen (d) gezogenen Beride von du, dx, dy, da, ıc. die 
leichungen (c) identiſch machen, ohne daß man auf die zwifchen den Ver⸗ 
werlichen, u, x, y, z, ıc. durch diefelben Gleichungen aufgeftellten Relationen 
—— braucht, und daß die Gleichungen (d) oder ihre Ableitungen 
a Gleichungen (e) genügen müffen, was für Werthe man ben willkürlichen 
onſtanten andy beilegen mag. Umgekehrt, wenn vie Gleichungen (c) fingu- 
re Integrale: 

9,(& Yyı 7 ...u)=0 (8) 
9, y 5. 0. ya. a) ON 

ben, fo genügen bie afeitungen derfelben den Gleichungen (e) nur in fo 
m, als man die durch die Gleichungen (6) ausgebrüdten Relationen in 
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Betracht zieht, oder mit andern Worten, man muß die Gleichungen (5) wi 
ihren Ableitungen verbinden, um bem Syſteme der Gleichungen (c) zu ge 
nügen. 

ß Hiernach genügt jede der Gleichungen (6) der Gleichung (b), oder ver 
Gleichung (a), wovon diefe eine Transformation iſt; aber der Gleichung (b) 
wird nicht genügt, wenn man für F eine willfürlihe Yunction der Größe 
Pr Pars° + Gar oder eine willlürlihe Function nimmt, worin die Größe 
Pr Prior Ya alle, oder zum Theil mit den Größen f,f,,... fa alle oder 
zum Theil verbunden vorkommen. Die Gleichung (a) kann alfo Fein anderes 
vollftändiges Integral haben, als das, worin die Größen f,,fzr ... fa anße 
ſchließlich unter dem Zeichen der willfärlihen Function vorfommen; aber fie 
wird durch jede der Gleichungen (5) erfüllt, und dieſe Gleichungen finb die 
fingulären Integrale der Gleichung (a), weil fie nicht in dem vollſtaͤndiger 
Integrale enthalten find, 

Wir wollen 3. B. die lineare Differenzialgleihung der erfien Orkan 
mit drei veränberlihen Größen: 


Pp— 4 +x-Yertytg)=i-ıtVYe4yt: 60 
betrachten, deren Integration der der gleichzeitigen Differenzialgleichungen: 
— 
!=4j—ı+HVxyyte 
fuborbinirt iſt, wofür man: 
‘—=1+y, z+y=ı@e+y)+ 
fegen kann, deren vollftändige Integrale: 


z=ı+ y+a, s+y=2s,x+.} 
find. Das zweite diefer Integrale führt auf das finguläre Integral: 


2? -y+3=0. (9) 

Jede der Gleichungen: 
Z— x— ya, —ı +VY x +y+sz=a, 
gibt für p und q Werthe, welhe, wenn fie in bie Gleichung (5) ſubſtitnirt 
werben, biefe Gleichung identiſch machen, und folglich iſt das vollfländige 
‚Integral der Gleichung (5): 
-ı+Yı2 +y+:=Y)(a@—x—y) 
wo I eine willkürliche Function bezeichnet. Dagegen gibt die Gleichung (6) 
für p und q Werthe, welche, wenn fie in die Gleichung (5) fubftituirt wer 
den, diefer Gleichung nur in ſo fern genügen, wenn man bie Gleichung (6) 
in Betracht zieht, um die in der Gleichung (5) vorkommende Wurzelgröft 
fortzufchaffen, fo daß die Gleichung (6) der gegebenen Gleichung (5) nur naqh 
Art der fingulären Integrale genügt. 
Wenn man die Gleihung (4) auf die gleichbedeutende Form: 


dF dF Vals dF __ 
ur yre x 45270 
bringt, ſo ergibt ſich ebenſo, daß die Gleichung: 


xꝛ 4280, 


oder das Syſtem der Gleichungen x=0,,3=0 ein Ares 
derfefben ul Hung 7 fingul Integral 


24 2 
2 
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S. 531. Es feienx,y,z, ꝛc. n unabhängige Beränberliche, und u, v, w,:c., 
+ 1 Zunctionen dieſer Beränberlihen, weldhe dem Syſteme der m+1 
aren partiellen Differenzialgleichungen der erſten Ordnung: 

du du ,_„du 
U-_X nrit 2 — +. 
dv dv dv 
V = — Y — — o o 
ur „:: ri (A) 
dw dw dw 
v=X ur!ztr2z +6 
- ic. 
ügen müflen, worin U, V, W, ꝛc.; X, Y, 2, ıc. beliebige Functionen aller 
ängigen und unabhängigen Veraͤnderlichen bezeichnen. Ferner feien: 
fir fz fz, ... fmta 
actionen derſelben Beränberlihen, welhe, für F an bie Stelle gefebt, die 
eichung: 
dF dF dF 
ul +vZ ꝛe. 
— — 


)xαν-αS0 (B) 


ntiſch machen, oder vielmehr Functionen von ſolcher Beſchaffenheit, daß das 
‚em der gleichzeitigen Differenzialgleichungen: 


vollſtaͤndigen Integrale: 
f. —&,, f. — 23/ f, —a350⸗ Smtn = Autn 
ve; fo Hat das Syſtem der Gleichungen (A) die vollftändigen Integrale: 
DYurfarfa + fat) =0, P,(fsfarfor- fat) =0,:» X (O) 
... OJ., Fzı far ++ San) =O g' 

®,,D;,... Dar willlürlihe Functionen bezeichnen. Bon dieſem merk⸗ 
rdigen Lehrfage hat Jacobi folgenden Beweis gegeben: 

Es bezeichnen A,, A,„... Anrı Hülfsgrößen von folder Beſchaffenheit, 
3 das Berhältnig einer derſelben zu allen übrigen durch das Syflem ber 
linearen Differenzialgleichungen : 





dd, ‚d®, Dar — 
three than dv =( 
ad, dd, dan _ (A) 
ta et = 
ic, 
hmmt wird, und wir wollen ber Kürze wegen: 
ad, dd, IOdan_, 
tt Ft see Aatı 4 (A) 


en; fo erhalten wir, wenn wir jede der Gleichungen D in Beziehung auf 
unabhängige Beränderliche x bifferenziren: 

















dd, dd, du d®, dr dd, dw 0 
tra ıtrtT sata arten 
ad, dd, , du d®, dv, dB, de) „0 
dx du dx dv dx dw dx . (9 
e dD.r Dar da Dar dv Den dw 
.o—_ ı —U,_ .-— 1.0 
dx + du dx + dr dx + dw dx + ) 


. ⸗ ⸗ dv dw 
Wenn wir bie Bleijungen A vefp. mit —, —— 
N mit = multipliciren, und bie Producte zuſammenaddiren, fo erhalten wi 
unter Berüdfihtigung der Gleichungen (PN: 


dd ‚d® dd 
„= there than =) 


, x. und die Oleihum 


d 
45 
und ebenſo würden wir finden: 


du _ dd, dd, Dar 
4, =-(4T ru tet Amt dy 


du _ ad, ,, do, — 
A- Hr HE) 


ıC. 


Aber da die für F gefeßten Functionen f und folglich die Functionen O da 
Gleichung (B) genügen, fo hat man identiſch: 


daD, dd, dd, dd, — 
U rVZ—rerX tr m te=9 








. (9) 


dx 





d® dd dd dd 

u_— v__ .-X — Y_— =o0 
nn tr/ are ri ir ir +. 

u lPatı | yAPatı |. x Pat | yAPatı 0. 
du dv dx dy 


Multiplieirt man diefe Gleichungen refp. mit A,, A,, ++. Anzı und addirt dit 
Producte zufammen; fo erhält man bei Berüdfihtigung der Gleichungen (®,): 


du da da 
U=-X_+-Y-_ Zz — A 
5* 51 Fre 


d. h. man fommt auf die erfle des Syſtemes der gegebenen Gleichungen we 

der zurüd, und ebenfo bewiefe man, daß alle übrigen viefer Gleschunges 

verificirt werben. 

I. Ueber die Integration der nicht Tinearen Differenzialgleihungen der erſten Or® 
nung mit drei veränderlichen Größen. 


$. 532. Die für die Integration der linearen Differenzialgleichunges 
der erften Ordnung aus einander geſetzte Methode iſt von Ragrange 
beliebige Differenzialgleichungen ver erften Ordnung, aber blos von drei ver 
änderlihen Größen erftredt. Es fei: 
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f(x, y,2,p,9)=0 (f) 
Differenzialgleichung diefer Form, welche wir fucceffive in Beziehung auf 
der unabhängigen Beränderlihen x, y vifferenziren wollen; fo erhalten wir 
r Berüdfichtigung der Bebingungsgleichung = -T : 
y 
dd df_ _df dp, df dp 


— — — 


PT dx dp dx dq dy 


af dd dg, di dgl’ 1) 
Rt 
wenn wir hiermit die iventifche Gleichung : 
. df dd df d df ds 
— 7 (f,) 


ati 
inden, fo haben wir ein Syſtem von drei Gleichungen, zwilchen ben bei- 
unabhängigen Veraͤnderlichen x,y und den drei als Functionen berfelben 
ıchteten VBeränderlichen z, p, q, welches viefelbe Form hat, als das Syſtem 
im vorhergehenden $. Die Integration der drei partiellen Differenzial- 
— Cf,) und (f,) iſt alſo von der der vier gewöhnlichen Differenzial⸗ 
ungen: 


MN dx df at, dE1 dy_di 
(+1: rer, (Putin aa! (8) 
at, ath ER BP 
(Fri) ar ran (8.) 

AL 
(+15 Fee Fri = (8) 


ingig, und aus dieſen vier Gleichungen folgt: 
df df df df df 
5*4 rer et amt 
auch der Hall fein muß, weil die Veraͤnderlichen x, y, z, p, q durch bie 
ihung (f) mit einander verbunden find. Alsdann braucht man nur bie 
Gleichungen (g) und (g,) zu betrachten, welche nur die Veränverlichen 
„z, p enthalten, nachdem man für q feinen aus der Gleichung (f) abge- 
ten Werth als Function von x, y, z, p fubftitwirt dat. Wenn wir ihre 
tändigen Integrale duch: Ä 
IS yı»P)=a,, F, ( Y. pP) =a, I,» )* a, (Ch) 
ichnen, fo ift die gegebene Gleichung (f), verbunden mit den folgenden: 
Pfr f)=0 O. 0, CH) 
a ®,,®, willtücliche Sunctionen bezeichnen, das Syftem ber allgemeinen 
:grale der Gleichungen (g), (g,). Aber die Allgemeinheit dieſer Aufe 
ag muß befchränft werden, weil die Functionen p, q den partiellen Dif- 
tzialgleichungen : 


_dı _ds 
P— 2! dy 
der totalen Differenzialgleichung: 
ds = pdx-+-gdy (i) 


gen müſſen. | 
Bournot, Theorie der Functionen ⁊. 35 
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6. 533. Aus den Gleihungen (N und Ch) Tann man bie — 
von x, y, pr q als Sunctionen von 2, 2,, 0,7, 0, Dder von 2, f,, Sf, f, ab 
leiten, und wenn man bie Größen x, y, pr q aus ber Öleihung (i) (Hr 
fo erhält man vie Relation zwiſchen f,, fzı fzr welcher bie Gleisunge (B) 
genügen müffen, um als Integrale der gegebenen Gleichung betrachtet werben 
zu koͤnnen. 

Betrachtet man nun x, , pr q als FZunctionen von z, fx, fzr fs, fo vr 
wandelt ſich die Gleichung (i) in: 


a=(P ta] 7) ds +(r7 -taz)e 


+ trete) 
Aber vermöge der Gleichungen (c) hat man: 


pP = +4 ni =1, (k) 
fo daß fich die vorhergehende Gleichung auf: 
P,af, + P,af, +-P,df, =0 U) 


rebueirt, wenn vo der ir wegen 


(m) 
ix — u | 
er . | 
feßt. 
Gerner Hat man: 
dP, ı(r+a} dp dx dq dy 
u ne 
dp dx  dq ST), 
aa tar 


ober wegen der Gleichung Ck) einfacher: 
dP, _dp dx _ dq dy dp dx dg dy 
77767 7 
und wenn man in dem zweiten Theile dieſer Gleichung für: 
dx dy dp dq 
dz’ da’ da’ ds 


ihre ans ben Gleichungen Cal (8) und (8,) gezogenen Werthe ſubſtituih 


und außerdem ber Kürze weg 
pP * 4 * 
ſetzt, ſo erhält man: 
dP df P df dx df df d df d 
E 2) 
dz ds P dx df, dy df, dp df, dq 7 
dd pP, dd 


— — (| 


er a 73 


| 
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ber nachdem man in die Yunction f für x,y, p, ihre Werthe als Func⸗ 
men von 2, fr far fa, welche der gegebenen Gleichung genügen, fubftituirt 
#, Ba man ibentiih (0; folglich vebusiet fi) die vorhergehende @lei- 
ung : | 





P, dz P dz' 
ad aus demfelben Grunde hat man: 
1 Pd, _ 1dM 1 A, _ 1 di 
[Per "ie Ser Fe Far Pre DaF 
woraus folgt, wenn man integrirt, und buch F,F,, F, Functionen von 
far fa bezeichnet, welche die Beränverlihe = nicht mehr enthalten: 


S 428 Sr ze Sr ie 
P=Fe/ "=", p, æ F V) "!", P,=FJ/ ', 


Ye mit der Gleichung (i) gleichbeveutende Gleichung (I) reducirt fih folglich 
ah der Hinweglaffung des gemeinfchaftlichen Factors auf: 
F.df. +Fadf, -F,df, =0. (v) 

Wenn die Sunctionen fir fa, f; durch die Gleichungen Ch) beftimmt find, 
» find die Functionen P,, P,, P, vermöge ver Gleichungen (m) befannt und 
ar die Hinweglaflung des gemeinfchaftlichen Factors mit =, deſſen Eriftenz 
ben bewiefen ift, ergibt fi ebenfo die Zuſammenſetzung der Functionen 
FE, aus fir farfs- Alsdann Laßt fih die totale Differenzialgleichung 
») immer durch das Eyitem zweier Gleichungen mit einer willfürlihen Func⸗ 
im einer dev Größen fi, fa, f, und mit der Ableitung biefer willkürlichen 
Junction integriren, und auf biefe Weile erhält man das Syſtem aller par- 
ilären Integrale, oder das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
Heihung. j 


$. 534, Aber man kann dazu auch Fürzer gelangen; denn bie Gleichuy 
'=a, ift offenbar eine particulare Auflöfung der Gleichung (n). Die Auf- 
Hung diefer Gleichung, worin a, eine Eonftante und f, eine befannte Func⸗ 
m von x, y, 2, p bezeichnet, gibt: 
pP=Y(x,y2a,), 
md alsdann hat man vermöge ver Gleichung (N: 
gI=ZUYU(X, yJı2,2,) 
Berben diefe Werthe in die Gleichung Ci) ſubſtituirt, fo machen fie den zwei- 
m Theil derfelben zu einem genauen Differenziale, weil fie eine Auflöfung 
er gegebenen Differenzialgleichung geben müflen. Wenn man alſo die Dif- 
erenzialgleichung: 
de=gp(x,yy2,a,)edx 4 %(z,y7P2,2,).dy 
ach der befannten Methode ($. 393) integriet, fo erhält man eine Gleichung 
n der Form: 
F(x,y‚2,2,,2,)=0, (0) 
o a, eine durch bie neue Integration eingeführte andere Conftante iſt, und 
fe Gleichung mit zwei willfürlihen Conftanten Yeiftet der gegebenen Glei⸗ 
mg, wovon fie ein particuläres Integral ift, Genüge. 
Folglich ift die Gleichung: 
F(x,y,2,2,,w8,)=0, (w) 
35° 
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wo w eine willfürliche Function bezeichnet, auch ein Integral der gegebenen 
Differenzialgleihung, welde ebenfalls erfüllt wird, wenn man a, durch tie 
Gleichung: 
dF dF 
da, dw 


als Function von x, y, z beſtimmt. Das Syftem der Gleihungen (w) ud 
(w') drüdt alfo wegen der darın vorfommenden willfürlichen Function (0) 
das allgemeine Integral der gegebenen Differeyzialgleihung aus, und jedes 
particuläre Integral wird daraus durch Klimination von a, zwifchen vielen 
beiden Gleihungen, nachdem man die willfürlihe Function w particalariim 
bat, abgeleitet. 

Nach der Theorie der Umhüllung krummer Flächen (Bud A. Kap. 8) i 
flar, daß die Gleichung (0) die Gleichung der umfchloffenen Flächen iſt, welche 
die Eigenschaft haben, der gegebenen Differenzialgleihung Genüge zu leiften, 
während die Umbüllungsflächen, welche berfelben wegen der Unbefti it der 
zwiſchen ben beiden veränderlichen Parametern der umfchloffenen Fläche af 
eine allgemeinere Weiſe Genüge leiften, durch das Syſtem der Gleichung 
(w), (w') ausgedrüdt werden, 

Die Familien der durch partielle Differenzialgleichungen ver erſten Or 
nung mit drei Beränderlichen charakterifirten Flächen zerfallen alfo in zwei 
Gruppen. Die erfte Gruppe enthält die Flächen, deren charakteriſtiſche Dir 
ferenzialgleichung in Beziehung auf die Eoefficienten p, q linear iſt, fo daj 
das allgemeine Integral durch eine einzige Gleichung mit einer willkürlichäs 
Function gegeben wird und die Fläche durch die Bewegung einer Erzeugung 
linie entfteht, welche während ihres Fortrüdens zugleich ihre Form veranden 
Tann. Die andere Gruppe enthält die Flächen, deren partielle Differenzial 
gleichung Feine Iineare ift, woraus einerfeits folgt, daß das allgemeine Integral 
dur das Syſtem zweier Gleichungen gegeben wird, worin zugleich die wik 
fürlihe Function und ihre Ableitung vorfommt, und andererſeits, daß ve 
Flächen, welde fie ausdrückt, als ebenfo viele Umbüllungsflächen betradie 
werben konnen. Je nachdem die gleichzeitigen Differenzialgleichungen, cf 
deren Integration die der gegebenen partiellen Differenzialgleichung zurüdge 
führt wird, algebraifche Integrale Haben oder nicht, find auch bie erzeugenten 
oder dharacteriftifchen Linien algebraifche Eurven oder nicht; allein durch dieſer 
Nebenumftand wird an der in Rede ſtehenden Eintheilung nichts geändert. 


wa, —0 (w) 





$. 535. Wir wollen die vorhergehende Analyfe auf die partielle Die 

ferenzialgleichung : 
2?1+-p?+g’)—R?=0 

anwenden, welche die Gleichung der Kanalflaͤchen mit conftantem ———— 

Fu ont ift ($. 261), fo verwandelt fih die Gleichung (g,) für dieſe 

all in: 

d 
2’(p?+ = — pl +P+9): 
* durch ihre Verbindung mit der gegebenen Gleichung ergibt ſich die Gl 
ung: 


dp R?dz —0 
pP 'z(R?— a2) 


beren Integral: 
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_ ar (R? — 32) 
pP?’ = 7 
t, wo a? eine willkürliche Conſtante bezeichnet. Die gegebene Gleichung 
ibt alddann: 
(1— a?) (R? — 32) 
— — 2, 
ind die Gleichung (i) verwandelt ſich in: 
a — 
π. m 

woraus folgt, wenn man integrirt und durch 6 eine neue willlürliche Con⸗ 
Rante bezeichnet: 

—VR_z2=ox+VY 1—ao: y 4 6. 
Wenn wir, wie es erlaubt iſt, vie Conſtanten verändern und 


’= 





— — — =a — — — —b 
V' 1 — u? j V' 1 — a: 
legen, fo nimmt die vorhergehenne Bleihung die Form an: 
(y—ax—b)? 


R? — 22 = 
1--.a? 
und gehört ji einem geraden Cylinder, welcher die für bie Stanalflächen mit 
tonſtantem Freisfürmigen Durchfchnitte abwickelbare eingehültte Fläche bildet. 


5. 536. Es wird nicht nutzlos fein, einige befonvere Fälle anzuführen, 
worin man bas Integral fihneller, als nach der allgemeinen Methode erhalten 
kaun. Es fei z. B.: 

p=Ilg 
bie gegebene Gleichung, welde einer durch bie Form der gegebenen Function 
H cqharakteriſirten Familie abwicelbarer Flächen angehört ($. 245 und 6. 266), 
fo hat man: 
dz = lg» dx-1-gdy, 
und wenn man theilweife integrirt: 
‚, »=ıllat y—S(sll’'a+y)d. 
Damit die angezeigte Integration möglich wird, muß man: 
la -y=ya 
eben, und aledann hat man: 
= la + q— ga. 
Das Syſtem der Gleichungen : Ä 
z—=ılla>ay— ga, xsl’a-y=gla 
mit der unbeflimmten Conftante «, der willfürlichen Function ꝙ unb ihrer 
Bhleitung ꝙ drückt alfo das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
zleihung aus. 

Es fei ferner die Gleichung gegeben: 

. fG, x) CGV), 
ſo kann man ſetzen: 


548 


(px)=a=flqay): 
woraus folgt: 
p=f,&a), =fhi(ye) 
da = f,(xz,a)dx + f,(y,a)dy. 
Die theilweife Integration gibt: 


:=X4 17 (+) 


wenn man ber flürze wegen: 
X=/Sf(z,a)d, Y=ff,(y a)dy 

ſetzt. Das allgemeine Integral beſteht folglich in dem Syſteme ver beibes 
Gleichungen: 

s=Ä+-Y— ga, = = pa, 
wo 9 eine willfürliche Function bezeichnet. 

Wenn man endlich die Differenzialgleichung: 
3? — pg = 0 

ar fo ginge ſchon aus der Form derſelben hervor, daß fie das particuiäu 


egral: 
z— „+ 


hätte, wo a, 8 willfürliche Co auten begeiijuen, und folglich wirb das ob 
gemeine Integral durch das Syſtem der Gleichungen: 


y 
= ya° "tr, 0= pa-+ ( —) 9a 
gegeben. 


$. 537. Wir haben bisher die Lagrange'fche Methode zur Jutegratie 
der partiellen Differenzialgleihungen der erflen Orbnung mit ben Berool- 
tommnungen derfelben von Jacobi aus einander geſetzt. Wenn die Die 
ferenzialgleihung in Beziehung auf die partiellen Differenziale keine Iineart, 
ımd die Anzahl der unabhängigen Beränberlichen größer als zwei iſt, fo af 
fih die allgemeine Integration der partiellen Differenzialgleihungen noch, abe 
durch complicirtere Methoden, auf die Sutegration eines oder mehrerer Ey 
ſteme gewöhnlicher Differenzialgleihungen zurücführen. Ueber diefen Gegen⸗ 
fand fann man die Abhandlung von Pfaff in dem Bande der Abhandlunges 
der Berliner Akademie für das Jahr 1814, Erelle’s Journal der Mal. 
Bd. 2 und Bd. 13, und Liouville's Journal Bd. 3, wo man bie neues 
und ſchönern Unterfuchungen von Jacobi, welche außerhalb ber Grenzen in 
Elemente liegen, findet, zu Rathe ziehen, 





Drittes Kapitel, 


ie Integration der partiellen Differenzialgleichungen höberer 

gen mit drei Veränderlichen unter endliher Korm. — Bes 

jen über die fingulären und particulären Jutegrale der pars 
tiellen Differenzialgleichungen. 





der Integration der partiellen Differenzialgleihung ver zweiten Ordnung mit 
drei Beränderlichen. 


538. Betrachten wir zunächſt die Differenzialgleihung der zweiten 
Rr+-S8-+-Ti=V, 

ı Beziehung auf die Ableitungen der zweiten Drbnung r, =, t linear 
wo R,S, T, V beliebige Functionen der Veränderlichen x, y, 3 und 
itungen p, q bezeichnen, fo gibt die Elimination von r, t vermittelſt 
dungen: 

dp=rdx *sdy, dqa=—-sdx + tdy (a) 
Hung: 
Rdpdy + Tdqdx — Vdxdy — s (Rdy?2 — Sdxdy 4 Tdx?), 
e wollen einzeln: 


Rdpdy + Tdgdx — Vaydı= 0, (b) 
Rdy?2 — Sdxdy 4 Tdx? = 0 (ec) 

it diefen Gleichungen die Gleichmg: 
ds — pdx -4 qdy | (d) 


ı und annehmen, daß man diefen drei Gleichungen zwifchen ben fünf 
lichen x, y, 3, p, q durch Gleichungen von der Form: 


f.&y HP da, (SYD (e) 
fann; fo genügt die Gleichung: 
fı = Yı (N 


benen Differenzialgleihung, wovon fie ein Integral der erſten Orb- 
‚ und wegen ber Unbefiimmtheit des Zeichens ꝙ hat dieſes Integral 
rderliche Allgemeinheit. 

: Nachweifung dieſes Satzes wollen wir bie Gleichung (e) auf die 


Ry? — Sy + T=0 (e,) 


A ihrer Wurzeln mit 5, bezeichnen; fo verwandelt ſich die 
g (b) m: 

Ry’,dp + Tdq — Vy’ dx=0. (b,) 
eitungen der Gleichungen (eo) find: 


. _ me 
ara ar lat ta=0, 


A ur ds + — ao, 
oder, ‚wenn un fir dr fegt und Ada vermitei ver Gleiq 
(d) und (b,) foriſchafft: 
ern term + Ze 
+ rn _ Z)a=0, 
e+r; —E Ir ja 
„(a no 4 p=0. 


Diele letzten Gleichungen en —8 ein, weil nad der Boransf 
bie Öreigungen (e), ba © Syſtem der Gleichungen (b), (e), Cd) verif 
und es iſt folglich einzeln 


af, f] — Tr Tı . _ 
u tYız +te+v)z Fri 


 ——D um emuudmummp () — gu 


Andererfeits gibt die Gleichung CE): 
rl ic art ra — Die 


(li + dy + Fi as RR Y. da) Hl 
und dieſe verwandelt “ wenn man für: 
., f, dd, A; 
'p'dx'd 
ihre ans den Gleichungen (d) pi (e’) gezogenen Werthe ſetzt, in 
By! dp + Tdg — Vy', dx=(dy — y/,dx)®, 
wenn man ber Kürze wegen: 
d d d d 
o=-[2+12 -(d a, +9) P1]: 5 * 3 2 of 
fest. Wenn wir für dp, dg ine aus den Oleigungen (a) — & 
in bie Gleichung (g) wieder ſetzen; fo erhalten wir 
(Ry’,e + Te— Vyr, + Pyl )dx-+ (Ry/,s + Tt— ®P)dy=0, 
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id da die Veraͤnderlichen x,y unabhängig find, fo muß einzeln: 
Ryi,r + B— Vy, + @y,=0, Ars n—0=0 
in. Aber hieraus folgt, daß die Gleichung (g) der gegebenen Gleichung 
ſenüge leiftet, welche Korm die nur in D vorkommende Function 9 aud 
mag. Denn wenn man aus den vorhergehenden ©leichungen.vie Werthe 
r, t als Yunctionen von s ableitet, nm fe in die gegebene Gleichung zu 
ituiren, fo verfchwindet D und es bleibt die Gleichung: 


s(Ry'?, Sy, +T)=0, 
elche identiſch iſt, weil y', eine Wurzel ver Gleichung (e,) bezeichnet, 

6. 539, Um diefe Rechnung durch einige Beifpiele zu erläutern, wollen 
ir zuvörderſt annehmen, det ch die Coefficienten R, S, T auf Conſtanten 
duciren, und daß V = 0 iſt; fo find auch die Wurzeln der Gleichung (c,) 
mflante Zahlen m,, m,, und wenn man die erfle diefer Wurzeln anwendet, 
ı erhält man für die Integrale der Gleichungen (b) und (c): | 

y—mx=a, Bmp-+Tg=s, 
raus folgt, daß das erfte Integral der gegebenen Differenzialgleichung iſt: 
Rmp+ Ta=9,(y—m;x). 
benfo gäbe die Anwendung der Wurzel m,: 
Bm, p+ TI=9,(y—m;,x), 
jegen der Relation m,m, = = laſſen fich dieſe beiden erſten Imtegrale auf 
e Form: | 
1 
PrmI=nn- .9,(1—ım;,x) 
Ch) 





1 
p+mg= Am, .9,(y—ım;x) 
ingen, woraus: 
p=m,’(y—m,x)—um,9(y—ım,x) 
ı=yy— m) Yly— mr), 
o der Kürze wegen: 
9,4 —-m8) _ mn AI) _ rmx 
Rm,(m,—ım,) 9 9 Rm,(m,—m,) vo 9 
eſetzt iſt. Subſtituirt man dieſe Werthe von p,q in bie Gleichung (d), fo 
mmi : 
d2— (Jy— m, dx) · ( — m,x)— (dy— m,dı).Y(y—m;x), 
oraus folgt, wenn man integrirt und durch O, P Functionen bezeichnet, 
wen Ableitungen die willlürlichen Größen 9, — I find: 
= O (y — ns) + PF(y—um,x). (i) 
ie in biefem Integrale der gegebenen Differenzialgleihung vorkommenden 
iltruchen Funetionen geben — * — alle erforderliche Allgemeinheit. 
s ſei: 
T 


S=0, ann 


verwandelt fich die gegebene Differenzialgleichung in: 
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® — — 
dis dis 
dx =. dy3’ Ü) 
und ihr vollſtaͤndiges Integral if: 
s=d(y— a) + P(yte), @) 


Die Gleifung (1), welde das Geſet der Transverſalſchwingnugen einen 
elaſtiſchen Saite und das ver Fortpflanzung des Schalles in einer cplishriigen 
Röhre ausdrückt, iſt die erſte partielle fe Di erenzialgleichung, deren allgemeines 
Integral man gefunden hat, Die Unterfuchungen der Geometer über die J 
tegration dieſer Oleihung, worauf wir in dem en folgraden Kapitel zurüdtommen 
werben, haben die mathematifche Phyſik begründet und einen neuen * der 


Areigſis hervor 
Benn da6 Glieb V nicht Null wäre und blos bie mab 


liche x enthielte, fo müßte man zu ben erſten Theilen ber Meere 0) 
Da Glied — 5 / Ver abbiren, und flatt der Gleichung (i) Kälte mas 
alsdann: 

——— Vdx p O (I — mn) +- Fy—n,z). 


m, m, einander — 8 d, ſo bo ie Beiden 


—— Au ——— 


Das Integral SVdx iſt in der Vorausſetzung genommen, daß: 
dy—m,d=(0, folglich y—mxı=a, 
ift, fo daß man zuerſt dieſen Werth von y in V uhren hierauf in De 
ziehung auf x integriven und dann für x, feinen Werth y— ın,x fepen m, 
wodurch man erhält: 





1 
ajfrestaı-a, x), 


wo f eine ne defannte Function iſt, welde fih durch eine einfache Duabuis 
a 

Subkiturt man den Werth von p, fo erhält man folglich die Gleichus: 

ds =gq(dyy— m,dx) - f(x, yJ — ,X) Fx ( — m,x). dx, 
welche ſich integriren laͤßt, wenn man die beiden gewöhnlichen Differenz 
gleichungen: 

dy — m,d«= 0 
ds=[f(yy—mx)+p(y—m,x)]dx, 

zugleich integriren kann. 

Die erſte gibt den Ausdruck: 
| J-mı=a,, (k) 
in Folge deſſen fi die zweite in: 
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d=jffx,a, +(m, — m,) 311 +p[e,+(wm, -m,)sjjdx (1) 
mwantelt, und das integral berfelben iſt: 

=—F(x,a,)—- Pla, +(m, — m,) x] 4,, (m) 
, 8, eine willfürliche Conflante, O eine willkürliche Kunction und F eine 
fannte Function bezeichnet, welche fih dur eine Duadratur aus f ableiten 
zt. Das Integral der gegebenen Differenzialgleihung ft 8, = Pa,, wo 
m für a,, B, ihre durch die Gleichungen (k), (m) gegeben Werthe ſub⸗ 
wiren muß, und wodurch man erhält: 
= F&y— m) +- BP (y—mx)+- Piy—n,z). 


$. 541. Betrachten wir nun ben Fall, wo die Wurzeln m,, m, ein 
der gleich find, und nehmen der Einfachheit wegen VO an, fo haben 
r, indem wir bie jetzt überfläfligen Indices hinweglafſen: 

y—-nx=a, y=md, p+-m=9(y— mx)= ga, 
d die Gleichung (d) verwandelt fich in: 
dz=9ga+dx, und folglich ⸗ — xıyamß, 
daß die Relation = Ya zum Integrale: 
s=xy(y— mı)+YV(y—ıox) (n) 

bt, und da die willkürlichen Functionen @, nicht mehr in eine einzige zu- 
mmenfallen, fo hat vieles Integral die erforderliche Allgemeinheit. 

Diefes if auf die Gleichung: 

B?r — 2ABs + At 0 

nwenbbar, welche bie Regelflähen ausbrädt, deren Erzeugungslinie flets zu 
ner Ebene Ax--By= 0 parallel bleibt ($. 251) und das vollſtaͤndige In⸗ 


egral iſt: 
2 xꝙ (Ax By) -(Ax +By). 
Die partielle Differenzialgleichung derſelben Flächen iſt, wenn die Richt⸗ 
bene die der xy if: 
q?2r — 2pgs + ptt=0, 
die Gleichungen (e) und (b) werben alsdann: 
pdx- gdy—d=0, gdep—pda=0, 
ad wenn man fie integrirt, fo erhält man z=a,p= fg, fo daß das erfte 
Integral der gegebenen Differenzialgleihung p— gya if. Um das zweite 
integral zu erhalten, fubftituirt man diefen Werth von p in bie Gleichung (d), 
durch man die Gleichung: 
d===q(gz dx + dy) 
hält, deren Integration fih auf die der gewöhnlichen Differenzialgleichungen: 
dza=0, Q+dxs+dy=0 ’ 
rücführen läßt; aber die Integrale diefer Gleichungen fin z==«,, 
pa, +y=P,, fo daß das zweite Integral ber gegebenen Differenzial- 


chung tft: 
gs -y= Us, (0) 


$. 542. Endlich Haben wir im 6. 250 für bie partielle Differenzial- 
schung der Regelflähen mit geraden Richtlinien gefunden: 


x?2r 4 2xys 4 y2t=0, 
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Die Gleichungen (c) und (b) werben in dieſem Falle: 
xdy — ydx=0, zdop+ ydy=0 
und ihre Sutegrale find y= ax, p+agq=B, woraus fi: 


p+ı7=9(?) 


als das erfte Integral der gegebenen Differenzialgleihung ergibt. Subſtitnin 
man, wie gewöhnlich, ven Werth von p in-vie Gleichung (d), fo hat ma: 


do (2) «dx y (d—2 4), 
was auf die Integration der Differenzialgleichungen: 
xdy — ydx==0, de p(2 -dx— 0 


führt. Diefe Integration gibt y=a,x, —xpa, — B,, und man erhält 
folglich für das zweite Integral der gegebenen Differenzialgleichung:; 


—— 


Zu bemerken iſt die Aehnlichkeit der Form der Gleichungen (a), (0), {p)ı 
* ſich alle auf ven Fall der Gleichheit der Wurzeln der Gleichung (c,) 
ziehen. 


$. 543. Die im Borbergehenden nah Monge aus einander geſehte 
Sintegrationsmethode, wovon wir eben verfchievene Anwendungen mitgetheit 
haben, wird unbrauchbar, wenn das Syftem der Gleichungen (b), (c), (I 
worin im Allgemeinen die fünf veränderlihen Größen x, y, =, p, q vorkommen, 
und welches man durch Climination auf eine Differenzialgleihung zwifchen drei 
veränderlihen Größen zurüdführt, den Bedingungen der Integrabilität richt 
genügt. Es fei z. D. die Differenzialgleichung : 


r—t—_- 0 (0) 
x 


gegeben, fo verwandeln ſich die Gleichungen (c) und (b) für m, — +1 
dy+dx=0, ap Fig rn; 


aber die Gleichung mit dp, dq, dx erfüllt die Bedingung der Imtegrabilitit 
nicht ($. 523), was für ein Zeichen man auch nehmen mag. Jedoch iſt das 
Integral der Gleichung (q) unter endliher Form: 
z=9(y+)+I— 9) GH —- Pol 

wie man fich leicht a posteriori überzeugen fann, und die Theorie der Eon 
ſtruetion der partiellen Differenzialgleichungen zeigt, daß dieſes Integral wegen 
der beiden Zeichen der willfürlihen Functionen g, & die erforderliche Allge 
meinheit bat. 


I. Bon der Integration der Iinearen partiellen Differenzialgleihungen mit drei ver- 
änderlichen Größen und von einer beliebigen Ordnung. 


$. 544. Bon ben partiellen Differenzialgleihungen einer höhern als ver 


zweiten Ordnung wollen wir bier blos die linearen Gleichungen mit brei ver- 
änderlihen Größen: 
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d’z da da 





7 C 7 0090 
dx" dx"-!dy L dx"-24y2 + 
du 2 dez — 
....+6G——+H — = 
+ dxdy”-! r dy" 0 


betrachten, wo A,B,C,...G, H conflante Eoefficienten bezeichnen. Wir 
wollen z= Y(y-+- mx) feten, fo fommt: 
d’z d’ z 
— — m! oe) — — 
5 * (y+t max), — 
und der gegebenen Gleichung geſchieht Genüge, wenn die Conſtante m eine 
dern Wurzeln m,,m,,... m, der algebrattigen Gleichung: 
Am’ 4 Bm’-!- Cm? + ......+Gm+-H=0 (r) 
N Wegen der linearen Form der gegebenen Differenzialgleichung fann man 
etzen: 
=9,y4-mxX)+-9,yt+mxX)4+...... + py+ mx), 
wo Pr Pzr eo. Pa verſchiedene willfürliche Functionen bezeichnen, und man 
überzeugt fich leicht, daß diefer Werth von = alle Allgemeinheit bat, welche 
das Integral der gegebenen Differenzialgleichung geftattet. 


$. 545. Daffelbe würde nicht mehr der Fall fein, wenn die Gleichung 
(r) gleiche Wurzeln hätte, und z. B. m, = m, wäre; denn alsdann würben 
bie beiden Functionen Q,, p, in eine einzige zufammenfallen. Aber wenn 
man in dieſem Falle: 


3=gQ,(y+m,x)+x9,(y+ m,x) 


= m’-1ge/(y + mx), :c. 


fest, fo Hat man: 





d® 
I — m,"[y,® + xꝙ, ) + nm Ip, 1), 
dr 
dxeeidy > mp, + xp] + —- 1) m, ?p,0N, 2, 


fo daß man dur Subftitution in die gegebene Gleichung erhält: 
[Am,® +Bm,"--....+6Gm, + BJ [9,® +x9,"] 

+ [Anm 1 + B(o—1)m 2 4....+B]9,0e9=0, 
woraus erhellet, daß biefer — von z ber gegebenen Gleichung Genüge 
leiſtet, weil m, nad ver Voransfegung eine doppelte Wurzel der Gleichung 
(if. Man kann alfo in diefem Falle 

s=9,(ytmx)+x9,y+m,x) 
+9,09) 4... a9 — mar) 

fehen, wo die Anzahl der verfchiedenen willfürlihen Functionen — n bleibt. 


IL Bemerkungen über die fingulären und particulären Integrale ver partiellen Dif- 


ferenzialgleichungen. 
$. 546. Betrachten wir eine partielle Differenzialgleihung ver erſten 
nung: Ä 
(x, y Pr D=0ı (N) 


velhe von Wurzelgrößen und Brüchen befreit iſt, und es fei: 
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2 f(x,y) (f) 
eine Auflöfung dieſer Gleichung, worin feine willfürliche Function vorkommt, 
und welche ein particuläres oder finguläres Integral fein fann. Wenn fie ma 
particuläres Integral ift, To fann man das allgemeine Integral durch: 

zZ f(uy)+ ep (9) 
ansprüden, wo ꝙ eine Function von x, y, E bezeichnet, welche für e=0 
weder verſchwindet, noch unendlich wird (6. 477). Subftituirt man in be 
gegebene Differenzialgleihung, fo erhält man in Beſtimmung des von ber 
Eonftanten e unabhängigen Theiles von ꝙ die Gleichung: 

af dd dp di dp 
raten 
worin fich die partiellen Differenzialevefficienten : 
. df df di 
da’ dp’ dq 
auf ven Wertö = — f(x, y) beziehen. Uebrigens kann man fich Teicht über- 
engen, daß ber von e unabhängige Theil von 2 diefelbe Auzahl willkürlicher 
unctionen enthalten muß, als der vollſtändige Werth von ꝙ., fo daß die Be 
trachtung dieſes Theiles con ꝙ hinreichend iſt, um die Natur ver Auflöfung 
(f) kennen zu lernen. 
Wenn num der Wert == f(x,y) gibt: 


= 0, (F,) 





dp =0, * 0, (pr d) 
ohne daß daraus 
df j 
dz — 0 (z) 


folgt, fo fann man ber Gleihung (Y,) nur Genüge Ieiften, wenn man g=0 
nimmt, fo daß die Auflöfung (f), da fie nicht auf die durch die Gleichung 
() angeveutete Weife vervollftändigt werben Tann, ein finguläres Jutegral 
ber gegebenen Differenzialgleichung bildet. 

Die Beflimmung der fingulären Integrale beſteht alfo in der Beflimmung 
der Werthe von = als Zunctionen von x,y, welde den Gleichungen (f) ud 
(pr P zw gleicher Zeit genügen, wenn man p, q zwiſchen diefen Gleichungen 
eliminirt, und außerdem muß man fich überzeugen, daß dieſe Werthe von s 
die Gleichung (2) nicht verificiren. 

Wendet man biefes auf die Gleichung der Ranalflächen : 

22(1+-p-Q?)—R’=0 
an, fo erhält man z2p—= 0, z?qa = O für die Gleichungen (p, q), weramt 
man nicht = — 0 ableiten kann; denn bie gegebene Gleichung würde nit erw 
füllt werden, wogegen die Gleichung (=) verificirt würde; aber die Auflöfem- 
gen p=0, 4 0 führen auf das finguläre Integral 3 — R? — 0. 


$. 547. Wenn eine Differenzialgleichung der zweiten Orbnung: 
f(x,y3,Pp ynst)=0 
gegeben wäre, fo führte dieſelbe Rechnung auf die Bebingungsgleichungen 
(p, 9), und außerdem auf: 
EL, ML, 
It 5*0, Zr (r, i) 


| 
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fo daß die Elimination von p,gq,r,o,t zwiſchen den Gleichungen (p,g), 
(r, », t) und der gegebenen Gleichung einen Werth von = als Function von 
x, y gäbe, welder eine finguläre Auflöfung wäre, wenn berfelbe Werth von 
= nicht die Gleichung (=) verificirte. Wenn der Werth (f) bios die Glei⸗ 
dungen (r, s, t) verificirte, fo Hätte man zur Beflimmung des von e unab« 
hängigen Theiled von Y die partielle Differenzialgleihung ver erften Drbnung 
(p,), deren Integral nur eine willfürlihe Function enthalten konnte, fo daß 
bie Auflöfung (f) nur ein von der integration einer fingulären Auflöfung der 
erfien Ordnung herrüßrender particnlärer Werth wäre, weil fie nicht buch 
Hinzufuͤgung zweier willfürlicher Conſtanten vervollſtaͤndigt werden fünnte, wie 
ed die Ordnung ber gegebenen Differenzialgleichung fordert. 

Hieraus folgt, daß eine Differenzialgleichung der erften Ordnung, welde 
zugleich der gegebenen Gleichung und den Gleichungen (r, s, 1) genügt, ein 
finguläres Jeteget der erſten Ordnung iſt. 

Es ſei z. B. die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 
2 
r? — (rg — — —)ı 
(2rg —y) (? ir 0 (3) 
geneben ‚ welche ever s, noch # enthält, fo reducirt fih das Syſtem ber 
leichungen (r, st) auf: 


z 
(775) =° 
Diefer Gleichung, fowie der gegebenen, wird genügt, wenn man 


zZ 
PT 1+x 
feßt, welches eine Differenzialgleichung ber erften Ordnung iſt, deren Integral: 
==(i{+x)gy 
„wo @ eine willlürliche Function bezeichnet, und folglich iſt dieſe letzte 
leihung ein finguläres Integral der gegebenen. 


$. 548. In gewiflen Fällen kann man auch die particnlären Integrale 
der partiellen Differenzialgleichungen angeben, deren allgemeine Integrale nicht 
bekannt find, oder überhaupt nicht unter emblicher Form erhalten werden fün- 
nen, und die fo erhaltenen particulären Integrale können, obgleich fie nicht 
die zu einer analytiſchen Auflöfung erforderliche Allgemeinheit haben, doch bie 
gabe, welche auf die partielle Differenzialgleihung geführt hat, in einer 
hinreichenden Allgemeinheit Löfen. Geſetzt, diefe Gleichung wäre von ver 
zweiten Orbnung und von der Form /(p,g, , s8, t) = 0, fo daß fie die Ber- 
änderlihen x, y, 3 nicht enthielte, und wir wollen außerdem annehmen, daß 
fie in Beziehung auf r, eo, t homogen ift; fo Laßt fie fich, ungeachtet biefer 
Einfchräntungen, im Allgemeinen doch nur für gewiffe Kormen der Function 
(f) integriven. Aber wenn man von allen Klächen, welche dieſer Gleichung 
genügen fönnen, nur die abwidelbaren, für welde p — lg if, in Betracht 
zieht, fo Tann man ſetzen: 
s—tIl’'q, r=sll!a =t(Mg), 
fo daß nah der Subflitution dieſer Werte von s und r in bie gegebene 
Gleichung, welde in ee auf r,s, t homogen ift, die Ableitung t daraus 
verfchwindet, Es bleibt alfo eine gewöhnliche Differenzialgleichung mit q, IIq, 


Jl‘q over mit q,p, : ‚, durch welche man die Zunction ZI mit einer willfür- 


=( 
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lichen Conflanten beftimmt. Wird alsdann die Oleihung p— Mlq integrir, 
fo erhält man eine urfprüunglide Gleihung mit einer willkürlichen Functie, 
welde Gleihung eine Familie der abwidelbaren Flächen ausdrückt, welchen 
die durch die gegebene Differenzialgleichung ausgedrückte Eigenfchaft zufommi. 
Sp enthält 3. B. die Differenzialgleihung der zweiten Ordnung: 
d+g)r— 2pg+(i+p)t=0 
der frummen Flächen, für welche bie beiven Hanptfrämmungen einander glei 
und von entgegengefehtem Sinne find ($. 281), und deren Fläheninhalt zwi- 
ſchen gegebenen Grenzen ein Minimum ift ($. 391), nur die Ableitungen ber 
erften und zweiten Ordnung, und iſt in Beziehung auf r, ⸗ t homogen. Wem 


man alfo unter diefen krummen Flächen diejenigen ſucht, welche in ein 
Ehene ausbreiten laſſen, fo kommt man auf die Gleichung: 
(1 +92) dp? — 2pgdpdg + (1 + p?)dg? =0. (4) 


Um fie zu integriven, fege man p — mg + n, wo m,n Eonflanten bezeichnen, 
fo erhält man 1-- m? + n2 = 0, welches gibt: 

p=m+t(i+m!)V —1. (5) 
Ueberbies Teiften auch die Gleichungen p= a, q=b ver Gleihung (I) 
Genüge und führen auf die allgemeine Gleichung der Ebene: 

2 ax by 4. (6) 

Wenn man das Verfahren im $. 536 auf die Gleichmg (5) anwendet, Io 
erhält man ein Integral, welches durch das Syſtem ver beiden Gleichungen: 


ahmatrtteV Tinger Mn 
y+mı oa 

ausgebrädt wird; aber es ift nicht möglich, ein reelles Reſultat daraus ab 
zuleiten, wofern man niht 1 + m? = (0, ga=c,a — ſetzt, und alsdam 
bat man blos die Auflöfung z—= c, welche nicht fo allgemein iſt, ale we 
durch die Gleihung (6) gegebene, obgleih das Syftem der Gleichungen (T) 
wegen der darin vorfommenden willfürlihen Function ꝙ eine größere Alge 
meinheit zu haben ſcheint. Da übrigens eine der Hauptfrümmungen der ak 
widelbaren Flächen Null iſt, iſt einleuchtend, daß auch die andere verſchwinder 
muß, um der einen durch die gegebene Gleichung ausgebrüdten geometriſches 
Eigenſchaften zu genügen, und daß folglich nur die Ebene unter den abwidd- 
baren Flächen eine reelle Auflöfung diefer Gleichung Tiefern Tann. 


Biertes RAapitel,, 


Bon der Integration der partiellen Differenzialgleichungen durch Neiben, 
und insbefondere der Iinearen Differenzialgleichungen mit zwei nnab 
bängigen Veränderlichen und mit conftanten Coefficienten. 





$. 549. In dem vorhergehenden Kapitel haben wir gefehen, wie wm 
vollfommen die Verfahrungsarten find, durch welche man die Jutegrale ber 
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rtiellen Differenzialgleihungen von einer höheren als von der erflen Ord⸗ 
mg in den wenigen Fällen unter endlicher Form beftimmt, wo dieſe Be⸗ 
mmung möglich iſt. Meberbies iſt das Problem der integration nur dann 
irklich gelöft, wenn man die in den Integralen vorfommenven willfürlichen 
anetionen nach den jeder Aufgabe eigenthümlichen Bedingungen ohne alle Be- 
wänfung beftimmt hat, was oft unmöglich ift, felbft wenn ſich das Zeichen 
x willfürlihen Function nur auf reelle Größen erfiredit, aber um fo mehr 
möglich ift, wenn durch bie Integrationsmethoden Größen mit imaginären 
sctoren unter dieſes Zeichen getreten find. Auch haben die Fortjchritte der 
athematifchen Phyſik es nothwendig gemacht, die Rechnung mit partiellen 
ifferenzialen aus einem andern Geſichtspunkte und zu einem andern Zwecke, 
8 zur Charakterifirung und Claffificirung der Familien der krummen Flächen 
ı behandeln, weswegen die Geometer bie ntegrationsprobleme, welche ſich 
nen darboten, auf eine andere Weife haben zu löſen fuchen müflen, und es 
ar natürlich, daß fie fih zu dieſem Zwede des gewöhnlichen analytifchen 
ierfahrens, nämlich des Verfahrens der Reihenentwidelungen zuerſt bebienten. 

Es fei allgemein eine partielle Differenzialgleihung ver nien Ordnung 
nifchen der Function u und den unabhängigen Veraͤnderlichen x, y, z, t, ıc. 
egeben, und wir wollen eine Hülfsveränderlihe 9 annehmen, welche auf 
gend eine Weife aus x, y, z, t, 2c. zufammengefegt iſt; fo können wir bie 
unction u als in eine Reihe von ver Form: 


u= 09 4- 9,9 + 9,9 + x. (0) 


atwiddelt, annehmen, wo tie Erponenten a; eine zu⸗ oder abnehmende Reihe 
onftanter Zahlen bilden, während die Eoefficienten ©; unbelannte Functionen 
mabhängiger Veränderliher find, deren Anzahl wenigftens um eine Einheit 
leiner iſt, als die der Veränderlihen, wovon a abhängt. Wenn man biefen 
Berth von a in die gegebene Differenzialgleihung fubftituirt, den erften Theil 
ad den Potenzen von 9 orbnet und die Coefficienten der einzelnen Glieder 
er Entwidelung gleih Null fest; jo erhält man eine unendliche Anzahl von ge⸗ 
vöhnlichen oder partiellen Differenzialgleichuugen, wovon jede eine unabhängige 
Seränderlihe weniger enthält, als die gegebene Differenzialgleihung, und 
venn man dahin gelangt, daß man die allgemeinften Werthe von ©, a; er= 
dt, welche dieſer Reihe von Sleihungen genügen; fo Ieiftet auch die Reihe 
I der gegebenen Differenzialgleihung auf bie allgemeinfte Weile Genüge. 
denn man für 9 fucceflive jede der Beränderlichen x, y, z, t, 20. oder ver⸗ 
hiedene Functionen derjelben nimmt, fo fann man für u mehrere verfchiebene 
teihenentwickelungen angeben, welche aber jedesmal illuſoriſch find, wenn fie 
iht auf convergirende Reihen führen. 

In diefen verſchiedenen Reihenentwickelungen können die auf die aflge- 
tnfte Weiſe beftimmten Coefficienten ©; nichts deſto weniger verſchiedene 
nahlen willfürlicher Functionen enthalten, je nachdem mnn für © dieje oder 
ne ber unabhängigen Beränverlichen over biefe oder jene Function derſelben 
mommen bat. Die Anzahl der willtürlihen Functionen, welche in diefem 
oefficienten vorkommen, Tann nicht größer, aber wohl Heiner ald n fein. 
ie werben diefen Satz auf eine fehr einfache Weiſe darthun, wenn wir von 
r arithmetifchen Conftruction der partiellen Differenzialgleichungen handeln, 
d er wird fich bei der in biefem Kapitel zu betrachtenden Beifpielen als 
ihr erweiſen. 


$. 550. Das eben über die Entwidelung in Reihen durch die Methode 
er unbeftimmten Coefficienten Geſagte hat zum Zwecke, der Theorie alle nur 
wünfchende Allgemeinheit zu geben; aber gewöhnlich braucht man zu ben 
Cournot, Theorie der Zunctionen ⁊. 36 


560 


—— — — — — 


Reihenentwickelungen nur den Tay lor'ſchen oder Machaurin'ſchen Lehrſaß 
anzuwenden, wo alsdann die Erponenten a; nad der Reihe der natürlichen 
Zahlen fortlanfen. Es fei z. B. die Differenzialgleihung: 

du du 

— 24 — 

dt dx 
gegeben, fo gibt die Maclanrin’fhe Formel: 


t da t? /d?u 13 da 
= — el — 7 55137 ’d 
I=rrha) tr w), +33 5), tm 


wo „x den Werth von u für t= 0 und (7) den Werth der Ableitung 
’ 0 


= für denfelben particufären Werth t — O bezeichnet. Vermoge der gr 
gebenen Gleichung hat man: 


do du 
—_ — _\ — f 
). — (2). —apX 


d2a\ __ d’u —_., fi“ _ ımn 
m) ad)" (3), = "9 wu 


und vermittelft diefer Werthe verwandelt fi die Reihe (1) in: 
at a212 a9t? 
u=gxı+ T 924,5, 9"Ht 


TUE TE Sa Zee 
Aber der zweite Theil diefer letzten Gleichung iſt nichts anders, als die 
Reihenentwickelung der Function @(x + at) nad den Potenzen von at, m | 
Fi erhält folglich auf diefe Weile das gefuchte Integral unter der entlihen 


orm: 
u-op(x-at), (2) 
wie man es nach der Methode im 6. 528 erhalten haben würde. Die Zum 
tion ꝙ bleibt willlürlih, wie es ber Fall fein muß. 

Wir hätten die Function a auch durch den Taylorfchen Lehrſatz nad 
ben Potenzen von t — t, entwideln Fonnen, indem wir die Conflante ı, we | 
beftimmt ließen, um den Ausnahmefall zu umgehen, weldhem die Maclaurin 
fhe Formel unterworfen iſt, wenn bie Entwidelung der Function nad den 
ganzen und pofitiven Potenzen der Beränderlichen nicht mehr möglich ift, und 
Yx würde alsdann den Werth der Function u bezeichnen, welcher dem par 
ticulären Werthe 1 — t, entipriht. Der Einfachheit der Rechnung wegen 
werden wir aber immer den Maclaurin’fhen Lehrfaß anwenden; dem «6 
ift, wenn man will, immer leicht, für vie erhaltenen Reihenentwicdelungen 
audere nach den Potenzen der um eine willlürlide Conflante vermindertes 
Beränderlichen fortfchreitende Reihenentwickelungen zu fubflituiren. 


$. 551. Kntwidelt man 3. B. das Integral der Differenzialgleichung: 
da _ du 6) 
dt dx: 
nach ven Potenzen von t und behält diefelben Bezeichnungen bei, wie vorhir, 
fo bat man: 
du d’u d3u 


u) = g'x, u) = gp"x, in) = GX,X., 
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folglich : 
t t? t3 
mp2 pt; pt; rt (4) 


In diefen Beifpiele kann man nicht, wie in dem vorhergehenden aus ber 
Reihenentwicelung des Integrales feinen Ausdruck unter endlicher Form er- 
fließen, wenigftens nicht nach bem, was bisher barüber vorgekommen iſt; 
aber fo oft die Reihe convergent ift, beftimmt fie den Werth von u als Zune 
kon der unabhängigen Veränderliden x, t, und biefer Werth iſt nur von ber 
wiltürliihen Function ꝙ abhängig, welche in jedem befonvern Falle angegeben 
werden m 

Dur ein ganz ähnliches Verfahren fände man für den nad den Po- 
tenzen von x entwicelten Werth von u bie Reihe: 





I Sp+2 04 „ve +7: 33 mt +7; 333 but + 10. (5) 


Die Functionen * bleiben beide willkürlich und bezeichnen reſp. die 
Berthe von u, = für x 0. 


Um zu —* daß die Integrale (4), (5) auf eins hinauslaufen, ob⸗ 
gleich das erſte nur die willkürliche Function px und ihre Ableitungen, dage⸗ 
" das zweite bie beiden willlürlihen Functionen Yt, wt enthält ee elt 


sijlon die Functionen Yt, wet nad den Potenzen non t und ſetzt zu dem 
wecke: 


M=A+HBI+C at? at" 


wsal+Bi, +0 —+D 3 +2. 
fo daß fih die Sram (5) acdem verswanbeft in: 
& 
—A B—, B — 1, 
a=A4a 4 3 naar ernst" 


Horn! +0 te — +2) 


+ FIRE FORD 
Bezeichnet man nım, wie e8 erlaubt A durch m bie willkürliche Function: 
A+AT+BIG Chat 2. wadheen 3. zarte 
I fällt der ‚weit fer ber vorhergehenden Gleichung mit der Reihe (A) 


zuſammen. 


$. 552. Wenn man das JIutegral der Differenzialgleichung: 
d?u 


dxdt — (6) 


vermittelfi des Maclanrinfgen Lehrſatzes nach ven Potenzen von + ent 
widelt, fo erhält man: 


36 * 
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u=gxr+, prix + 7 \ N rt al), gxıdx’+ 


und unter diefer Form fcheint das Integral nur von der willfürlichen Fr 
x abzuhängen, weldhe den Werth von a für = 0 ausprüdt. Aber 
zu bemerfen, daß durch jede der in ver vorhergehenden Reihenentwic 
unendlich vielen angeveuteten Integrationen eine willfürlihe Conftante 
führt wird, und daß das Syſtem biefer, refp. durch veränderliche Fa 
multiplicirten Eonftanten einer willfürlihen Function gleih zu achten iſt. 

man kann fehen: 


g=A+tY,x 
Soriz=B-+AQ +9,x 





S/yxdx? =C+B HA +2 
Sfgxie: =D+C = 


LP 

wo A,B,C,D,... willkurliche Conſtanten und @,x, P, x, P,x, x. Fund 
bezeichnen, welde mit x verjhwinden. Durch bie Suötikrie n diefer & 
in die vorhergehende Formel ergibt fi: 


x2$2 


x3$3 
uAa(l Has ra, a) tat. 


+B +4 7 +9,x 
1a 2.37 9 


Host mt part tgaite 


t 22 
Kater 3. are 


+ 675 —— —r— + 2.) 


x? + 18 


t3 
— (B— —+C —  +-D — — 
+7. 1.3.5 tr 12.347 1.2.3.4.5 


— 
Sebt man nun: 


2 g3 
B- +C——- +D — ‚zu t 
te gt Green 


1. * 3.4 
+%) 


fo erhält man: 


“ 1c—_ +9 — —_ +n=/ vida, 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 =) ern 


B— _ +0 — _—_ , —-/ yda=y 
1.2.3 1.2.3.4 53T =». 
ꝛc., 


fo daß die Functionen dt, y,t, V t, ıc. alle mit 4 zugleich verſchwind 
man dem Integrale die fymmetrifche Form: 
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u — 4 * a BA 
Um tramy tar 


t t2 t3 
+92+72° is ur Su Zu ur vr Zul 


+.) 


x x? x3 
ut dt tt 
ven fann. 
Wenn die Conftante A und die Functionen p,, d, willfürlih angenom- 
n find, fo werben alle übrigen Functionen P,, Wr Par Vz, ıc. durch 
uadraturen erhalten. A ift der Zahlenwerth von u für x—=0, t—= 0 und 


+ 9Q,x A + %,t find die Werthe von a als Functionen von x und von 
welde reip. t — 0 und x=0 entfprechen. 


$. 553. Die in den vorhergehenden 56 betrachteten partiellen Differen- 
algleihungen waren Iineare, und wir wollen nun bie Gleichung (3) im 
‚947, naͤmlich: 


d?z2\2 (2 da dz 2 —0 
1) — dx2 "4y ) 2-17)” 


etrachten, für deren finguläres Integral wir: 
s—(1i+x)gy (8) 


!funden haben. Ihr dur die Maclaurin’fhe Formel nah den Potenzen 
mn x entwideltes allgemeines Integral if: 





2 
=yy + .wy+ — (wy — Yy) [vr + * (pr)? — m 
Le, 
ıd wenn man ed nach den Potenzen von y entwidelt, fo erhält man: 
— 1x 
et +, (9) 





x _IX ) 
2 (% 1+x 

daß daſſelbe im erften Falle von zwei willfürlichen Functionen , w, und 
a zweiten Kalle blos von einer willfürlichen Function x abhängt. 

Wenn man das Integral aus geometrifhem Gefichtspunfte ald die Glei— 
rung einer Ordnung oder Familie krummer Flächen betrachtet, fo kann man 
igen, daß das finguläre Integral (8) diefelbe Ausdehnung hat, als das durch 
je Reihe (9) gegebene allgemeine Integral; denn wenn man tie Gleichung 
3) particularifiren will, fo muß man die Eure 2 — gy, nach welder die 
bene der ys die krumme Fläche durchſchneidet, annehmen, und ebenfo braucht 
an, um bie Gleihung (9) zu particularifiren, nur die Curve = = xx, welde 
r Durchſchnitt der krummen Fläche mit der Ebene der xz ift, anzunehmen. 
te beiden Gleichungen charakterifiren folglich zwei verfchietene Familien frum- 
er Klächen, wo in jeder die indivivuellen Flächen durch Bedingungen der» 
(ben Art und von derſelben Anzahl beftimmt werben. 


$. 554. Die Entwidelung der Integrale in Reihen durch die Auwen- 
ng der Taylor'ſchen oder Maclaurin’ichen Formel, oder durch bie zuerft 
gegebene allgemeinere Methode der unbeftimmten Eovefficienten führt gewöhn- 
b auf mühlame oder gar unausführbare Rechnungen, wenn die zu integri⸗ 


a 


rende Differenzialgleichung feine Iineare ıfl, wie man aus dem Beifpiele ım 
vorhergehenden 5 fiebt, wenn man bie Entwidelung über das dritte Glied 
hinaus fortfegen will. Dagegen nimmt die Reihenentwidelung des Integrales 
eine ebenfo merkwürdige als einfache Form an, wenn die partielle Differen⸗ 
ialgleihung eine lineare, mit drei unabhängigen Veränderlichen und mit con 
amten Eoefficienten ift, und wenn in ihrem lebten Gliede, welches von ber ' 
Junction und ihren partiellen Ableitungen unabhängig iſt, die unabhängiges 
Beränderlichen nicht vorkommen. 

Denn bezeichnet man die Function durch a und die unabhängigen Ber | 
änderlichen mit x, t und fubflituirt in die gegebene Differenzialgleichung ber 


Werth: 
u cerre (C) 


wo C eine willfürlihe Conflante und a, B unbeftimmte Parameter bezeihen; 
fo verſchwinden die Erponentialgrößen und die fie multiplicirende Conflante C 
als gemeinfchaftlicde Factoren, und es bleibt eine algebraifche Gleichung: 
f(a,#)=0, f) 
welcher die Unbeflimmten a, 8 genügen müflen, wenn die Gleichung (C) ei 
particuläres Integral der gegebenen Differenzialgleihung fein fol. Diele 
leßtern wird wegen ihrer linearen Form folglich genügt, wenn man für a de 
Summe unendlich vieler particulärer Werthe, wie (C), ober die Reihe: 
art 4 c, er» eoꝛs 4 ti +, 


welche wir der Kürze wegen gewöhnlich durch: 
S.ce tr 
bezeichnen werben, und worin feine andern willfürlihen Größen, als die 


Coefficienten C, a vorkommen, fubftituirt, wo die Zahlen 2 vermittelft der 
Gleichung (f) dur die Zahlen « beftimmt werden. 


$. 555. Wenden wir biefes auf die fineare Differenzialgleichung ter 
erſten Ordnung: 
du 


di 
an; fo befommt die Gleihung (f) die Form = an + b, fo daß der ge 
gebenen Differenzialgleihung Genüge geſchieht, wenn man: ' 

= ey . carte) 
nimmt. Für t — 0 gibt diefe Reihe: 

um F.Ce”., 

Es fei folglih px eine Function von folder Befchaffenheit, daß man, wens 
man fie in eine Reihe von Erponentialgrößen ($. 114) entwidelte, 

px = >. Ce” 
erhielte. Der allgemeine Werth von u iſt unter enblicher Form: 

uzey(x--.at), 
wie fih durch eine Bertaufhung ver Buchſtaben ver Formel (3) im $. 529 
ergibt. ‚Die, Sunction 9 bleibt wegen der Unbeflimmtheit der Coefficienten 
c, a willkürlich, und fie wird beflimmt, wenn man den t== 0 entfprechen 
den Wert von a ald Function von x angibt, 


— ad, du 
dx 
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Wenn man b = O fest, fo kommt man wieder auf die Gleichung (2). 
gemein, wenn man eine partielle Differenzialgleiyung von der Form: 


du _ 
Fri — [u] + bu 


t, wo [u] der Kürze wegen eine lineare Function der partiellen Ableitungen 
n u in Beziehung auf die von t verſchiedenen Veränderlichen x, y, 2,... 
zeichnet; fo fann man u= ve? fegen, und man erhält die transformirte 
leichung mit v: | 
. dv Ir] 
dt — 
$. 556. Es ſei die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 
dꝛu — d?2u (10) 
di dx 
geben, fo verwandelt fih die Gleihung (f) in dB? a242, woraus fi 
ir 8 die beiven Wertfe = au, B" — — aa ergeben. Jedem Werthe von 
entfprechen zwei verfchievene Reiben, welche der gegebenen Differenzial- 
eihung Genüge leiften, und particuläre Integrale derfelben find, und die 
jumme diefer beiven Reiben bildet das allgemeine integral: 


= ..c1.ate) +2° Cu Re), 
elches mit dem Integrale unter enblicher Form: 


u=g(x-+ al) (x — at), (11) 
a8 fih von der Formel (2) im S. 539 nur durch die Wahl der Buchſtaben 
iterſcheidet, gleichbedeutend iſt. 

Hiernach muß ſich das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
leichung unter enblicher Form erhalten laſſen, und n verfchiedene willfürliche 
unctionen erhalten, wenn fih f(a, ß) in n lineare Factoren d— (ax + b) 
legen läßt, und insbefonvdere, wenn die Function f in Beziehung auf die 
ıbeftimmten Größen a, 8 homogen ift, oder wenn bie lineare Gleichung mit 
Fr Differenzialen nur partielle Differenziale von vderfelben Ordnung 
tbäalt. 

Die in dem Integrale (11) vorkommenden beiden willfürlichen Functionen 
‚ % lafſen fich Leicht beflimmen, wenn man zwei Functionen fx, fx angibt, 


ovon die erfte für € = 0 den Werth von u, und bie zweite den von = 
shrüdt. Denn vermöge biefer Data Hat man: 
yx + x fr, p'x — pi = + fi. 
urch die Integration der zweiten dieſer Gfeichungen erhält man: 
ꝙx — U „ / feix=Fx-he, 


o Fx eine befannte Function von x und c eine willfürlihe Conſtante be⸗ 
ichnet. Hieraus ergibt fi: 

ge =j(ie + Fx40), zii — Pro), 
d folglich Hat man die Gleichung: 
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„= ilf(x+ at) Hi(x— at) + F(x+ at) — F(x— et)], (12) 
woraus die willkürliche Eonflante c verſchwunden iſt. 
$. 557. Nehmen wir vie bereits früher betrachtete Differenzialgleichung: 
du d?u 
dt = ix2 (3) 
wieder, für welde ſich die Gleichung (f) auf = a? reducirt; fo haben 
wir, je nachdem wir diefe Gleichung zur Fortichaffung der Eoefficienten 2, 
ober der Coefficienten & anwenden, die beiden Reihenentwidelungen : 
u. certet (13) 
um. CV FE o +23. GuV Pre" ‘ (14) 
Wenn man die Reihe (13) nach den Potenzen von t entwidelt, fo er- 
halt man die Reihe: 
am 3.042. E-Caie +. .Cate" x., 


welche mit der Reihe (4) zufammenfällt, wenn man 3 + Ce” — px feht, w 
bie willfürlihe Function px wieder den Werth von u für = O0 bezeichnet, 

Ebenfo fände man, wenn man den zweiten Theil der Gleichung (14) 
nach den Potenzen von x entwidelte: 


a=!.cif'ıL>y .Ccaef" 
+7 (2-0 VB 2. CH VRuef", 


+ Er oBleft 48. CuBe") 
x> 
+ 1.2.3 
Sept man nun: 
M—Lr Ct 3. Cut, 
wt = 3. CV Bieß't — 3.Cı V Bu", 


fo fommt man wieder auf die Reihe (5). Um zu zeigen, daß die beiden 
Functionen %, w willfürlih und von einander unabhängig find, wollen wir: 


Z.ct =, 3.Cuf'— Ik 
I. VB pr, 2.0HV due" — Tr 
feßen, woraus folgt: 





(+ CB V Bro! 3. CußuV Rue") + x. 


Vi 4 IK, (15) 

wt = Pit — It. (16) 
Statt diefer letzten Gleichung fann man feßen: 

at Yt— Ik, (1) 


wo w eine Function ift, welche durch die umgefehrte ber Operation aus w 
abgeleitet wird, vermittelt welcher die Functivnen %,, IT, reſp. aus ben 
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nctionen 3, IM abgeleitet werben. *) Aus ven Gleichungen (15) und (17) 
lat: 
T , Mil — tut, 


o dag die Functionen 7, II, und folglich vie Reihen I + Croft, Z.Cuef"! 
mmer beftimmt find, von welcher Beichaffenheit die willkurlichen Functionen 
b, » auch fein mögen. 

Wenn man die Reife (13) nah den Potenzen von x entwidelt hätte; 
ſo Hätte man 


2 
u=23. Co°' + . Z+Cae” — u . Care“! 4-1, 


erhalten, und dieſe Entwicelung flimmt wieder mit der Reihe (5) überein, 
neun man: 


—VV ec wt—2.Cae“' 


fett; aber alsdann find die beiven Functionen %, w nicht mehr von einander 
mabhängig , fondern es findet zwifchen ihnen eine Relation ftatt, welche nach 
der obigen Bezeichnung durch wi = W,t oder durch wi = ıt ausgebrüdt wird, 
was auch darauf hinausläuft, in den Gleichungen (15) und (17) die Function 
N=0 zu feßen. Die Reihe (13) muß folglich als das allgemeine Integral 
der Gleichung (3), oder als ein particuläres Integral betrachtet werben, je 
ſachdem dieſe Reihe von den Potenzen t, oder nach den Potenzen von x ent- 
videlt ift, oder was auf daſſelbe Hinausläuft, je nachdem die darin vorkom⸗ 
zenden willfürlihen Parameter vermittelfi des Werthes von u als Function 


on x für 1 = 0, oder vermittelft der Werthe von u und von n als Fnne⸗ 


onen von t für x = 0 beſtimmt werben. 

Es ift uns unbelannt, ob man biefe merkwürdige Eigenfchaft gewiſſer 
deihenentwickelungen, daß fie zugleih ein allgemeines und ein particuläreg 
Integral ausprüden, ſchon früher bemerkt hat. Diefe Bemerkung widerfpricht 
gar der Behauptung Poiffons, daß man die Reife (13) fo entwideln 
Inne, daß fie mit der Reihe (5) identiſch werde. **) 


— — 


*) Aus der Gleichung F. Ceb Ur folgt: 
da, a 
2. yeht= ——, 2.09) ef = Fla)yR di), 


wo n .eine beliebige ganze pofitive Zahl bezeichnet. Nach der Analogie kann 
man fchreiben: 








di. m 

dı3 
und alddann hat man vermöge biefer Bezeichnung flatt der Gleichungen (16) 
und (17) die folgenden: 
_ ds(aa— In) 
a 


Die ale eine Folge aus der Entwidelung der Functionen in Exponenzialreihen 
fi ergebende Differenzial« und Integral-Rechnung mit gebrochenen In— 
dices iſt ver Gegenfland einer wichtigen Abhandlung von Liouville in dem 
21. Hefte des Zournalg der olyteshnifihen Schule zu Paris, 


*) Theorie de la chaleur, p. 139. 


2.0@) ef 


ut ‚Sa. d=-a— Im. 


$. 558. Wir wollen auch die Differenzialgleichung: 


du 
Fri M 
wieder betrachten, welche für die Gleichung (f), aA=1, folglich: 
n=!.@”t7 (18) 


gibt, und wenn wir nach den Potenzen von t entwideln: 


— . Qx * . 0 e Ku . 0 oe“ 
u=%.Ce +; 2.C— +7 2.C— + 
Da man px N. Ce”: fegen kann, fo ift Mar, daß dieſe Entwicelung wi 
der Reihe (7) übereinftimmt- Nur find alle Glieder der Reihe: 


5. = fgxi, > — = /yxdx?, x., 


wenn bie Function ꝙ angegeben iſt und bie Eoefficienten C, c zu dieſen 
Zwede felbft beftimmt find, ebenfalls vollfländig beftimmt, fo die in de 
Integralen xdx, xdxꝰ, ıc. vorkommenden willkürlichen Conſtanten ſelbĩ 
volftändig beſtimmt find. Die Reihe (18) gibt alſo nur ein particulärd 
Integral der Gleihung (6) und fein allgemeines oder vollſtaͤndiges Jategul 
berfelben, wie ©. 149 des eben angeführten Werkes gejagt wird. 

Die Sleihung (6) würde ebenfalls verificirt, wenn man 


um Asin, (ax -+ ft) B cos. (ax -- $t) 
feßte, wofern zwifchen den Parametern a, £ die Bedingungsgleihung ar +1=0 
ftattfindet, und folglich wird der Gleichung (6) genügt, wenn man 


u—! [A sin. (ax — B cos. («x — )! 


ſetzt; aber dieſes if wieder nur ein particuläres Integral der gegebenen Die 
ferenzialgleihung,, und felbft dann, wenn man 
t t 
u= EA sin. (u'x — )+8-B co. (a's — =) 
feßte, würde das Integral, wie man ſich Teicht überzeugt, Feine größere A 
gemeinheit haben. 


$. 559. Allgemein, da bie willfürlihen Eonftanten C, a, 8 fowohl reel 
als imaginär angenommen werben fünnen, fo iſt Har, daß für jede Reihe von 
Erponentialgrößen eine Reihe von Sinuffen und Eofinuffen ſubſtituirt werden 
fann, und umgefehrt. Die Natur der Aufgabe beftimmt die Natur der Zune 
tionen, welche in der Endauflöfung bleiben müffen, nachdem man alle wil- 
fürlihen Conſtanten beflimmt und die Zeichen des Imaginaͤren fortgefchafft hat. 

Wenn die Gleihung (f) fo beichaffen wäre, daß die Parameter a, B 
nicht zu gleicher Zeit reell fein fünnen, fo wäre bdiefes ein Beweis, daß mar 
ftatt gewiffer Erponentialgrößen Kreisfunctionen in die Reihe einführen müßte. 
Diefer Fall bietet fich 3. B. bei der Differenzialgleichung: 

d?u dꝰu 


ta) 119) 
dar, auf welde fih die Gleichung (10) rebucirt, wenn man der willlürlichen 
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aflante a den Werth VA beilegt, und man genügt dieſer Gleichung, 
an man: 


ua=23.(A! sin. a'x +B’ cos. .arx)e® 
+ 3.(A” sin. a’'x + B’ cos. any‘ 

t. BDezeichnet man dur fx und ſx — die Werthe von u und = für 
=0; fo bat man: 

Ze(A! sin. ax 4B’ cos. ax) ic HF + ec) 

3. (A“ sin. ax + B“ cos. ax) = 4 (k — Fx— c)\' 
c eine willfürliche Conſtante bezeichnet; und die Aunctionen f, F mögen 
thematifche oder empirische Functionen fein, wofern fie nur nicht unendlich 
rden, fo fann man nach den Formeln in Buch 5, Kap. 12 alle die Eoef- 
mten A', B', a’; A", Br, ar doch immer fo beflimmen, daß ven vorher- 
jenden Gleichungen Genüge geſchieht, wenigſtens für Werthe von x, welche 
chen gegebenen Grenzen Liegen. 

Das Integral der Differenzialgleichung (19) wäre alfo nad der Formel 

2) unter enblicher Form: 


=; [fa HH VD+Hr@-ıVT 


(20) 


xt tV IN) —Fk—ıVY 1 
er ed | 


das Zeichen F viefelbe Bedeutung hat, wie in ven Gleichungen (20), und 
ſes Integral wird, wenigftens für die numerifhe Berechnung der Werthe 
n u illuſoriſch, wenn die Functionen f, F nicht duch algebraifche Formeln 


gebrückt werben, in welche man Werthe von ver Form x x. —1 fo 
Mituiren kann, daß die Zeichen des Imaginären verſchwinden. 


$. 560. Die Iinearen partiellen Differenzialgleihungen mit conflanten 
efficienten find befonders auf die Probleme der Mechanik und der mathe 
tiichen Phyſik anwendbar, bei deren Auflöfung es geftattet ift, die Propucte 
b höheren Potenzen gewiffer veränderliher Größen ihrer Rleinheit wegen zu 
machläffigen. Zur Beſtimmung der in den Integralen vorlommenden will, 
lichen Zunctionen muß man die anfänglichen Werthe gewiſſer Functionen in 
: begrenzten Ausvehnung eines materiellen Syſtemes mit einer, zwei ober 
3 Dimenfionen beflimmen, wobei es nicht nöthig ift, daß fich dieſe Func- 
en durch eine mathematische Formel ausdrücken laffen, fondern es iſt blos 
orderlich, daß fie in ver Auspehnung des materiellen Syftemes, für welches 
gegeben find, enbliche und beftimmte Werthe behalten, weil fie phyſiſche 
open ansdrücken, welche nothwendig endlich nnd beſtimmt find. Die Formeln 

ap. 12 des 5. Buches, fowie alle diejenigen, welde innerhalb einer be- 
nzten Ausdehnung eine beliebige mathematifche oder empirifche Function aus- 
en Fönnen, laſſen ſich alfo nothwendig auf die Entwidelung der Integrale 
pargellen Differenzialgleihungen, worin die willfürlichen Yunctionen nad) 
fiſchen Daten beflimmt werden müſſen, anwenden. Dagegen find die 
henentwidelungen mit Exponentialgrößen nur anwendbar, wenn ſich die 
änglichen willfürlihen Functionen analytifch ausprüden laſſen, und alsdann 
#en fie die entwickelten Functionen für alle möglichen Werthe der Ber- 
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änderlichen aus, mit Ausnahme des Falles, wenn die Reihenentwickel 
dDivergent werben. 
$. 561. Die einfadhfte Differenzialgleihung, auf welche man bad 
über die Beftimmung der willfürlichen Functionen nach phyſiſchen Daten 
fagte anwenden fann, iſt die Gleichung für die Bewegung der fehwing 
Saiten ($. 539): 
deu . d?u 
2" dxa’ 
worin t die Zeit, x die Abscifie eines Punktes der in Bewegung befind 
Saite, u die Ordinate diefes Punktes, welche im Ruhezuſtande — 0 iſt 
a einen Coefficienten bezeichnet, welcher von der Spannung, dem Ga 
und den Dimenfionen der Saite abhängt. Wenn x=0 md x— 1 die 
eiffen der Endpunkte der ſchwingenden Saite und dieſe beiven Enbpunft 


find; fo find die Werthe von u und von - fr x=0, x=1 und für 
Werth von t Null. Im Anfange der Bewegung und für Werthe vi 
welche zwifchen Null und 1 Liegen, hat man u=fk, = — fx, wo bie; 


tionen fx, fx der Bedingung genügen müflen, daß fie endliche und befti 
Werthe haben. 
Der Gleichung (21) wird genügt, wenn man 

’ u= 2(Asin.aat + B cos. aut) sin. ax ( 

nimmt, und wenn man 
az I C 
= | 
fett, wo i eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, und alsdann wird bie 
dingung erfüllt, daß die Functionen u, = für =0,xlum für 
Werth von t verfchwinden. Die Gleichung (22) verwandelt ſich alsdan 
= (A ein. U + B cos. =) sin. =, 


und es fommt nur noch darauf an, die Coefficienten A, B als Functione: 
Snder i zu beflimmen, und um biefe Abhängigfeit anzudeuten, wollen wir 
A;, B;, ftatt A, B feßen. Nach den ausgedrüdten Bedingungen erhält 
aber: 


imma . IX 
1 A; sın. Eu _— fx, 


and dieſen letzten Gleichungen wird zwilchen den Grenzen x=0,x= 
eine beliebige Beichaffenheit, ver Functionen fx und fx genügt, wenn ! 


= A sin. , füdf, AZ _ sin. ing . fSal 
10 ı ina/ 9 1 
fegt ($. 430.). 
$. 562 Die Differenzialgleihung: 


du d?u 
— al — 
dt dx? 





Z-Bin. Ih, 5. 








r 
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(che mit der Gleichung (3) übereinflimmt, wenn man ber Einfachheit wegen 
— 1 fest, findet zwifchen der Temperatur a des Normaldurdfchnittes einer 
mogenen cylinprifhen Stange, der Zeit t und der von bem einen Ende 
fer Stange aus gezählten Absciffe x dieſes Querſchnittes flat. Durch a 
jeichnen wir einen Coefficienten, welcher von dem Wärmeleitungsvermögen 
t Stange und von ihrer Wärmecapacität abhängt, durch 1 die Länge der 
tange und für den Nullpunft ver Termometerfcale nehmen wir die als con- 
nt vorausgefehte QTemperatur des die Stange umgebenden Mitteld. Für 
0 md x=1 muß alſo a0 fein, welhen Werth auch haben mag. 
mer muß fih u für 60 auf eine zwilchen den Grenzen <=0,x—1 
Mfärlih angenommene Function reduciren, welche den anfänglichen Tem⸗ 
raturzuftand der Stange ausdrückt. 
Der Differenzialgleichung (24) wird durch die Reihe: 


a’a?t 


um 3-Asin.axe (25) 
mügt, und wenn man, wie im vorhergehenden Beifpiele: 
a— (23) 


[| 


immt, fo werben bie ſich auf die beiden Enden ver Stange beziehenden Be— 
ngungen in Rechnung gebracht. Man braucht alsdann nur: 


a=ı/ sin, TE, gkaE 
l 0 l 

ı feßen, damit der = 0 entſprechende Werth von u den anfänglichen Tem⸗ 
raturzufland der Stange ausdrückt. 


$. 563. Bei den eben mitgetheilten beiden Anwendnngen fann man die 
weh die Formel (23) gegebenen Werthe des Parameterd ax ald die unend- 
d vielen Wurzeln der transcendenten Gleichung sin. al = 0 betrachten, und 
ı Allgemeinen Hat man zur Beflimmung der unendlich vielen Werthe von « 
ne transcenvdente Gleichung; aber von einer complicirtern Form und von 
ner ſolchen Befchaffenheit, daß man die auf einander folgenden Wurzeln nur 
xp Probiren beſtimmen kann. 

Wir wollen dieſelben Data, wie in der vorhergehenden Gleichung bei- 
halten, nur foll die Function u, flatt für x— 1 befländig Null zu fein, an 
fer Grenze und für alle Werthe von t der Differenzialgleichung:: 


= +ba=0 (26) 


nügen. Diefe neue Aufgabe bezieht fi) auf bie Beftimmung der Temperatur 
ver homogenen Kugel, welche in ein Mittel von conflanter Temparatur ge⸗ 
icht und urſprünglich ſo erhitzt iſt, daß alle ges weit vom Mittelpunfte 
tfernte Punkte diefelbe Temperatur haben. je Veraͤnderliche x bezeichnet 
: Entfernung eines beliebigen Punktes der Kugel von ihrem Mittelpunfte, 
: Function a ift das Produkt aus ver Temperatur dieſes Punktes und aus 
ner Entfernung x vom Mittelpunfte der Kugel, und I iſt der Halbmeffer 
e legtern. Die Beringung, daß für x 0 bei jedem Werthe von t die 
netion u — 0 fei, folgt daraus, daß die Temperatur des Mittelpunftes der 
‚gel nicht unendlich groß werden fann ($. 458), und das GStattfinden der 
eihung (26), worin h einen conflanten Eoefficienten ausbrüdt, iſt eine 
fge von dem an der Oberfläche der Kugel dur Ausfiraflung und durch 
zührung flattfindenden Wärmeverlufte. 
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Der Werth von u wird immer durch die Formel (25) gegeben; aber 
vermöge der Gleichung (26) müffen die Parameter « die Wurzeln der trane- 
cendenten Gleichung : 
a cos. al+ hsin. al=0 (27) 


fein. Wir wollen annehmen, diefe Wurzeln wären berechnet, fo kommt es 
darauf an, die Coefficiente A fo zu beflimmen, dag fih u für = 0Oauf em 
zwifchen den Grenzen x= 0, x} willfürlich angegebene Function fx rebucht 
Folgendes ıft das Verfahren, welches Poiffon zu diefer Beſtimmung und 
ugleich zu dem Beweife, daß die Gleichung (27) feine imaginären Wurdı 
baden fann, angewandt hat. 


$. 564. Wenn wir bie beiden Theile ber Ofeihung (24) durch sin. axdı 
multipliciren, und zwifchen den Grenzen x — O, x—1 integriren; fo erhal 
ten wir: 


l 
d S ua sin. xdx 2 
1, —u/ sin. ax dx, (28) 
0 dx? 


dt 
und die theilwerfe Integration gibt: 


l d?a da . l l da 
YA sin. ax —dı= [z sin.ax| — * cos. ax — dx 
0 dx? dx 0 0 dx 

l l 1 
yA cos. ax da dx = [® cos. ax) 4 af u sin. axdx, 
0 dx 0 0 


woraus folgt: 


:] 2 j 1 
A sin. x d’a dx = fd“ sin. ax — au cos. ax] — af u sin. axdı. 
0 dx? Ldx 0 0 


Für 50 fu=0, sin. x — O un für x=1 hat man vermöge dr 
Gleichung (26): 


1 
= sin. ax — aucos. ax = — ulhsin. ala cos. al), 


welche Größe wegen der Sleihung (27) Null if. Die Gleichung (28) ir⸗ 
ducirt fih alfo auf: 


d» f, u sin. axdx 
— ı— arı ] u sin. axdx, 





dt 
und das Integral derſelben iſt: 


l 
„7 u sin. axdx — ha 


wo C den t=0 entiprechenden Werth von: 


l 
H u siu. axdx, 
0 
l . 
J. r fx + sin. axdx 


bezeichnet. Durch die Elimination der Eonflanten C erhält man alſo: 


d. 5. das Integral: 
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YA u sın. xdx = eat J fx + sin d 29 

0 = 0 sin. axdx, (29) 

Benn wir in biefe letzte Gleichung den durch die Formel (25) gegebenen 

Reihenausbrud des Werthes von m fubftituiren, fo iſt zur Identität der Glei- 

— erforderlich, daß im erſten Theile derſelben nur das der im zweiten 
e 


angewandten Wurzel © entfprechenve Glied bleibt. Für jede andere 
von ce numerifch verſchiedene Wurzel a’ hat man folglich: 


l 
y sin. axsin. a'xdx — 0, (30) 
ınd die Gleichung (29) gibt bios; 
\ 
af sin.? axdx = fx · sin. axdx, 
0 0 
ver, wenn bie erſte Integration verrichtet wird: 


l 
20 0 fx +» sin. axdx 





al — sin. alcos. al " 


olglich: 
l 
a fx + sin. axdx 
— a?a?t 


ein alena ae (21) 


vodurch der Werth von u vollftändig beflimmt iſt. 
Cs ift zu bemerken, daß, wenn a eine Wurzel der Gleihung (27) iſt, 

— a eine andere Wurzel derfelben iſt; allein die Auflöfung befäme feine 
jrößere Allgemeinheit, wenn man bie negativen Wurzeln in Betracht ziehen 
sollte, weil die Summe der beiven Glieder: 

(Asia. LA sin ar). Ceꝰ at 
zleihbedeutend iſt mit: 

(A, — A,)sin.ax» et Asin.ax . eat 


v0 der Parameter « nun blos noch pofitive Werthe befommen Tann, 


$. 565. Vermittelſt der Gleichung (30) fann man, wie bereits bemerkt 
vorden, darthun, daß bie Gleichung (27) Feine imaginären Wurzeln haben 
om. Denn es fi a=u+v»V —1 eine imaginäre Wurzel ber Gleichung 
27), fo muß dieſe Gleichung auch eine andere der erflen conjugirte imaginäre 
burzel a=u—»V —1 haben, und nach den gewöhnlichen Transforma- 
onen verwandelt ſich die Gleichung (30) in: 


IA [sin.? ux(e” + oe .)2 —- 008.2 ux (e" — oe "")21dx =(, 
Ache ‚Gleichung unmöglich ift, weil alle Elemente des Integrales im erflen 


heile nothwendig pofitio find. 
Wenn man die Integration verrichtet, fo findet man: 
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1. _sin. (a—o)l _ sin. (a -- a')l 

yA sin. ax sio. a'xdx = 2 — 
— a! sin. al cos. — « sin. all cos. al (32) 
ur — alı 

Da a, a! Wurzeln ver Gleichung (27) bezeichnen, fo ift der Zähler dieſet 
legten Bruches — O und die Gleichung (30), welche bereit durch eine von 
der befondern Form der Function unter dem Integralzeichen / unabhängige 
Betrachtung bewiefen ift, wird alſo erfüllt. 

Für a —=a erſcheint der letzte Theil der Gleichung (32) unter ter 
Form 9 und fein nad der gewöhnlichen Methode beftimmter wahrer Werth if: 


al — sin. al cos. al 
2a ' 


I 
welchen wir auch durch directe Berechnung des Integrales /o sin.?2 axdx er 
balten haben. 


$. 566. Wir wollen in der Gleihung (31), = 0 feßen, fo nk ib 
die Function a zwifhen den Grenzen x=0, x=I auf fx reducıren, wb 
man bat, wenn man der Deutlichkeit wegen für die Beränderlihe x unter dem 
Integrationgzeichen eine Hülfsveränderlihe & febt: 


l u. 
af, fS + sin. a&ds 


fx = 23 + — — — «» ain. ar. 
al — sin. al cos. al 


Diefes ift eine neue Formel für die Entwidelung der Function fr, welde 
denen in Buch 5, Kap. 12 analog und ebenfo fireng, obgleich auf eine = 
directe Weile bewiefen ıfl. Formeln diefer Art Iaffen fih wie die linearen 
partiellen Differenzialgleihungen, welchen fie entfprechen, beliebig vermehren; 
allein fie Fonnen nur dann mit Zuverläffigfeit angewandt werden, wenn die 
Convergenz der Reihen, welche fie erzeugen, ſtreng nachgewieſen iſt. 


$. 567. Wenn die lineare partielle Differenzialgleihung mit conftante 
Coefficienten drei VBeranderlihe x, y, t enthielte, fo Fünnte man zum part 
eulären Integrale 
u ce tert! 


nehmen, und man hätte zwifchen a, 8, y eine Bebingungsgleichung: 
a,3,y)=0, wer y= $(a,ß), 
fo daß zwei diefer Parameter unbeftimmt blieben. Man könnte alfo für dei 
allgemeine \sntegral: 
n= 33. rt tele) 


nehmen, wo das toppelte Zeichen FI andentet, daß man fucceflive alle m 
lihen Werthe von a mit allen möglichen Werthen von 4 verbinden 4 
Mit dem vorhergehenden Werthe von a könnte man ähnliche Transformationen 
vornehmen, wie die im DBerlaufe dieſes Kapitels bei der Entwidelung ver 
Sunctionen mit zwei Veränverlihen angegebenen; aber im Allgemeinen fh 
folde Entwidelungen, wenn die Anzahl der Veränderlichen größer iſt als zwei, 
wegen ihrer MWeitichichtigfeit unbrauchbar, und man muß alsdann flatt ver 
unendlichen Reihen beftimmte Integrale anwenden, wie wir in dem folgendes 
Kapıtel zeigen wollen. 
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Sünftes Kapitel, 


Ueber die Integration der linearen partiellen Differenzialgleichungen 
durch beſtimmte Jutegrale. 


“. 


$. 568. Im $. 551 Haben wir geſehen, daß das Integral der Dife 
leichung: 
da _d?u ( 
ã57 (1) 
derch die Reihe: 
e=giti put ge + a, ern (2 


mußgebrädt wird, welche ihrerfeits ſelbſt durch ein beftimmtes Integral fummirt 
her unter envlicher Form ausgedrückt werden Tann. 
Denn nad den befaunten Formeln ($. 403): 


/_. em ”, (a) YA —tdom=0 (b) 


VAR et dr at Bl, Vr (e) 


wm die Bleihung (2) folgende Form an: 


& — 





4 — x- x. |e=* dw 
= * JAN „Per Jay T)e "dw. (3) 
Inch hätte man: | 
= * I 9x — Zuy’r)e "dw 
mb foleliſ. 


1 —— Ze ft [px + vy’i)+g(x— 2uy’ti)le ” 


Benz mar ben Ausdruck auf dieſe Form bringt, fo erheflet daraus beffer, daß 
eſowohl auf pofitive, wie auf negative Werte von t anmenbbar iſt, denn 
ie et welche für negative Werthe von € mit dem Zeichen bes imagi⸗ 
find, heben fich gegenfeitig auf, und in der That kann man im 
Be 19) IR wor | der Ausdruck (3) abgeleitet if, der Beränderlichen t 
wative e 
Der Ausbruck —*— laͤßt ſich auch ſehr einfach aus der Formel: 
12. Cæ-ν (6, 557) 
Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 37 
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ableiten, denn die Gleichung (a) gibt, wenn man darin a —aVY'ıfru 


fept: En 
I eo. ‘ do y% 
folglich: 5 
— * — tn, ) 
and mithin: 
= * . — DI ee A , 


—— mit dem Ausdrucke (3) übereinſtimmt, wenn man, wie ed e— 


yalloyr) für Ic Tr) 
ſetzt. Soll dieſe Zormel anwendbar fein, fo muß die Function g, obgjei 
t werben, das x 
—— nr 
immer einen N liben behält. Bermdge dieſer Einfeprünfen 
ergibt nö 77 eine directe Rechnung, daß die Gleichung (3) der gegeberer 
Genüge leiſtet 


5. 569. Des vollſtaͤndige Integral der Differemzialgfeidgung: 


d’u 
Fer 
if (6. 552): 
aa x2$2 x3t3 


ratur" 
Het etrn 1.2 + 2. pt 


ph Erg — Wat 4 2.3 «YET 
Wenn man die Ableitungen der —— P.x, W,t mit gx, or bejzeichnt 


fo dat man: 
* — 1 * id 
RZ 157357 G fr (x«— w)!gwdw 


Ve RN, ((— ww) Idlada; 
denn die imal wiederholte theilweife Integration gibt: 
Sx —- w"'yodo=(zx —- wY'!pg,a+(i—1)(x—a)?tg,o 
+G1)d 2) @- 0) 79,0 +... +6 DÜ—2)...3.2.140 
wo vermdge der Definition an der Grenze » = 0 alle die Functionen im 
und an der Grenze » — x alle lieder des zweiten Theiles verſchwinder, 
welde x w zum gemeinfhaftlichen Factor haben, fo daß man für gıx a 


vorhin angegebenen Werth erhält, und dieſelbe Rechnung ıf auf die Functım 
YVit anwendbar. 
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Durch diefe Transformation erhält man alfo: 
at tat ag rt”) 
N ra rel gud 
N Han Heelyado, 
nd wenn i wieder eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fo bat man ($. 404): 


2 x f 1.3.5...i—1) * 
2 in, ?i d — — — — « — 
H AMT. 2 


A yarı . F 
23 TABMTTO Mada. 
(1.2.3...) 335 N sin ae 
Man Tann aljo den erften Theil des Werthes von u auf die Form bringen: 


2 — 22. xt 24 3242 
24 2 in.2 in. * Id 
7 N (1+ να— vo JE Yan et.) “ 


1 j 5 Re i Ta —? a. Ia 
=- * (eV * sin te yxni.sin )da, 


ad für die beiden andern Theile des Werthes von u, welche auf eine ähn- 
he Weife zufammengefegt find, iſt es einfacher, die Exponentialgrößen in 
ofinuffe zu verwandeln, fo daß man endlich erhält: 








— 4 — sin?a , —2ya.sin’a 
=), (e te )da 


7 


4 FA cos. (2V (w—x) sin.? a) da ſpdo 


+, 8 cos.(2V x(w-—t) sin.2 a) da |yunton 


Wir find hier auf doppelte beflimmte Sintegrale gefommen, während wir 
8 Integral der Gleichung (1), durch ein einfaches beſtimmtes Integral aus- 
drüdt, erhalten hatten, 

$. 570. Um ein Beifpiel von der Integration der Imearen Differenzial- 
chungen mit veränderlichen Eoefficienten zu geben, wollen wir die Diffe- 
zzialgleichung: 


Fre (5) 


men, welche das particuläre Sntegral u — ye* hat, wofern y eine Function 
einzigen Veraͤnderlichen x ift, welche der Differenzialgleichung : Ä 


— ——yz=ay (6) 
37° 
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Genüge leiſtet. Das Integral biefer letzten Gleichung muß zwei willfürlide 
Conftanten A, B enthalten und für das vollfländige Integral der Gleichung 


(5) fann man u= 3 yet nchmen, wo fih die Summe 3 auf alle mög 
lichen Werthe der Eonftanten A, B, «& erftredt. 

Der Bequemlichkeit der Rechnung wegen wollen wir a? für = mb | 
m(m — 1) für k fegen, fo ift das vollfländige integral der Gleichung (6) 
nach der Formel (17) im $. 471: 


= auf” X cos. v, in. mi dw 
0 
4 /Mâä, oʒcos.on. 1—2m wdw. 


Subflituiren wir biefen Werth von v in die Gleiching = Leye"' mb 


feben dann für e"* feinen aus ber Gleichung (4) gezogenen Werth, indes 
wir die in diefer letzten Gleihung vorkommenden w accentuiren, um fie von 
den in dem Ausbrudfe von y vorkommenden zu unterjcheiven, fo erhalten we: 


c 7 ur ⸗2 
VM [I + A- 080 + 2u a Use Tide 


© y: am 7 

+ By Alta Ss u Saar 
7 

und wenn man: 








— 0 PN MT x — 0 ® 6 — x 
Vz Z.Ae =gxz, — Be2 
ſetzt, ſo hat man einfacher: 


u ef N Y(x cos.w + 2w'V 1)? sin! wdw'dw 
—c/o 


— x! /_ \ / Uxcos.w— Zw V t)e—e® sin.!-20 mdw'dw. 


Vebrigens hat Poiffon dargethan *), daß das Integral, ungeachtet der beiden 
Aunctionszeihen g, V nur von der willfürlihen Function von x abhängt, 
welche ven Werth von a für t= 0 ausdrückt. 


$. 571. Da die Rechnungsfunftgriffe, vermittelfi welcher wir oben be 
vollfläntigen Integrale verfchievener partieller Differenzialgleichungen durch be 
ſtimmte Integrale ausgedrüdt haben, feine gleichförmige Methode bilden, fe 
fann man, wie Kourier zuerft gethan bat, andere Betrachtungen anwenden 
ia * der Fundamentaleigenſchaft der linearen Differenzialgleichung enge 
anſchließen. 
Nehmen wir z. B. die Differenzialgleichung: 
du __d2u 
dt  dx2’ 
welcher durch den particulären Werth: 


— ut 


u Aeo cos. (x — 5) 


— — — — — — 


*) Journal de PEcole polytechnique, I9e cahier, pag. 211. 
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Zenüge gefchieht, wo A, a, & unbeflimmte Parameter bezeichnen. Statt biefen 
Jarametern durch endliche Intervalle von einander getrennte Werthe beizulegen, 
ann man annehmen, daß fie unendlich viele Werthe ftetig durchlaufen, und 
san kann fogar zwifchen den Parametern A, S eine willfürliche Relation: 
A= w($) 
ufftellen, wodurch die Allgemeinheit der Aufföfung durchaus nicht beſchraͤnkt 
ird, fondern im Begentheil durch Einführung einer willkürlichen Function, 
velche man nach den Erforberniffen der Aufgabe annehmen kann, die erfor- 
erlihe Allgemeinheit befommt. Man bemerft Teicht die Analogie, welde 
wifchen diefem Kunflgriffe und dem flattfindet, deſſen fih Lagrange und 
Monge bedient haben, um aus einem particulären Integrale, worin aber 
ine binreichende Anzahl willfürlicher Conftanten fehlen, das Syflem von 
Bleigungen abzuleiten, welche vermöge ber darin vorfommenden willfürlichen 
Fanctionen das allgemeine integral ausdrücken können ($. 525 und $. 534). 
So genügt man 3. D. der gegebenen Differenzialgleihung wegen ihrer 
linearen Form, wenn man: 


u—/fe "cos. a(x — &) + w(E)däda 
fest, von welcher Beichaffenheit die Function w und die Integrationsgrenzen 
and fein mögen. Ferner wollen wir annehmen, daß fich bie Function a für 
c = 2 auf px reduciren müffe, fo braucht man nach der Sourier’fchen Kormel 
6. 435) nur: 


1 
w(£) = 37 a0} 


au feßen, indem bie obern und untern Integrationsgrenzen vefp. 4 co und 
— 0 find, und man hat folglich: 


1 ax ee) _u3 
a= IS - ee! eos. alx — Eyädkde, (7) 


Wir haben den Werth von u bereits durch ein einfaches beſtimmtes In⸗ 
tegral ausgedrückt erhalten, und um dieſen Werth wieder zu finden, braucht 
man in der vorhergehenden Formel nur die in Beziehung auf & angebeutete 
etegration zu verrichten. In der That ift nach der Formel (k) im $. 410: 


- _&9° 


⸗ ee" cos. a(x — E)ia = — e 4 


1 o _(&x-2)° _ 
u 375). ® 4 pEds, 


— 
mb es kommt blos noch darauf an, unter dem Integrationszeichen die Huͤlfs⸗ 
eränderlihe zu vertauſchen, indem man: 

EN zur vr 5 x 4 2u Vn 
etßt, um wieder auf die Formel (3) zu fommen. 

Wenn man flatt der gegebenen die Differenzialgleigung: 
da d?u 
— a? — 
dt dx? ‘ 
ätte, fo müßte man in den Formeln (7) und (3) offenbar t in a2t ver- 
andeln, wodurch mau erhielte: 








vlglich: 
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1 & L — oa! _ u 
al S° os. a(x — E)gyädäda 


um ef ” Hz 2awV 'r)e— dm. 


$. 572. Die vorhergehenden Gleichungen brüden die Fortpflanzungege- 
der Wärme in einer unendlich langen cylinbrifhen Stange von einem 
unendlich Heinen normalen Duerfchnitte aus, wenn der Wärmeverl 
Ausftraflung und durch Berührung an der ganzen Oberfläche der Stange all 
Null oder unmerflih angenommen wird, enn die Stange als unbeſtim 
lang betrachtet wird, fo findet in Beziehung auf die Grenzwerthe von x feine 
Bedingung mehr flatt, woburd fich im Aflgemeinen die Aufgaben, bei welden 
man beftimmte zwiſchen unendlichen Grenzen genommene Integrale anwerbeh 
von denen unterfcheiden, bei deren Auflöfung man das integral in Reihen 
entwidelt, deren Glieder durch vie Neibe der Wurzeln einer transcendenter 
Gleichung gegeben werben, 
Es ſei nun die Differenzialgleihung : 
du du du du 
—_—al_ 1 _—_1L— 
atatrmr 1) . 
mit vier unabhängigen Beränderlihen gegeben, welche ſich auf die Fortpflu 
zung der Wärme in einem nad allen Richtungen unbegrenzten homogenn 
Körper bezieht, und wo fich die Function u für 1=0 auf @(z,y,z) ie 
ciren muß. 
Wenn wir der Einfachheit wegen: 
—(a3--911,3)g3 
9(&,7,0)°e ( ++ _g | 
feßen, fo gibt die auf Functionen mit drei Beränderlihen erſtreckte Fourier 
{he Formel; 


1 — — . 
u * Sl] J Jr soa&—8:con.0y m . c08.y(2— ). dSdrdidud). 


Durch eine Analyfe, wie die oben angewandte wirb das fechsfache Je 
tegral auf ein dreifaches reducirt, und man hat: 


1 7m” 
u 73 / e-(watuiste2)n(x + 2auyı,y-+2any iz + 20 ‚duda'de‘ u 
=——-o 


Die Duerftrihe über umd unter den Integrationgzeichen deuten an, dj 
alle Integrale zwifchen venfelben Grenzen genommen find, 


$, 573. Betrachten wir nun die Differenzialgleichung ; 
din = a? du (8) 
dt2 dx? 
welcher durch wie partienlären Werthe: 


A cos. aatcos.a(x— £&), Bein. aatcos. a(x — £) 
Genüge geſchieht, und nehmen wir an, daß ſich die Function w, ze fü t=0 
reip. anf: 


ufz, (9) „ah=a — (10) 


duciren; fo gefchieht ver Gleichung (8) und der Beringungsgleichung (9) 
enüge, wenn man: 


1 je 6) oQ J 
um — /. ⸗ cos. dat cos. a (x — E)lödEde 
2n oJ —o 
4; aber dieſer Werth von u gibt 0 für = 0, und genügt folglich 


ee Bedingungsgleichung (10) nicht. Dagegen leiſtet der Werth: 


u ul. N. sin. aut cos. a(x— &)fEdida, 
2na/ —o —o @ 
werus folgt: v 


da _ 1 @ @ 

dt — 27 —n —o 
er Gleichung (8) und der Bedingung (10), aber nicht der Bedingung (9) 
denüge, weil derfelbe u—=0 für t=0 gibt. Es wird alfo der gegebenen 
Sifferenzialgleihung und den Bedingungsgleihungen (9), (10) zu gleicher 
zeit Genüge geleiftet, wenn man 


ee) od 
u WAR YAR cos, aat cos, a (x — H)fädäde 
1 ao o sin. aat “ 
+ El lS —— cos. a(x — E)fEdEda 





cos. aat cos, a (x — Z)fädida 


a 


H, Bekanntlich hat die Gleihung (8), welche die Gleichung für die ſchwin⸗ 
enden Saiten und für die Schallwellen in einer cylindriſchen Röhre ift, ein 
Integral unter endlicher Form, wovon das vorhergehende eine Transformation 
ein muß. In der That kann der erfle Theil des Werthes von u auf bie 
orm: 


NT. [cos. «(x + at — &) + cos. a (x — at — E)]fEdEdar 


ebracht werben, und reducirt fi) vermöge des Fonrier'ſchen Lehrfages auf: 
H[f(x + at) + fx — at]. 

Dex zweite Theil des Werthes von u verwandelt fi durch eine äfnliche 

Eransformation in: 


| © 2 Fein.alxtat—E sin.ax—at—E£) 2 
TU A A rt — ne 1 21272 (1) 
Das Integral: | 
ya [art +at—£) eis. ax — at 2) da 
— a a 
educirt fih nah 5. 413 auf m oder — nz, je nachdem 
ber E>r—a, E<x-toat, und folglich: t 2 0, 
E>x+a, E<x— at, und folglich: t 2 0 

i. Es verſchwindet für die Werthe von &, welche außerhalb ber. Grenzen 


E=xr— at, E=xtoatligen, md den Factoren x Hat — &E,x— a 
entgegengefeßte Zeichen ertheilen. Das Integral (11) Hat alfo zum W 
1 tel 1 


2). RE=SSIFC+W)—Fk«— ei) 


und wenn man die beiven Theile des Werthes von u vereinigt, fo I 
man wieder auf die Gleihung (12) im $. 556. 
Für die Differenzialgleichung: 

die da d’u du 

— a? | — 4 — 4 — 

dia dx2 | gya 1) ' 
welche das Bortpflangungegefe der Wellen in einem Mittel, deſſen Elaj 
in allen Richtungen dieſelbe iſt, oder in einem nicht eryflallifirten Mi 
ausdrückt, ergibt fih Teicht ein Integral von ähnlicher Form, wie baı 
Gleihung (8). * Es fein f(x,y,2), f(x,J,2) die Zunctionen, weldı 


für =0 refp. auf u und ps rebuciren, und wir wollen 


(a? AR + YY)=0 
Eden end = e 


feßen, fo iſt das integral: 


1 — — — 0 
„=; //// | ⏑⏑A ——D———— Odtdrdidedä 


Aber dieſes ſechsfache Imtegral, woraus fich die Geſetze der Erfche 
fhwer würden erfennen laffen, fann, wie Poiſſon gezeigt Hat *), u 
doppelte integral verwandelt werben: 


2x 
Ey AA f(x-+ at cos.9, y-Fatsin.Osin.o, x + atsin.0 cos. w)tssin. 


1 d zn 21 , , . . 
to — f(x-+atcos.4, y 4 atsin.9 sin.w, z+ at sin.0 cos. )t sin. 0 


Im Allgemeinen befteht die Schwierigfeit darin, die Ordnung bes 
fachen Integrales, anf welches die Anwendung des Fourier'fchen Lehr 
unmittelbar führt, fo viel, als es die Natur der Aufoabe geftattet, 3 
niedrigen; allein diefe Reduction fcheint bis jetzt noch keinen allgemeinen 
geln zu unterliegen. 

$. 574, Betrachten wir zulebt noch die Differenzialgleichung: 

d?u La du _ 0 

dt2 dr! 
welche ſich auf die Fortpflanzung der Transverfalfchwingungen eines elaft 
Stabes, welcher zu beiden Seiten des urfprünglihen Erfchütterungen 
punftes eine unbeflinnmte Ränge hat, bezieht, und wobei wieder angenoı 
wird, dag a fx und mr für t=0 fein muß. 


Der gegebenen Gleichung gefhieht durch den particulären Werth: 


a=A cos. a? atcos. a (x — £) 


*) Nouveaux memoires de !’Academie des sciences, tom. IIL 
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möge, und folglich gibt eine ähnliche Rechnung, wie bie frübern für das 
Whändige Integral: 8 


um — cos. a? at eos. a(x — E)fädEdea 
| +/S ST. nel on. ax — E)fädkde, 


— a 
Der erfte Theil des Wertes von a laͤßt ſich auf ein einfaches beftimmtes 
begral zurückführen; denn nad der erfien der Gleichungen Ci) im $. 409 
man: 
[, cos. a? at cos. a (x — E)da 
ao 
u == | cos — sin. (ZEN £2 
=| 37) ? (7) | Zat 


b wenn man folglich: 





} 
} 
I 





= x + %w Va (12) 
ſt, fo nimmt der erfle Theil des Werthes von a folgende Form an: 


X. (sin. w2 cos. w2)f(x 20 VT)do. 


Wenn alſo die Function fx = 0 iſt, oder wenn die Molecule des elaſti⸗ 
en Stabes anfangs aus ihren urſprünglichen Lagen des Gleichgewichtes ent- 
mt find, one anfängliche Gefhwindigfeiten in den auf der Are der Stange 
ſfrechten Ebenen zu befommen, fo hat man bios die Gleichung: 

[° 6) 
n— — SI (sin. w2 -1- cos. wa) f(x + 2wyw)dw, 
V In — 
Ache wegen ihrer Aehnlichkeit mit der Gleichung (3) merkwürdig iſt. 

Für —28 Platten, welche in allen Richtungen dieſelbe Elaſticität 
3 werden bie Normalſchwingungen ausgedrückt durch die Differenzial⸗ 

ung: 

d?a d’u d*u du 
rt tm) 

Wir wollen annehmen, daß fih die Function a im Anfange der Zeit auf 
x,y) reducire, und daß die Function ==0 fei, fo wird der Werth von 


duch das vierfadhe Integral: 

= mil), cos. (a? + 9?) at cos. «(x — $) cos. B(y — N&f (Em) didndu de 
agedrüdt. Das doppelte Integral: 

IL (ai 4 2) at cos. a(x— &) cos. B(y— y)dadß 











YE a?’at cos. B’at — sin. a*at sin. B'al] cos.a(x— E) cos.B(y—y)dads (13) 
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kann erhalten werben; denn wenn man zuerfi bie Integration im Beziche 
auf « nach den Formeln (j) im $. 409 verrichtet, fo findet man: 


SI. [cos. &? at cos. ß? at — sin. a? atsin. P? at] cos. a(x— E)da 


— v: = [eo Bꝛ atsin. ( + wi) — sin. ß3 at sin. (F-e:)] 


wo w den dur die Gleichung (12) gegebenen W Das 
(13) verwandelt fih aljo in: zes erth hat. Suiegeal 


VErin(E+a) /° cos. B? at cos. (y — n)dß 
VE sin. (7 ta) sin. B?atcos. (y - n)dß. ° 


Aber in dieſem letzten Ausbrude werben bie Integrationen in Beziehung « 
B auf dieſelbe Weiſe verridptet, und wenn man 


=, tw Y’i 
fest; jo erhält man für den Werth des Integrales (13): 


alu Gr) (Er on) m] 
= sin. (w2 + w2), 

Folglich nimmt der Werth von u die eben fo einfache als elegante Forn a: J 

„=i yAR YA „sin (wr + oft) .fix+ 2uyar, y+ Zur T)dondet 


Scehstes Kapitel. 
Ueber die Conftruction der partiellen Differenzialgleichungen. 





$. 575. Betrachten wir zuvdrderft die partielle Differenzialgleichung WM 
erfien Ordnung mit drei Beränverlichen: 


Fx,y,s.,pg9=0, oder g=fz,ysP) (*) 
und es fei px der Werth von z A Zunction von x, wenn bie Veraͤnderlite 
y=0 if; fo hat man für y=0 


qa=f(x,0,yx, g'x), ober in — Pr, 


Wenn alfo die Function Dx für alle Werte von x endlich bleibt, und 4 
eine fehr Heine Größe ber erfien Ordnung bezeichnet, fo bat man bis 
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Wößen der zweiten Ordnung genau 4A2 Px + Ay, fo daß bei dieſem Grabe 
m Annäherung: 

| ı=9x+ lx-Iy=gy,x 
er Ausdruck des yz= Sy entiprechenden Werthes von = ald Function von 
ift, und ebenfo könnte man den y — 2.Iy entiprechenden Ausdruck == y,x 
eftimmen, u. f. f. 

Wir wollen x, y, z als die drei rechtwinkligen Coorbinaten einer Irummen 
Häde betrachten, fo iſt: 
| 2 ꝙx (b) 
ie Gleichung der Durchſchnittslinie diefer Fläche mit der Ebene ver xz und 
er Durchſchnitt der Ebene, welche die krumme Fläche nach diefer Linie be- 
ührt, mit der Ebene der xz, ift die Zangente an der Curve (b). Bermöge 
wiefer Bedingung und der Gleichung (a) ift die Richtung der Berühringsebene 
är jeden Werth von x vollftändig beftimmt, fo daß man im Raume die 
ylindrifche Fläche beichreiben kann, welche die vermittelt wer Gleichung (a) 
a conftruirende Fläche nach der willfürlichen Curve (b) umhüllt. Wenn man 
we Umhüllungsfläche mit einer zu der Ebene der xz parallelen Ebene, deren 
Entfernung von diefer Coorbinatenebene eine fehr Heine Größe der erflen 
Srmung ift, durchſchneidet, fo ift die Ordinate des Durcfchnittes der Um⸗ 
Yillungsfläche nur um eine fehr Fleine Größe der zweiten Ordnung von der 
Adinate der Durchfehnittslinie der umhüllten Fläche mit verfelben Ebene ver- 
chieden, und folglich Tann ver Durchfchnitt der Umbüllungsfläche für die Be⸗ 
ihrungslinie der frummen Fläche mit einer zweiten Umbällungsfläche, welche 
Ban wie die erſte conftruirt, genommen werden, u. 1. f. 

Statt die Gleichung der Durchſchnittscurve der krummen Fläche mit ber 
Ebene der xz willfürlih anzunehmen, hätte man auch die Gleichung des 
Duchfchnittes der Frummen Fläche mit jeder andern parallelen Ebene geben 
danen. Hieraus folgt, daß, wenn man einen Ausdruck von = durch x,y an⸗ 
geben kann, welcher der Gleichung (a) genügt, diefer Ausdruck eine willfür- 
iche Function enthalten muß, welche man nach Belieben annehmen fann, um 
ne frumme Fläche durch eine gegebene Eurve gehen zu laſſen, wenn berfelbe 
venfelben Grad von Allgemeinheit haben fol, als vie partielle Differenzial- 
Heihung, der er Genüge leiftet. 


$. 576. Zu demfelben Refultate gelangt man, wenn man für die Eon- 
Irachion einer Frummen Fläche im Raume die Eonftruction ihrer Niveanlinien 
$. 126) in einer horizontalen Ebene ſubſtituirt. Geſetzt, daß außer der 
Dleichung (a) auch der Durchfchnitt der frummen Fläche mit der horizontalen 
Ebene der x,y oder die Gleichung: 

y=yx (2) 

Klee Durchſchnittslinie gegeben fei, fo Hat man für alle Punkte der Frummen 
Hlähe, welche der Curve (8) angehören, p-+ gp'x = 0, und diefe Gleichung 
pbt in Berbindung mit der gegebenen Gleichung (a) die Werthe von p,q, 
wie bie von p? — q? als Functionen von x,y für jeden Punkt der krummen 
Häche, welcher der Niveaulinie (8) angehört. Wenn man in jevem Punfte 
iefer Curve Normale zieht und auf jeder Rormale eine Länge nimmt, welche 


Az 
— — gleich i o be 
Vp — g ch ſt, ſi 
mumt man auf der Ebene der xy bis anf Größen der zweiten Ordnung genau 
e Projection einer zweiten Nivemulinie, für welche bie. Orbinate s den Werth 


r {ehr Heinen Größe der erflen Ordnung 
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Az dat, und wenn man daſſelbe Berfahren weiter fortſetzt, fo kamm man a 
diefer Curve zum Befchreiben ver Projection einer britten Niveaulinie, berm 
Drdinate z ven Werth 2.413 hat, bevienen, u. f. f. 


$. 577. Diefe Betrachtungen erſtrecken fih auf bie partiellen Difer 
zialgleihungen der erften Ordnung mit einer beliebigen Anzahl von Berne 
lichen. Es fei die Differenzialgleichung: 
da de da de de du 
dx’ dy’ iz =0 over „Mana dy (0) 
gegeben, vermittelft welder man bie Function u von drei unabhängigen Ber 
änderlichen x, y, = conftruiren fol. Zu diefem Zwede iſt es nothwendig, dv 
bie Zunchon = @p(x,y) für einen particulären Werth von =, 8. fr 
sh, „angegeben wird, Alsdann Hat man für bie fehr Heine Größe I 
erften Orb vs z— As die Öleihung: 


r =f |» y,0, 4X — dx ’,2|= = P(x,y), 
woraus bis auf Größen der zweiten Ordnung AJu= D(x,y)- Iz gem 


folgt: 
u=go(Hy)4+ Pluy)- Is=g,(y). 

Ebenfo were man den == 245 entfprehenden Werth ug, (z]) 
beſtimmen, u . 

Wenn ann alfo einen Aushrud von u als Function von x, y, z angeben 
Tann, welcher der Gleichung (c) genügt, fg, muß dieſer Ausdruck, um ber 
felben Grad von Allgemeinheit zu haben, als bie partielle Differenziafgleihung, 
welcher ex Genüge Ieiftet, eine willfürlihe Function von zwei Veraͤnderliche 
enthalten, welche man fo beftimmen kann, daß fi die Junction m auf eim 
gegebene ' Function von zwei ber Beränderlihen x, y, x rebucirt,- wenn zB 
der dritten Veränderlihen einen gewiffen particulären Werth beilegt. 

Daffelbe erhellet auch aus der Betrachtung der Niveauflädhen ($. 129); 
denn geſetzt, man hätte im Raume eine erfte Niveaufläde: 


z=g(x,y) (N 
eonftruirt, für welche die Function u einen gewiffen particulären Werth, 3. ©. 
den Werth Null bat, für die Punkte (x,y,2), welche ver frummen Fläde: 

1 du _ da _1 du 
BP dx de q " dy (7 
angehören, wo p, q die fih aus der Gleihung (Y) ergebenden Werthe von 


FR — bezeiänen. Die Gleihungen (ce) und (y‘) beflimmen folglich fir 
bie im "Re ftehenden Punkte die Werthe der drei partiellen Ableitungen 


du du *, und folglich den Werth der Wurzelgröfe: 


=’ + 


Wenn man nun in jebem Punkte der Fläche (y) eine Rormale errichtet wm 
auf jeder Normale eine Länge nimmt, welche ver fehr Heinen Größe ver erſter 


Fix,y,23,0 
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Jrbnung a gleih iſt, fo beftimmt man bis auf Größen der zweiten Ord⸗ 


mag genau eine zweite Niveauflähe im Ramme, für welche die Function m 
en Werth Au bat ($. 129, 151 und 238). Durch die Fortfehung deffelben 
Berfahreng conftruirt man die Function u, wenn man die Reihe ihrer Niveau⸗ 
lachen conftruirt. 


$. 578. Eine partielle Differenzialgleihung der zweiten Drbnung zwi⸗ 
Gen der Function z und den wmabhängigen Verändverlihen x, y hat ın dem 
Mgemeinften Falle die Form: 
Fx,y2p ns, )=0. 
Bir wollen zunaͤchſt annehmen, daß fie fih auf: 
Fx,y2,pgqr)=0 
eerncirt, fo kann man fich berfelben, wenn man fie auf die Form: 
qa=i(x, yı82,prr) 
Bringt, bedienen, um, wie vorhin ($. 575) die Function = zu conflruiren, 
— zuvor den ) — 0 entſprechenden Werth == Yx willkürlich angenom⸗ 
men [) 
Aber wenn man biefelbe Gleichung (d) in Beziehung auf r auflöft, und 
Re verwandelt fih in: 
d? 
= — =f(x,1,2,Pp9ı 


dx? 
fo conſtruirt man fucceffive die Werthe von = für x AIx, x = 2Az, 
«34, ıc., indem man die Functionen von y willfürlich annimmt, welde 
die Werthe von = und von p— u für <= 0 ausvrüden. Denn es feien 
Yyy und wy biefe beiden willfürlichen Zunctionen, fo hat man für x—0: 


} 

== Yo) VOy, 

worans bis auf Größen der zweiten Orbnung genau folgt: 
A=0y-A, p+ I =wy + Py-Ax=uw,y. 
Ueberdies verwandeln fi die Sunctionen z und q, deren Werthe by und ab'y 
für <=0 find, für x — Ax bei demfelben Grade von Annäherung in: 
+ IJs=ly + pIx=dy -wy-Ax—y,y, 
ar da=Yy'y. 
Nun iſt aber für x 24x der Werth von =: 


y,y tw, y  Jd=Y,yı 


und wenn man diefelbe Rechnung fucceffive weiter fortfett, fo beflimmt man 
bie Reihe der Werthe von =. | 

Man fieht alfo, dag die Gleichung mit x, v,z, welche der Gleichung (d) 
mit der möglichften Allgemeinheit genügt, eine oder zwei willfürliche Functionen 
mihalten kann, je nachdem diefe willfürlichen Zunctionen durch Bedingungen 
a Beziehung auf die anfänglichen Werthe von x, ober durch Bedingungen in 
Beziehung auf die anfänglichen Werthe von y beftimmt werben müflen. Diefes 
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analytifche Fartum, welches, als man es zum erften Male an der Gleichm; 
r—q bemerfte ($. 551), faft parabor erſchien, erklärt ſich alfo ſehr einfas 
durch die Natur der partiellen Differenzialgleichungen. 


$. 579. Wir wollen nun annehmen, daß die Ableitung s in ber gege 
benen Differenzialgleihung von der Form: 


F(x,y,2,p,9, 7,0) =0 (e) 


vortommt. Wenn es darauf anfommt, die Function vermittelt ihres anfäng 
Iihen Werthe8 z—=ygx für y=0 zu conftruiren, fo gibt die Subflitutie 
dieſes anfänglichen Werthes die Differenzialgleichung der erſten Ordnung: 


d 
F ( 0, qx, px, q, p"x, 2)=0 (c) 


woraus man durch Integration den anfänglichen Werth von q als Fruactin 
von x ableiten kann. Der Ausprud dieſes anfänglichen Werthes iſt von de 
willfürlichen Function Yx abhängig, und enthält außerdem eine buch die Ze 
tegration eingeführte willfürliche Conftante, d. $., um die Aunction = zu c® 
fruiren, muß man außer der Sımction px den Zahlenwerth von q für v=0 
mb x=0, over für jeden andern particulären Werth von x annehmen. © 
fi q=P(x,C) der Werth von q ald Function von x und der durch We 
Integration der Gleichung (E) erhaltenen Eonftante C, fo Hat man für y=4 | 
bis auf Größen der zweiten Ordnung genau: 


| 
z=gx + Ö(z,C)- Ay ꝙp, x. 


Für denſelben Werth von y hat man O, (x, C.), wo C, eine dal 
die Integration der Gleichung: 


d 
Ä ( Ayı ar a Pı"8 =) 0 


eingeführte willfürlihe Eonftante bezeichnet; u. f. f.e Die Reihe der willlir 
lichen Eonftanten C, C,„ꝛc. fann als eine willkürliche Function von y betradiel 
werben, welche, wie die Function çx gegeben fein muß, um die Yunction z 
welche der Gleichung (e) genügen muß, conftrniren zu können. 

Wenn man für x=0 die anfänglihen Werte s= Yy, p= wy gik 
fo hätte man zu gleicher Zeit: 


d 
r—_ 1 —FCO, y, ds, wy, W'y, w'y), 


und man fäme wieder auf den im vorhergehenden 8 betrachteten Fall. 

Wenn endlih die Ableitung t fowohl als r in ver gegebenen Sieh 
vorfäme, fo wäre bie Symmetrie wieder hergeftellt, und die Art der Em 
firuction wäre diefelbe, man möchte die Gleichung in Beziehung auf r ober ü 
Deziehung auf t auflöjen. 

Diet Unterfuhung ließe ſich Leicht auf Differenzialgleihungen von höfen 
ae mit einer beliebigen Anzahl unabhängiger Beränderlicher aus 

nen, 


8. 580. Wenn die Zeit eine der unabhängigen Veraͤnderlichen ik, f 
it zu bemerken, daß die zur Conftruction der partiellen Differenziafgleigum 
erforderlihen willkürlichen Zunctionen immer für vie Anfangswerthe tiefe 
Beranderlihen gegeben fein muſſen. So muß man z. B. bei der Eonftrache 
der Differenzialgleichung: 


8 


du d’a 
Fri er (1) 


wo u die Temperatur des der Absciffe x entſprechenden Querſchnittes einer 
eglindrifchen Stange am Ende der Zeit t bezeichnet ($. 562), annehmen, 
dag die Function n = „x, welche das Geſetz der Temperaturen der Stange 
ausdrüdt, für einen beflimnten Werth von t, 3.2. für t — 0 gegeben ift. 
ee von der Bedeutung der Buchftaben u, x, t, künnte man ohne Zweifel 
dieſelbe Differenzialgleihung conftruiren, wenn die Werthe bt und ws von 


w und von n für einen beflimmten Werth von x, 3.2. fürx 0, ge- 


eben wären; allein die Functionen bt nnd wt können feine gegebenen 
rögen der Aufgabe fein, und im Gegentheil iſt die Reihe ver Werthe von 
a nothwenbig vermöge der Gleichung (1) in Verbinvung mit der anfänglichen 
ingung u — Yx beflimmt. Diefes iſt eine Folgerung aus der Eigen⸗ 
Fihaft der Veränderlichen t, auf welche wir bereits mehrere Male aufmerkſam 
gemacht Haben, nämlih, daß t eine nothwendige unabhängige ver- 
Anderlihe Größe und feine blos willfurlih angenommene ıf. 
Die oben angegebenen Berfahrungsarten find in der Ausübung faft un- 
vrauchbar; allein e8 war auch bios unfer Zweck, zu zeigen, was eine partielle 
Differenzialgleichung, fie mag ein analytifches Integral haben, oder nicht, an 
und für fi) bedeutet. 


$. 581. Alle dieſe Verfahrungsarten der arithmetifchen Conftruction der 
ee Differenzialgleichungen fegen voraus, daß die Ableitungen enbliche 
e behalten. Es fei z. B. die Differenzialgleichung: 


PY—Y)I)—_-ax=0 (2) 

eben, welde zu den Rotationsflähen um eine auf der Ebene der xy 
echte Are, welche die Are der y in einem Punkte trifft, deſſen Entfernung 
vom Anfangspunfte der y, bezeichnet wird; gehören, fo kann man biefe 


Gleihung auf die Form: 


bringen, und wenn man annimmt, daß der Werth: 

| z x (3) 
für y==0 gegeben iſt, fo kann man das Conſtructionsverfahren im 6. 575 
anwenden, wofern x zwifchen den Conftructionsgrenzen nicht verfehwindet, 
weil fonft der Werth von q unendlich werben würde. In der That haben 
wir $. 256 bemerft, daß die Meridiancurve einer Rotationsfläche um 
eine gegebene Are im Allgemeinen nicht in ihrer ganzen Ausvehnung beftimmt 
iR, weil die Durchſchnittsecurve der krummen Fläche mit einer Ebene, wie 
die der xz, gegeben wird, und daß folglich die Rotationsfläche ſelbſt nicht in 
ihrer ganzen Ausdehnung beftimmt if. Wenn man durch die Punkte, wo 
die Curve (3) die Are der = fchneivet, parallele Ebenen zu der Ebene der 
xy legt, fo ift, je nach der Richtung, welhe man der Rotationsaxe gibt, 
ame ber zwilchen diefen Ebenen Tiegende Theil der Rotationsflähe durch das 
Syſtem der Gleichungen (2) und (3) beſtimmt. Streng genommen, gibt 
fogar die Eonftruction im 6. 575 nicht diefes ganze Stud der Rotatione- 
flaͤche, fondern nur das Stüd, welches zwifcher andern zu der Ebene der xy 






parallelen Ebenen Tiegt, die den durch die Punkte, wo die Eure (3) die 
Are der = trifft, gelegten Ebenen fich beliebig nähern. Die Stetigkeitsunte 
brechung, weldhe x = 0 entipriht, zeigt an, daß die Eonfiruction nicht af 
Theile der Oberfläche erfiredt werben Tann, welche duch die Data ber 
—— nämlich durch die Gleichungen (2) und (3) nicht beſtimmt wer 
en können. 


Adtes Bud. 


Nechnung mit enblihen Differenzen. 





Erftes Kapitel. 


dechnung mit endlichen Differenzen und Integrale oder Summen ends 
icher Differenzen für die entwickelten Functionen mit einer. einzigen 
veränderlichen Größe. 


6. 582. Gleich zu Anfang dieſes Werkes (Buch 1, Kap. 4) haben 
we die endlichen Differenzen zwiſchen den Werthen betrachtet, welche eine 
eränderliche Größe fucceffive annimmt, und fie durch das vor die Veränder- 
che geleßte Zeichen 4 angedeutet, und haben mit der Reihe diefer Differen- 
m, wie mit der urfprünglichen Reihe, operirt, indem wir die Differenzen 
er fucceffiven Glieder der erften Differenzenreihe nahmen und fo die Diffe- 
enzen der zweiten Ordnung, welche durch 12 bezeichnet wurden, bildeten, 
. r f. Allein e8 war dort blos unfer Zweck, die Theorie der unendlich 
einen Differenzen der verfchievenen Ordnungen und die Prinzipien der Dife 
rrenzialrechnung zu begründen, an welde ſich das Wichtigfte der Theorie der 
ſanctionen, was bis jetzt befannt ift, anfchließt. Es finden jedoch zwifchen 
en endlichen Differenzen der verſchiedenen Ordnungen, und den Veraͤnder⸗ 
hen, wovon fie abgeleitet find, Relationen ftatt, welche ebenfalld entwickelt 
KB werden verdienen, wodurch ein neuer Zweig der Theorie der Functionen, 
amlich die fogenannte endlihe Differenzenrechnung entflebt, mit deren 
sen Auseinanderfegung wir das gegenwärtige Werk beichließen wollen, 
Bir wollen durch: , 





Yor Yır Yar Yaro oo 00. Ja (Ya) 
Be Neibe soon nt 1 Werthen der Größe y bezeichnen, fo Haben wir 
): 
—1 —1)n—2 
h=y +24, +9 a, HENTAI an... 
.... Dy. (a) 


Diefe Formel, worin der Werth von y. vermittelfl des anfänglichen 
erthes von y, und feiner Differenzen bis zu der nn Ordnung incl. 
Bgedrüct wird, Tann nah dem im F. 43 Befagten ſymboliſch ausgedrückt 
rden durch: 

Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 38 
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Ya — (1 pi IAYYoı (a) 
und umgefehrt kann bie Differens Ay, buch bie Glieder der Reihe (. 
ausgevrüdt werben ; denn durch * ive Subſtitutionen erhalt man iM 
Gleichungen: 

IH =ZY Jr 2, = —- 9 +rYro 
Py,=Y33 — 39, +35, — York 
welche fämmtlich in der allgemeinen Formel: 


u 5 n(a — 1)(a — 2) 
ur vr Fr Bu 
fin .u....e + Yo (b) 
enthalten ſind, auf die man das gewähriihe indnetoriſche 


Beweitverfeien 
leicht anwenden kann. Denn gefebt, die Formel (b) finde für den Jude a 
ftatt, fo bat man: 


= 
I, = I, — Ivy, ZyHn — rt 


UNI nn Hana nat 


un Hl ED, CEMEN, 4, 
fo daß Die Formel noch für den Juder m + 1 fünttfimbel, Uchrigens Lift fe. 
ſech fyaboliiiy durch: 

45 30- 97 4 


ausdrücken, wofern man nach ver Entwickelung die Exponenten von y in Pe. 
—* et und in dem lebten Gliede ber Entwidelung y, fait ie: 
in etzt 


. 583. Wir wollen nun y als eine Function einer andern Berisber 

Küßen x betrachten, fo daß, wenn bie Seiner & ſneceſſive Die Werthe: 

X X 1 X,r X oo. 00. (x)" 

durchläuft, die Function y fucceflive die eorzefponbirenben Werthe: 

Yo Yo Yu Yırsooo-. Ya (.)' 

annimmt, und alsdaunn befteht der Zwed der Berechnung der Differenzer 
Junction y = fx barın, dieſe Differenzen als Functionen ber 
Beränderlihen x auszübrüden, fobald die Form der Functien« 

Die einfachfle Borausfegung, welde man machen Tann, | 
daß die Veränderlihe x nad gleichen Inerementen zunimmt, fo daß fh 
Reifen (z.) und (y.) refp. in: 

‚x, t fx, x 0 + 24x, x x, + 34x, ......%X, +n4x; 

9 f(x, + x), f(x, + 24x), f(x, +3Ax),....f(x, + nA} 
verwandeln. 

In diefer Vorausſetzung hindert nichts, Ax — 1 zu ſetzen; denn wi 
Ax — h wäre, wo h eme von der Einheit verſchiedene — „ 
brauchte man nur x—=x, + ih zu ſetzen, um y in eine Junction von ein 
nenen Beränverlichen i zu verwandeln, welche nach Jucrementen zunimml, d 
der Einheit gleich find, 








4y . - 75 * 


n(a — 1) 
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Wenn die Veränderlihe x nicht nach gleichen Incrementen zunähme, fo 
re die Berechnung der Differenzen ber Function y fo lange eine unbe- 
nmte Aufgabe, ald das Gefeh der auf einander folgenden Werthe von x 
bt angegeben ift, und folglich müßte jedes Glied x; der Reihe (x,) einen 
timmten Werth annehmen, fobald der Zahlenwertb des Judex i gegeben, 
m x; = fi wäre. Aber alsdann wäre y auch eine Function von i, von 
Icher man die Differenzen nehmen könnte, wenn angenommen würbe, daß 
' Beränderlihe, wovon fie abhängt, die Reihe der natürlichen Zahlen durch⸗ 
ft, und folglih nach conſtanten der Einheit gleichen Incrementen wählt. 

Diefe Beränderlihe i, welche den Inder, ober bie Ordnungszahl eines 
iedes in der Reihe, wozu bafjelbe gehört, bezeichnet, ift folglich die noth⸗ 
ndig unabhängig veränderlihe Größe, von welcher man ſich alle übrigen 
ränderlichen als abhängig denfen kann, und welde bier vermöge einer m 
Kofophifcher Beziehung fehr merkwürdigen Analogie dieſelbe Rolle fpielt, wie 
: Beränderlihe t, welche die Zeit bezeichnet, in der Theorie der Fluxionen. 

Im Allgemeinen kann eine Reihe von Gliedern, welche fih nach einem 
timmten Gefeße ändern, von einem willkürlich gewählten Aufangsgliede aus 
r⸗ und rüdwärts beliebig weit fortgefegt werden, und man muß fich daher 

Allgemeinen vorftellen, daß die Veraͤnderliche i fucceffive die Reihe der 
nzen Zahlen, fowohl der pofitiven, als negativen durchläuft, wo übrigens 
; den Anwendungen auf befonvere Unterfuhungen auch ein Theil diefer Reihe 
gfallen Tann. 


$. 584. Die Beränderlihe i, welche einen Inder oder eine Orbnungs- 
W bezeichnet, iſt nothwendig discontinnirlich; aber die Veränderlichen x,y 
men fletige Größen ausprüden, und obgleich ſich die Differenzenrechnung 
z auf Reifen von Werthen bezieht, welche durch endliche Intervalle von 
ander getrennt find; fo müflen doch die Refultate der Rechnung verjchieven 
erpretirt werben, je nachdem fie anf wefentlih continuizlihe ober discon⸗ 
nirliche Größen angewandt werben. 

Denn betrachten wir bie beiden Reihen: 


nee J-u J-1u Yor Jar Jar Jans J- (e) 
... Ay. Ay. Iy_u Ayo Ay Ir IYsı---- Mr. --. (NV 
b nehmen der Einfachheit wegen an, daß das allgemeine Glied jeder 
felben unmittelbar als eine Function des nder i gegeben ift, fo iſt klar, 
B man zu jedem Gliede der Reihe (e) eine willkürliche Conflante C addiren 
mie, ohne daß die aus’ der erften abgeleitete Reihe (y) dadurch verändert 
er Umgefehrt, wenn das allgemeine Glied Ay; oder die Reihe () ge= 
en ift, und man fann durch irgend ein Mittel eine Function y; finden, 
we Differenz der erften Ordnung Ay: if; fo muß man zu yı eine wills 
Eonftante C addiren, um die Reihe (ec) in ihrer möglich größten 
inheit zu erhalten. Die Reihe (eo) wird alfo vermittelä ber Reihe 
) aur dann vollftändig beflimmt, wenn ber Zahlenwerth eines Gliedes ver 
ken Reihe, 3. DB. der Zahlenwerth des Gliedes y, gegeben ift, und hierin 
ſich wieber eine vollfommene Aehnlichkeit zwifchen ven Differenzen und 
enzialen. 

Wir wollen num annehmen, daß es fich nicht mehr um die bloße Con⸗ 
wiion von Reihen handle, fondern daß man, indem die Veraͤnderlichen x,y 
ige Größen bezeichnen, für alle möglichen Werthe von y und x 

=f, IJy=f(x+ Ax) — fx f(x,x+ Ix) (N) 
es fo wird die Function f nicht blos nicht geändert, wenn man zu fx eine 
ıflante C, fondern auch, wenn man eine periobifche Function: 

38% 
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w(x, Ax) 
zu fx addirt, welche jedesmal diefelben Werthe wieder annimmt, wenn x m 
Ax zunimmt, und welche überbies eine beliebige Zorm haben Tann. Wem 
alfo umgekehrt die Function f gegeben ıft, und man kann durch irgenb ei 
Mittel eine Function f finden, welche f zur Differenz bat; fo bleibt de 
Function y nicht blos ihrem Zahlenwerthe, Onbern auch ihrer Form nach ned: 
unbeftinmt. 

Um vermittelft der Gleihung (f) eine Curve zu confirniren, deren Dr 
binate y ift, muß man ſich vorftellen, daß man vorläufig gem willfürkih da 
Curvenſtũck MN (Fig. 103), defien Enbpunfte den ciffen OP =z,! 
o@=x, + Ax entfprehen, befchrieben habe, und daß die Differenz nk 
der Ordinaten der beiden Endpunkte der Werth von 4) ift, welden we 
Bleigung (f) für x=x, gibt. Alsdann if die Eure in ihrem gama 
Berlaufe beftimmt; denn es ſei Op = x irgend eine zwifhenx, und x, + A 
liegende Absciſſe; fo nehme mar pq = Ax, und alddann ift bie Differen, ka 
der Ordinaten pa, qu vermöge der Gleichung (5) gegeben. Folglich 
der Zug des Bogens MN in Berbindung mit der Gleichung (f) and 
Zug des Bogens NN,, deſſen Endpunkte die Orbinaten x, 4 fx, x, +24 
haben, und da diefelbe Conftruction, fowohl in dem Sinne der pofitiven, 
in dem der negativen x, beliebig oft wiederholt werden kann; fo folgt, 
der Zug der ganzen Curve beflimmt iſt, wobei wohl zu bemerken if, 
derſelbe Stetigfeitsunterbrechungen einer beliebigen Ordnung darbieten Tanz, 




























6. 585. Die Operation, vermöge welcher man aus dem Gliede Ay; wi 
Glied y;, oder die Reihe (c) aus der Neihe (y) ableiten Tann, iſt ein 
Summation im eigentlichen Sinne des Wortes; denn es iſt iventifh: 


y=y,+I, +, +9, +... + Mo 
fo dag man durch eine bloße algebraifche Addition die Reihe (c) aus M 
Reihe (7) ableiten kann, wofern man übrigens das Anfangsglied y, kem 
welches die Stelle der eben erwähnten Conftanten oder willfirfihen unchee 
vertritt, je nachdem y eine discontinuirliche oder continuirliche Beränderlice ij. 

Sowie man das Zeichen / zur Andeutung einer Summe von Differe: 
zialen oder eines eigentlihen Integrales anmwenvet, ebenfo bedient mm 
fih des Zeichens Z, um eine eigentlihe Summe ober ein Integral fit 
endliche Differenzen anzuzeigen. Die Zeichen 3 und A find eine 
entgegengefegt, und heben fich gegenfeitig auf, wie die Zeichen S,d. 
folgt 3. B. aus der vorhergenven —* 

Sy; — Lyo + +yı Int... ty (d 
und das Glied Iy, bezeichnet alsdann die durch die Integration eingefühck 
willfürlihe Conftante oder Function. 

Wenn man eine ähnliche Bezeichnung wie die, welche man gegemwirkh 
für die gewöhnlichen beftimmten Integrale anwendet, gebraudht, fo if: 


Sy; — Sy, = Zyu 
und folglich: 
Syn ty In +... +7 (e) 


Bir haben das Zeihen & im Verlaufe dieſes Werkes ſchon ald Sm 
menzeihen angewandt, und zuweilen bedient man ſich der Bezeichnung: 
'r Y) | 


| 
um die Summe ver Werthe der Function yı für alle Werthe des Inder i u 
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=i, bis ii, incl. kurz anzubeuten. Die Formel (e) zeigt, daß das 
te Glied y; von diefer Summe ausgefchloffen bleiben muß, wenn das Zeichen 
ein ‘integral bei endlichen Differenzen andeutet, und in dem entgegenge- 
ten Kalle wird jede Zweideutigkeit befeitigt, wenn man S für 3 fett, und 


reibt: 
i 
S; Jie 


Die durch das Zeichen 3 angeveutete Operation kann ebenfo, wie bie 
ech das Zeichen 4 angezeigte umgefehrte Operation beliebig oft wiederholt 
zden, und biefe Wiederholung wird ebenfalld durch einen oben zur Rechten 
3 Zeichens 3 gefeßten Inder angedeutet. Aus der Formel (d) folgt alfo: 

Zy2:y,+2,+2y, +21, . ... y-ı 
Sy=ry,+try,+2y,t32y4+... +2 yo 

Da 2y,, 2y,,...2yi-ı durch die Formel (d) als Functionen von Sy, 
ſtimmt werden, fo fieht man, daß der Ausdruck I?y; zwei willfürlihe Con- 
sten oder Functionen, nämlih 22y, und 2y, enthält. Der Werth von 
255 iſt von diefen beiden willfürlichen Größen und außerdem von einer drit⸗ 
R Größe derfelben Art 3°y, abhängig, und im Allgemeinen iſt das unbe⸗ 
mmte Integral Z”y, je nach der Bechaffenheit der Größe y von n Con« 
mten oder willfürlichen Functionen abhängig. 


$. 586. Wenn u,v, w,... beliebige Functionen derfelben veränderlichen 
wöße bezeichnen, und a eine Conftante if, fo bat man offenbar: 
 Iktrtw+r..)=fh+fhtt+ Mr... 
(ur tw+...)=204 3 + I0-+.... 

A-su=adfu, raumafu, 
Das Berfahren der theilweifen Integration ($. 55) iſt auf die Integrale 
“wie auf die gewöhnlichen Integrale anwendbar. Wenn man 
ZZ, w=via+w 
gi, wo w eine zu beftimmende unbelannte Function bezeichnet, fo erhält 
au, wenn man von beiden Theilen diefer Gleichung die Differenzen nimmt: 


ur—(r4- Ar) 3 (a+ Au) — ra + Aw, 
Ki: 


m mithin: 


Aw = — Ar3(u-+- Ju), 


Z-ur—=rSu— 3 [Ir3(u + Au)]J, 
er wenn man u, flatt u + fu feht: 
JS woviao— 3 (AvZu,). 
Durch Wieberholung derfelben Rechnung ergibt fi: 
Zw =v3na— JIr22u, + 2 (JI2v32u,) 
+ uv vXu — Jv2?u, + 12330, — &(J?v33a,) 
Zar =v5a — Ir!2u, + S?v23u, — Sdvitu, +16. 
Diefe letzte Gleichung kann man auf folgende Form bringen: 
&-w=r!ua — Ar (22a u) 
Atv(Ztu + 232u- Su) — Sdr(Fta + 3830 + 322a + Fu) + :c., 


6 


wo fid die Eutwidelung fchließt, wenn die Differenzen ver Function v nd 
einer binveichenden Anzahl von Differenzirungen Eonflanten werben. 


$. 587, Wir wollen annehmen, daß y=fx eine ganze und ration 
Function von x fei, fo befleht dieſelbe aus einer Summe von Gliedern wu 
der Form Ax”, wo A eine conflante, und m eine ganze pofitive Zahl ie 
zeichnet, fo daß die Differenzirang der ganzen rationalen Functionen auf we 
der Function y—x" zurüflommt. 

Bir wollen daher: ⸗ 

y„=x2,y,=(<x+ 1x), ı. 

fegen, fo haben wir nach der binomifchen Formel, wenn wir nad ben dr 
nehmenden Potenzen von x ordnen: 


ANY, EA- = m"14x-- 9 


za-2 1x? 4. J (g) 


Ay, zm(x+ Az)! 4x + -—— * (x + AxP"-?242? +.. 


und folglich, wenn wieber auf biefelbe * geordnet wird: 
I, 42 · x (m — 1)x"?AIx? +.... 
Ebenſo fände man 
I. —=mm— 1) (m — 2)2"-3Ax’+.... 
und allgemein: 
PS. =mm—1)(m—2)....(m—i+1)idi +... 








1006 übrigens auch daraus folgt, daß fich das Verhaltniß = on de 
Grenze Ax=0 auf — * reduciren muß. 
Man hat alſo: 
de. —mln —1)(m2)....3.2.1. Are, b) 


und da diefe Differenz conftant iſt, fo verfchwinden die Differenzen der hoͤhen 
Ordnungen. 
Andererfeitd gibt die Formel (b): 


A.e=lstahp— [+ (a 1)4eP 
+ + @- Yapo...tr | 


und wenn man ben zweiten Theil nach den Potenzen von fx entwidelt, u) Bd 
der Kürze wegen 








(01) + 2a 
 aa-N)a—2), _., _ 
a-34....=N 


fegt, fo kommt: 


I 


PN. +7 N, "14x 4 — N, ?Ar2 + ..... 


.... 4 No A", 
tan hat aber eben geſehen, daß Aa” Die nievrigfte Poterz von Ax im ver 
ntwidelung von A" + x” ift, und folglich iſt die Zahl Ni für alle niedrigern 
jerihe von i als n gleich Null. 
Nah der Formel Ch) hat man auch: 
PD —Zuoln — 1) —2).......3.2.1.4, 
ıd folglich: 
N, =n(a — 1) (u —2)......3.2.1. 
$. 588. Es fei: 
‚=x(x— AIs)(x— 24x)....[x— (m— 1)4x], 
‚ fommt: 
Iy=x(x— Is)(x—2Ax).....[x —(m— 2) Axj] · mAx, 
wraus ſich leicht ergibt: 
NSy—x(x— Ax)(x— 2Ix)..... 
... x— (m — 3) Pk] m(m — 1) Ax2, 
nd allgemeiner: 
Br = x(x— Ar) (x — 2Ar)....kxk— (ae —i— 1) jſt] m(m—1).... 
..... (m - i 4 1) Axi. | 
8 findet alfo zwifchen der Formel, welche das Differenzial der Potenz x" 
ıd der, welde die Differem ver ans m Factoren beſtehenden Factorielle 
5. 417) gibt, wenn die Differenz der auf einander folgenden Factoren Ax, 
id der erfie Factor S x if, eine merfwärbige Analogie ſtatt. 
Wenn man 
‚=x(x+ Ix)(x+2JIx).....[zx+(m— 1)1x} 
ste, fo fände man ebenfo: 
Ay=(x+ Ax)(x+2Ax).....[x+(m—1)Ix]-mfx, () 
d folglich: | Ä 
y=(x+id)[x-+(i+1)Az....[x + (m— 1) 4x])»m(m— 1).... 
(mit 1)Ari, 
— 1 
"TH M)@H 2A)... [+ m—t)de]' 
hat man: 
Jdy= 


Es fei endlich: 


_ mAx 
X(x AX) (x 24x) ..... (x + mx)" 
Nat m(m + 1)(m+2)..... (m-+i—1)» A 
= x(x+ Ax)(x-+-24).....[z--(m-i—1)4x]' 
das Zeichen — oder — genommen werben muß, je nachdem i eine gerabe 
er ungerade Zahl ift. 


$. 589. Auch von den Erponential- und Rreisfunctionen Taffen fich bie 
:cefliven Differenzen Leicht bilden; denn man hat unmittelbar: 


G) 











598 
r —_— — 
de = la _9), Ne — a®_ı1y,... 
... Nstza(ad!_ 1), (k) 
und nad) ben erfien Formeln der Trigonometrie if: 
Asin.x= 2sin.} Ax-cos.(x + } fx) } 
Aca.s—— 2 ain. Ax · ai. +41) 
Hieraus folgt: 
A? ain. x— — 4sin.? Ax + sin. (x-1 Az), 
4? co.x—=—4sin.? 1 Ax cos. (x Ax), 
und allgemein: 
Pen.x—+23sind4 Ax-sin. (x ix), 
Picos.x=+2%sinii Ax+cos. (x-H-ifx), 





AA in.x= + 2211 int! 5 4 cos. x 4 2i F 1 x), 


AA cos. x = + 2@7! sin.At! 5 Ax + sin. («+ ar 4x) ‚ 


wo man das obere ober untere Zeichen nehmen muß, je nachdem i eine gerthe 
oder ungerade Zahl iſt. 


$. 590. Die Integrale mit endlichen Differenzen ber geringen Anh 
von Functionen, bei welchen ſich die durch das Zeichen 3 angebeutete Oper 
tion verrichten läßt, werden dur die Umkehrung der vorhin abgeleiteten 
Formeln der Differenzirung erhalten. Betrachten wir zunächſt die Function x", 
fo gibt die Formel (g), nachdem man m + 1 für m gefegt hat: 
de stl=(m+4 1)? 4x + —— za—-1 Ax2 


+ nn: —a a2 + 
woraus folgt: 


zatl — (m Een PEN sn 


+ (m + 1)mm— 1) 5, m 2125 Pꝛe., 


1.2.3 
und endlich: 
r1 d — 
a Fra ıyriud For hen - I 224 x.,. 


Wenn man in dieſer Formel fucefve m—=0, =1,=2, 2 3, 3x. 
ſetzt, ſo findet man: 


Io. 
x 
„Kl. _1, 
2 x 2 
1 x? 1 1 
Ss = _.___x — 
* 3 4x gets 
. (m) 
=. ax. .2r 
— EEE un 
1 x® 1 5 1 
35 = _.____gx5 IE — 
* a tr RT 


ic. 
es dieſes Integrale muß überdies nah dem im 6. 584 Gefagten dur 
Eonftante oder durch eine willfürliche periobiiche Function ergänzt werben, 
durch diefe Formeln erhält man das Integral jeder rationalen und ganzen 
yraifchen Function. Das Geſetz, welches die fuccefliven Glieder ver Ent- 
lung von Ix” befolgen, erhellet aus dem vorhergehenden Schema nicht 
t, und wir werben daher in dem folgenden Kapitel allgemeinere Betrach⸗ 
en über dieſen Punkt anftellen. 
Aus den Formeln (Gi), (j), Ck), CD ergibt fi: 


* | x(<-4 48) (<+ 242) ....[x+ m D4z]f 
| — else M... 14] +0 @) 


1 
'x@+A)@+24)....c+(m— 14], 
1 


1 
m + 1) 4x 





DER FSCHI IEBte 
Ze=——+u @ 
a —i 
 __. eo. (x—14J/x) 
Fein=— 04, 179 a 
Sco.x— en tal 


» bie Eonftante oder bie willfärliche periobifche Function bezeichnet. 


$. 591. Die Formeln im vorhergehenden $ laſſen ſich ganz natürlich 
bie Summation der Reihen anwenden. Nach der im F. 585 angegebenen 
ichnung wollen wir dur S;, die Summe der Glieder der Reihe, deren 
meines Glied y; iſt, von bem Gliede y;, bis zu dem Gliede y; incl. be- 
ıen, fo daß 


8. 11* 2. Ji + Ju ober 8. 1= > y; 


iR; fo geben bie Formeln (m) zunaͤchſt: 


Sox 142 +3 +.....+i =zi45i 
Sem eit22 43H... +o=gie Sit 
si -t=1+2°’+3°’ +... „+r=lir4zi4 


*. 
Bekanntlich fangen die Reihen ber figurivten Zaplen, wie bie vor⸗ 
bergehenven, mit der Einheit an, und haben vie Ausbrüde: 
i 3GrN) i6 —1) 6 *2 
11.2* 1.2.3 
zum allgemeinen Gliede; man kann aljo die Formel (u) auf die Summation 
Diefer Reihen anwenden, und man erhält: 


1424344... !l+9 





r 3. 


1.2 
I6+D_iG+DG+2 
++.  G+DE+DGHI 
AH HL TE 
ꝛc., 


fo daß die Summe einer beliebigen dieſer Reihen das allgemeine Glied vr 
Reihe vom einer unmittelbar höhern Ordnung ift, eine fehr befaunte Relation, 
welche zur Definition der figurirten Zahlen genommen werben fann. 

Die reciprofen Reiben, deren allgemeine Glieder durch: 


1 1.2 1.2.3 " 
id + N IA+NAa+N' 
ausgebrüdt werben, Iaffen ſich vermittelft der Formel (p) fummiren, mit Aus- 


nahme der erften, für welche dieſe Formel wegen eines im Nenner verſchwin⸗ 
denden Factors unbrauchbar wird. Für die übrigen findet man: 


α.-..4 1.2 _2 2 


1 i71 


ü+N) it 1 
1.2.3 _3_ 3 —_ 
TrafnDars 2 GrDah® 





4 tt 


ꝛe. 
Wenn man io ſetzt, fo erhält man 3, 3, ꝛ⁊c. für die Summen ber m 
Unendliche fortlaufenden Reihen. 

Aus der Formel (g) ergibt fih die bekannte Formel: 


a-a! + 4... 422 
& — 
für die Summation der geometriſchen Progreſſionen. 
Wenn wir in den Formeln () x — piq, Axa ſetzen, fo geben fie: 
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sin. ’ _ _ + 19-49 — cn. P—4V 
5 si. p+i)= Fein Te 
> ongt+g- Yeti erumi uam EAAD, 
und folglich nach F. 406 und 5. 423: 
Sp 4 0 = er tigtiN cn PD 
. 2sin.ig 
kn Eetatid—ng- 


2sin.1g 


Bweites Kapitel. 


Euler’s Formel zur VBeftimmung der Summen durch gewöhnliche 
Fnutegrale und der Integrale durch die Summen. — Anwendung auf 
die Stirling’fche Formel. — Ueber die Tuterpolation. 





L Euler’s Formel zur Beftimmung der Summen durch gewöhnliche Integrale uud 
der Integrale durch die Summen. 


6. 592. Die Seplorſa Some Bi 








Ax= — + fix + nf xt 155 fr te 
folglich: 
en sms ” Zflix 4 x, 
und, wenn man x — fx ſetzt: « 


— Ifax + Kr 





Jeis=7 Tea 4 + fix +; 


ober er 


, 


Aber aus demſelben Grunde iſt: 





‚fix (a) 











1 Ax 412 
7 — ver vr Alec (a) 
1 4x dx? 

Sfr = —_ fx — + Iflliz — + Ilıx — x. n 
a ga Tas a a 


X., 
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fo daß man ans der Reihe (a) die Integrale If’x, Zt”x, ıc, eliminiren Tann, 
Die Elimination wird auf die gewöhnlide Weife verrichtet, indem man bie 
Gleichungen (a), (a‘), (a”), ꝛc., nachdem alle Glieder von (29 durch den 
Factor A,Ax, alle Glieder von (a”) durch den Factor A, Ax2 u. ſ. fı 
multiplicirt find, zufammenabdirt und dann die Multiplicatoren ber zu elimi- 
nirenden Integrale gleih Null ſetzt. Diefe Rechnung gibt: 


Sk= fer + A,fx + A, Axf'x + A, Ax2f'x 
x 
+ A, fix + x., (1) 
wo die Jahlencoefficienten A; unabhängig von der Form der Function f fur 
ceflive durch das Syſtem der folgenden Gleichungen beflimmt werben: 
1 A 1 
—m(, A — — _ = 
rg htgtigg 
A A 1 
A — —— — — — — . (A 
rate stıasa u 
A A A 1 
A _ı ı _ 1 ı _ 00 ıL _ — — 
trete atı2sattasas 
Wenn man fx = eo: feht, fo erhält man: 


z 
Se = * Jei ze, fxr=e, 
e —i 





und bie Gleichung (1) gibt nah der Hinweglaflung des gemeinfchaftligen 
Factors e*; 
1 


421 





a +4, +A I A,Ix2 HA, ts 25, 
«IX 
] 
woraus folgt, daß der Evefficient A; derjenige ifl, womit a; in ber Ent 
widelung der Function: 
1 — 1 (a) 
e—i «a 
nach den ganzen und pofitiven Potenzen von «a multiplicirt iſt. 
Wenn man für A, feinen Wertb — 1 wieber ſetzt; fo erhält man: 





1 1 1 
2 3 —— _.-ı_ 
A, A, A, q 4*x. — 7*3 
e +1 1 ee 2 1 
ei) a a -%) a 
\e—o ? 


Nun ift aber ver letzte Theil dieſer Gleichung offenbar eine impaare Function 
von a, und folglich müffen in der Neihenentwidelung diefer Function dit 
Evefficienten der geraden Potenzen von a verſchwinden. Mithin iſt der Coeſ⸗ 
fieient A; für alle von O verfchiedenen geraden Werthe des Inder i Null. 
Wenn man die iu Rede ſtehende Entwidelung verrichtete, fo erhielt 
man den Ausprud von A; unmittelbar als Function des Inder i; allein mir 
wollen uns bei dieſer zwar eleganten, aber complicirten Rechnung nicht auf- 
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Iten, da ſich die Eoefficienten A, vermittelft ber Gleichungen (A), beren 
eſetz einleuchtend iſt, ſehr bequem fucceffive berechnen laſſen. 

Da die Evefficienten Az, abwechſelnd pofitiv und negativ find, fo wollen 
r die Öleihung (1) auf die Form: 


Sk=-C+ — J ei: — 5 fx + A, ax» f!x— A,Ax3 »fllix 


+ A, AxS. ſex — ꝛc. (2) 
ingen, wo C die willfürliche Eonftante bezeichnet, welche die unbeftimmten 
tegrationgzeichen Z und S mit ſich führen, und alsdann bezeichnen die Buch⸗ 
ben Az, lauter pofitive Zahlen. 


$. 593. Wenn man: 
Bin =1.2.3....02i1 +29 + Asıtı 
st, fo ift die Reihe der Zahlen Ba;rı die der fogenannten Bernouillifchen 
bien, weil Jacob Bernoulli zuerft die Analyften darauf aufmerkfam ge- 
ıht hat. Diefe Reihe von Zahlen kommt oft bei Reihenentwidelungen zum 
rihein und hat in Beziehung auf die Summen, fowohl der directen als 
er inverfen Potenzen der natürlihen Zahlen, merkwürdige Eigenſchaften. 
ut man z. B. x“, fo gibt die Oleihung (2): 


xnti 1 mAx 
m — p — 0. ya — 
m(m—1i)(m—2)4x? _, 
B. 1.2.3.4 his, 


raus das Bildungsgeſetz der Formeln (m) im 6. 590 erhellet. 


Die Reihe: Ä 
A, — A, +A,— A, +%. 
convergent; aber die Reihe: 
B, — B, +B,—B, +. 


ht, weil die Zahlen Bar über jede Grenze hinaus wachſen. Die Werthe 
r erften Gliever diefer Reihe find folgende: 


B, == 01168666....,B, * F = 00T en, 

1 691 
B, = 70033333... B,, = 1511 
B, = 2, = 0023809 ...., B., = N — 1166666 2.00, 
B, =. =003333....,B, =. =7,092188....12. 


6. 594. Wir wollen annehmen, daß das Intervalk x — x, ein genaues 
elfaches von Ax fei, fo folgt aus der Gleichung (2), wenn man von ben 
beflimmten Integralen zu den beflimmten übergeht: 


1 x 1 
2,r= IA ſadx — „(ie fx,) + A, Ax x — fx) 
— A,Ix(fllx — fllix ) + A, 4Ax (II x — fr) — u. (3) 


Ta 


604 


Die Formel (2), welche gewöhnlich Euler zugefrichen and bewegen 
die Euler'ſche Formel genaunt wird, ober die Formel (3), welche eine Trans 
formation derfelben iſt, geflatten eine ifache Anwendung, je nachdem fih 
das Integral Sfxdx als eine enbliche ion von x ausdrücken läßt, oder 
wicht. Im erften Falle gehört das Integral I: fx meiſtens wicht in die Eo- 


tegorie derjenigen, auf welche fich die vorhin angegebenen Integrationsmethoben 
anwenden laffen, und man könnte den genauen Werth deſſelben nur durch eine 
wirkliche Summation erhalten, eine Operation, die fehr mühlam umb oft fogar 
unausführbar ift, wenn die Differenz Ax eine fehr große Anzahl von Malen 
in der Differenz x — x, enthalten iſt. In biefem Halle betrachtet man bat 


Glied: 
4 / fxdx 


als einen Naherungowerth bes Jutegrales I" fx, umb bie Correction, welde 
man an biefem Näberungswerihe anbringen muß, wirb durch bie Formel (3) 
in Reibenform gegeben. Wenn man dagegen das unbeflinmte Integral fldı 
nicht als Function von x erhalten Tann und es darauf ankommt, den Berl 
des beflimmten Integrales: 
x 
JS. fxdx 
X, 


näherungsweife zu berechnen, fo theilt man das Intervall x — x, in gleiqe 
Theile x, welche Hein genug find, damit das Product: 


4x X. ix 


einen Näherungswerth des gefuchten Integrales gibt, jedoch fo, daß die anty 
metiſche Summation, durch welde man das Integral I, fx erhält, wegn 


x—x 


der Größe der Zahl Zn nicht gar zu mühfem wir. Die Correctim 


welche man an biefem Näherungswerthe. anbringen muß, wird wieder u 
Reihenform durch die Gleichung (3) gegeben, welche folglih fowohl die 
Stelle einer Summationsformel, als die einer Duadraturformel vertritt. 

Wenn wir nach der im $. 585 angenommenen Bezeichnungsart das Zeichen 
S für das Zeichen I feben, fo erhalten wir flatt der Formeln (2) und (3) 
die beiden folgenden : 


8 x=C—+ Yan 4 - fx 4 A, Ax fix — A, Axs ſux 
A, Axb. frx — ꝛc,. (4) 
.. fx — N. fxdx + 2 (x — fx.) + A, AXx (fix — fx,) 
— A, Axs (fix — ſiux,) + A, ASS (x — x) —ı (0) 
$. 595. Um aber die Anwendung dieſer Reiben, welde wicht immer 
convergent find, im Allgemeinen zu rechtfertigen, iſt e8 durchaus nothwendig, 
die Grenzen des Fehlers angeben zu können, welchen man begeht, wenn mar 


die Reihe bei einem Gliede von irgend einem Range abbricht ($. 25). Run 
bat aber Poiſſon ein Berfahren angeben, durch welches man die Enler'ſche 
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ihe, und gugleih den Reſt derſelben, durch ein befkimmtes Integral aue⸗ 
rückt, erhält alfe auch die Grenze dieſes Reſtes, und wegen der Wirhtig- 
des Gegenflandes müſſen wir daher hier dieſe wefentliche Vervollklommnung 
er Fundamentalformel der Analyfis näher angeben. 

Der Einfachheit der Rechnungen wegen wollen wir annehmen, daß bie 
enzen der Integrale in der Euler'ſchen Formel gleiche Zahlenwerthe und 
gegengefegte Zeichen haben, was man immer bewirken kann, wenn man 
a tangepuntt der Beränderlihen verändert, und die Formel (m) im 


(x — rn ⸗ —XRX ⸗ X cos. —— Ede, (MD 


der betrachtet, welche für alle zwilchen ben Integrationsgrenzen liegende 
erthe von x flattfindet, An diefen Grenzen felbft hat man: 


fa +f— s)] = 5 YA ” fEdE n ⸗ 27 cos. CE gar, (8) 


Nimmt man a = uAx und legt ber Veränderlichen x furceflive die 20 — 1 
dieſelbe Differenz Ax verfchienenen Werthe: 


(tt — 1) x, — (a — 2) A.... — 4x,0, 1x, 2dx,....(n— 1) 4x 


', für welche die Gleichung (7) ftattfindet, nimmt bie Summe ver correfpon- 
enden Werthe von fx und addirt die halbe Summe der Werthe von fx für 
=+a, fp erhält man: 


4x 2.6 4 * — sta] * 64 ) 
2 — if“ fxdx 1 1 YA j I” poor. | fxdx. (9 


Wir haben unter den Integrationszeichen x für & gefeßt, was jedt ohne 
veideutigkeit gefchehen kann, und zu gleicher Zeit Haben wir der Kürze wegen: 


( — Dir 





=1 + 2c0n. 4 Zeon. U 4 Zen EL... 04 2con 


ſetzt. Die Größe p reducirt fich jedesmal auf Zn — 1, wenn i ein Biel- 
bes von 2n ift, Außerdem hat man: 
i (an — I)ir 


in . 
o—_— . TE — — — 
p cos m p+ cos.i cos - ‚ 


raus für alle anderen Werthe von i, p — cos. iz folgt. Hierauf nimmt 

2°, i annimmt, daß dieſer Werth von 
—2in und nimmt eine zweite 
man im Verlaufe diefer zweit 





EL L, ‚ften 
#ije iſt bie Zilar — 2a ‚ welche 
. Die m efinbliche periodiſche Neusgrenzen 
ame dieſer egen der Gleichung: .ßetegrale 
im(a—x) ‚2 0) gegen 
Di — " 
a 


39 
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> po U — —8* cos. 922 zimr 
Die Steigung (9) gibt folglich: 
a[3, 8450 -50-9]=Fm+ co] 
+82 le 
+2/\ 3: cos. = eedx, 
ober vielmehr wegen der Gleichung (8): 
4x 2.. fx 4 ia — te] = /_ fe 


a AUnz 
Nun Hindert nichts, i für i’ zu ſetzen und den Anfangspunlt ber Ber 
änderlichen x oder die Form ber Zunction f fo zu verändern, daß bie Gretza 
des Integrales beliebig find. Wir können alſo fhreiben: 


*I2. +5] 








2 
-S, fxdx Pr cos. —| fxdx, (10) 
x, x, 13 Ax 
Setzt man: 
IH tt tn =1 Omen, im 
270 3?n 4° 2 


und berüdfichtigt, daß an den Grenzen bes Jutegrales, für welche der Bat 
ber Veränderlihen x nad der Borausfegung ein genaues Vielfaches von 41 iſt: 


Zinz —1, sin, Zinz 20 
x dx 


ift; fo gibt das Verfahren der theilweifen Integration: 
2/, [27 cos. | ſxdx =— A,Ax2(f!x — fix.) 


+ A,Ixtlfllig — fig) oo. + Anı_ı Ix®(fla-Dx — fle-Nx) 


AxN 2x » 1 2UTx 
_ I cos. (20) 
+2(z)/, 2. zu CO. —- | fo) xdx, (12) 


596. Durch Vergleichung der Gleichungen (10) und (12) erhaften 
‚uler’fhe Formel wieder, wie fie die Gleichung (3) gibt, und je 

‘en wir den Werth des Reſtes, welcher vernadhläfligt wird, werk 

$. 595. 1e bei einem Gliede von beliebigem Range abbricht, durch eis 
convergent find, :gral ausgedrückt. Die Eovefficienten A,, A,, ꝛc., welche durch 
die Grenzen des XI) beflimmt werden, Tünnen feine andern fein, als die durch 
bie Reihe bei einem A) oder dur die Entwidelung der Function (a) nach den 
bat aber Poiſſon eisgebenen Coefficienten. Die Gleihung (11) drückt alfo 


cos. 
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me fehr merfwärbige Eigenfchaft ver Coefficienten A oder ver ſich daraus 
rgebenden Bernonlli'ſchen Zahlen aus. 
Wegen der Gleichung (11) hat man offenbar: 
1 2 1 
>" 2 cos. — <z 2)” Ay 

mb wenn man buch A, den größten Zahlenwerth bezeichnet, welchen bie 
Function fx zwilchen den Grenzen des Integrales annehmen kann, fo hat 
nan, abgejehen von den Zeichen: 


Iz\»@ N« » 1 2inz 
= — — . ——_ | f(%) 
R, (=) /. 2: ia CO —— |: xax 
< A,(x — x,) An xꝰa 


Benn man die Euler'ſche Formel auf eine Quadratur anwenden will, fo 
lann man Ax immer fo fein annehmen, daß die obere Grenze des Reſtes 
R, unter jede gegebene Größe herabſinkt. Wenn diefelbe Formel auf die Be- 
finmung einer Summe over eines Integrales mit endlichen Differenzen an- 
gewandt wird, und die Differenz Ax gegeben iſt, fo kann es geſchehen, daß 
ber Werth R, für ohne Ende wachſende Werthe des Inder n nicht ohne Ende 
obrimmt, weswegen man aber Loch von der Formel Gebrauch machen kann, 
wenn die obere Grenze von R, für einen ſchicklichen Werth von un von ber 
Didnung der Größen ift, welche vernachläfligt werden können. 

Wenn die Function 165)x in der ganzen Ausdehnung der Integration 
daſſelbe Zeichen behält, fo hat man auch, abgefehen vom Zeichen: 


R,< A... Axt f ' kanzdx, 
X 

Bde: 

R, < Ay. Jx® (fe Dx — fx), 
d. h. der vernnchläfigte Reft hat einen Fleineren Zahlenwerth, als das letzte 

tene Glied. 

‚. Die Euler'ſche Formel wird unbrauchbar, wenn die ungeraben Differen- 
ziale von fx verfhwinden, over allgemeiner, wenn fie den beiden Grenzen 
des Integrales gleich find, und der zweite Theil der Gleichung (10) Laßt ſich 
aledann nicht mehr in eine nad den fleigenden Potenzen von Ax fortſchrei- 
knde Reihe entwideln. 


$. 597. Allgemein, wenn die Function fx in ber ganzen Auebehuung 
ver integration daflelbe Zeichen behält, fo Tann man Ax fo Hein annehmen, 
ap der Zahlenwerth des Verhältniſſes: 
JS. | cos. | fxdı: / fxix (13) 
% 4x Xo 


nter jede gegebene Größe herabfintt, weil der Factor von fxdx in dem erſten 
ntegrale das Zeichen verändert. Wenn außerdem Ax eine Größe ift, welde 
ı Vergleich zu dem gegenfeitigen Abftande x — x, ber \ntegrationsgrenzen 
smachläfligt werden kann, fo darf man nicht bloß das erfte der Integrale 
13) gegen das zweite, fondern aud die Glieder Ax(ifx— !fx,) gegen 


x SI" fx vernadläffigen, und man hat: 


Ax Z,e=/, ei, 


@ournot, Theorie der Functionen zc. 39 





fo daß fih in Beziehung anf unfere Verſuchs⸗ und Mefiaugsmittel ı 
verhält, wie wenn fi ein Syſtem ven discontinuirlichen Theilen in eu 
eontinuirliches Syſtem verwandelte. Bermöge dieſes Sahes betracht 
z. B. zwei Körper bei der Berechnung ihrer gegenſeitigen Anziehung ale 
Maflen, indem man von den Poren oder Zwiichenräumen, deren Cxiſten 
eine Menge von Erfcheinungen außer Zweifel geſetzt ifl, deren Dime 
aber für und unmeßbar Flein ſind, abſtrahirt. Man nimmt an, daß die 
der in einem Raume von unmeßbar Heinen Dimenfiouen enthaltenen Th 
welcher aber dennoch eine fehr große Anzahl folder Theilchen enthalte 
gleichmäßig in dieſem ganzen Raume verbreitet it, und ver begangene 
muß in Beziehung auf vie gemeflene Größe von derfelben Ordnung fei 
die Dimenfionen des Volumens der Theilhen in Beziehung auf die 3 
fionen der beobachteten Körper, d. h. der Fehler iſt für unfere Meſſung 
unmeßbar flein. 

Wenn dagegen die Function fx innerhalb der Ausdehnung der Inte 
das Zeichen verändert, fo konnen die beiden Glieder des Berhältniffe: 
ungeachtet der Kleinheit von Ax unter einander vergleichbare Größen fei 
Poiffon Hat aus dieſer Demerfung eine finnreihe Erklärung einiger ( 
Weiden die Molecularconftitution der Naturförper unterworfen zu fein 

geleitet, 

Det der Auseinanderfedung der Orundbprincipien der Infiniteſtmalri 
Im Anfange dieſes Werkes haben wir zu zeigen gefucdt, wie man vo 
Degriffe der discontinuirlihen Veränderungen ausgegangen iſt, um bie 
nung auf fletige Veränderungen, welche ſich bei den meiflen Naturerſchei 
barbieten, oder darzubieten Tcheinen, anwenden zu können, und in ber 
bergehenden ift die Andeutung eines umgelehrten Verfahrens enthalten, 
man der Bequemlichkeit der Rechnung wegen dic wirklich biscontinu 
Beränderungen ale continuirliche betrachtet. Dieſes Verfahren findet be 
bei der Beftimmung der Berhältniffe großer Zahlen, welde in der Co 
tionslehre und in der Wahrfcheinlichfeitsrechnung banfg vorkommen, fei: 
wendung, wobei eine von Stirling herrührende Formel, welche fid 
wir in dem folgenden Abfchnitte zeigen wollen, aus der weiter oben « 
teten Euler’fchen Formel gibt, ſtets angewandt wird. 








1. Anwendung der Stirling’ihen Zormel. 


$. 598. Wenn wir die Euler’fche Formel zur Beſtimmung der € 
der Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis x incl. anwenden, fo habe 


Ax—1, flog. xix=xlug. x — x--censt. 
1.2 _1.2.3.4 
= ——— 


1, fux — — , fx ꝛrec., 
x x2 
und folglich gibt die Formel (4): 
Io. 11.2.3... Ct xt Slgn tn 
x 


B, B, B, 
"3a trseon Tante 


woraus fih ergibt, wenn man 2x für x fekt: 


log. [1.2.3...12x — 1)2x]=C—+ 2% log. 22 — 22 + 5 log.2r4 2 
x 


Es iſt aber identiſch: 
1.2.3... Nax=% .1.2.3....2.1.3.5.....(%x—1), 
d folglich: 
log. (1.2.3.....2) + log[1.8.5.....(2x—1)] 


=C+rxlg2-+ 2xlog.x— + log in. 


Wenn man mit diefer Gleichung die Gleichung (14) durch Subtraction 
bindet, jo erhält man die folgende Formel, welde die Conflante C nicht 
hr enthält: j n 

—A _ , ‚x ı— —_ 
[1.3.5...(2x 01=(=+ —X 2+xlogx—x— 140. (18) 
idererſeits hat man: 
| Atem 22.2.4486... 25-2) (2x — 2)%, 

l .3.5....(2x— 1)]? = 1 .3.3.5.5.7.....(22— 3) (22 —1)(2x— 1), 
d wenn man dieſe Gleichungen mit den Gleichungen (14) und (15) ver- 
ıbet, fo ergibt ſich nach den Regeln der Logarithmenrechnung leicht: 
.2.4.4.6.6....(2x—2) (2x— 2) 2x >|= — 
emo =20 210g. 2 


38, 
+, Zr 


Pt man num x gegen daS Unendliche convergiren, fo convergirt ber erfle 
weit der legten Gleihung nah dem Wallis'ſchen Theoreme gegen vie 


senze log. zZ’ während fich der zweite Theil für x co auf 20 — 2 log. 2 


meirt, woraus folgt C = log. ) zn, und folglich if: 


log. (1.2.3.....)=log.VY 2m +xlogex—x+ 4log.x 
B, — B, B, B, 
I 3a TE Tut 6 
Setzt man in diefer letzten Gleihung x = 1000, multiplicirt die Glieder 
we das Zeichen log. durch den Modulus der Logaritimentafen ($. 64), 
mit fid Die Summe auf Logarithmen der Tafeln bezieht, und fchließt die 
eihe bei dem Gliede mit dem Eoefficienten B,; fo findet man den Werth: 
log. vulg. (1.2.3....1000) = 2567,6046442221328 0.0.00, 


eher bi8 auf die dreizehnte Decimalftelle genau if. Wenn man x 10 
$te, und bei dem Slieve mit dem Eoefficienten B, fteben bliebe; fo fände 
an einen bis auf die zwanzigfie Decimalftelle genauen Werth. *) 

Aus diefer Rechnung geht hervor, daß das Product 1.2.3...1000 in 
ferm Zahlenſyſteme durch eine Zahl von 2568 Ziffern ausgedrüdt wird, 
ven vier erſte Ziffern zur Linken 4023 find, fo daß diefe Zahl zwifchen: 

4024 + 102% und 4023 + 109% 
gt. 


H Bergl. die Einleitung zu dem Werkchen: Tabularum ad faciliorum et breviorem 
probebilitatis computationem utilium erneas, auct. Degen. Copenhagae, 1924. 
N 
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Mm der Wahrſcheinlichkeitsrechnung hat man oft die Verhältniſſe ſehr 
großer Zahlen anzugeben, welde die combinatorifche Analyfis unter der Zorm 
von Factoriellen oder Facultäten gibt, und deren unmittelbare numerifche De 
rechnung ganz unausführbar fein würde. Um nun biefe Berhältniffe mit einer 
hinreichenden Genauigkeit, welde mit der Genanigfeit der empiriſchen Eon 
ftanten vergleichbar ift, anzugeben, braucht man offenbar für jedes Glied des 
Verhaͤltniſſes auf die eben bei ter Factoriele 1.2.3....1000 angegeben 
Weile nur die Kennziffer feines Logarithmus, und die erflen Ziffern des Te- 
eimaltheiles deſſelben zu beftimmen. 


$. 599. Wenn man in der Gleihung (14), x=1 feßt, fo ergibt fh 
daraus : 

-1_Bı ,B _B _„B _B | Ba 
Jotrınn 
Fe Subſtitution der für die Bernoullifhen Zahlen gefuntenen 
erthe: 
C — 1 — 0,08333 .... 4 0,00275 .... — 0,00079 ....—- 0,00059... 

— 0,00084 .... 4 0,00209 ..,. ı., 


was genügt, um bie Divergenz der Reihe darzuthun umd zu zeigen, ba ſie 


nicht Beſtimmung des Werthes der Conſtante C angewandt werben kam. 
ie in den Gleichungen (14) und (15) nach den ungeraden und negativen 


Fotenzen von x fortfchreitende Reihe ıft ebenfalld vivergent; aber, wenn men 
für x die Zahl 1000 nimmt, fo hat das Glied mit B, fon blos neh uf 
die Decimalen von einer höhern als der 11'" Ordnung Einfluß, und * 


müßte eine ſehr große Anzahl von Gliedern umfaſſen, um bie Divergem 
Reihe durch die fortwährende Zunahme der Coefficienten B darzuthun. Wem 
man blog x5 10 fette, fo wäre das Glied mit B, Heiner, als cine Decimal 
einheit der Sten Ordnung, und man müßte wieder, um die Divergenz ber 
Reihe darzuthun, eine zu große Anzahl von Gliedern umfaflen, als daß fd 
die Rechnung praftifch ausführen ließe. 

Es iſt jedoch hinreichend, daß die Reihe zuletzt divergent wird, um be 
Rechnungen bei der Anwendung derfelben nur dann mathematifhe Strenge 





beizulegen, wenn ſich eine Grenze des vernachläfligten Reſtes angeben if 
($. 25). Nun ergibt ſich aber diefe Grenze in dieſem befonvern Kalle mit 


der größten Leichtigfeit ans der, welche Poiſſon für den Reſt der Enler'ſcher 
Reihen angegeben hat; und muß man, um hinreichend enge Grenzen zu er 
halten, den Anfangspunft der Summation verändern, und man fam z. 9. 
die Summe S* log. x in S'’? log.x-1-S* log. x zerlegen, fo daß man die 
Eonftante S'? log. x mit jeder gewünſchten Genauigkeit direct berechnen kam. 
Alsdann Hat man: 


S' log x=xlog.x—x+1— 11 log. 11 


B, /1 1 B, 1 1 B, ( 1 1 
5 .)+ 6 ) 5.6 (11: s)t® 
Wenn man die Reihe mit dem Gliede B, fließt, fo iſt der verso 
lafligte Reft nach dem Vorhergehenden Feiner, ald eine Decimaleinheit ter 
gin Ordnung, welden Werth x an der obern Grenze des Integrales anf 
haben mag. 
Auch iſt noch zu bemerfen, daß Liouville den Reſt der bei dem Glicde 
mit Ba_ı gefchloffenen Reihe (16) auf folgende Form gebracht Hat: 
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1 
1.2.3...(2i+ 2) 
wo fa die Function * ($. 592), und 9 eine zwifchen O und 1 Tiegende 

et — 
Zahl bezeichnet. *) Wenn man den größten Zahlenwertd der Function FAtD« 
durch /zir2 bezeichnet, fo ift der Zahlenwerth des vernachläfligten Reſtes zwi 
fen den Grenzen 0,00 Heiner als: 
a _ * la — Ann | 

1.2.3..(i +9) /o (21 +1) (2 + 2)x&t! 
Wenn man in der Reihe (16) nur tie von den Coefficienten B unabhängigen 
Glieder beibehält, fo gibt dieſe Nechnung für den Ausdruck des vernacläfig- 


ten Reftes 
1 a urO 
1.2 N nn —l, 


umd der größte Zahlenwerth der Function: 
fua = e" [la — Me" a2] 


(e® — 1)? 
iſt, wie Lionville gezeigt hat, (0) =! =B,. In dieſem Falle ift alfo 


der vernachlaͤſſigte Reſt Eleiner als ni ‚ und wenn x von der Orbnung ber 


Tauſenden ift, fo ift der vernadhläfligte Neft Meiner als eine Decimaleinheit 
der vierten Ordnung. Diefe Rechnung, wobei man die genaue Beftimmung 
der Eonflante C zu benugen ſucht, hat folglich vor der vorhin angegebenen 
den Bortheil, den Werth der Grenze des vernachläfligten Reftes zu vermin- 
dern, wenn man in der Stirling’fchen Formel alle Glieder mit den Ber- 
noullifchen Zahlen hinwegläßt; aber foll diefes zuläffig fein, fo muß x eine 
große Zahl, wenigftens von der Ordnung der Tauſender fein, und im ent« 
gegengejeßten Falle gelangt man durch die angeftellten Betrachtungen einfacher 
zu einem Werthe der Grenze des Reſtes, deſſen Kleinheit bei allen Anwen- 
dungen genügt. 


ee) 
N” mungen (da) da, 





IL Bon ver Interpolation. 


8. 600. Wir haben bereit8 mehrere Male Ölegenpeit gehabt, von dem 
Probleme der Interpolation ($. 21) zu reden, deſſen Gegenftand barin be- 
ſteht, eine ftetige, mathematiſch ausdrückbare Function zu beftimmen, melde 
für gewifle Werthe der unabhängigen Veränderlichen beftimmte Werthe, welche 
die Werthe einer andern continuirlihen oder discontinuirlihen Function find, 
annimmt. Wenn diefe Teste Function fletig iſt, und die Werthe, zwifchen 
welchen man interpoliren foll, einander hinreichend nahe liegen, fo nimmt man 
an, daß die beiden Functionen innerhalb des Intervalles diefer Werthe nahezu 
übereinflimmen, weil zwei Curven in dem Intervalle der ihnen gemeinfchaft- 
lichen Punkte faft zufammenfallen, wenn die gemeinfchaftlihen Punkte einander 
hinreichend nahe Tiegen, und weder die eine, noch die andere Curve in biefem 
Intervalle eine StetigfeitSunterbrechung erfährt. 

Das Problem der Interpolation ift feiner Natur nach offenbar unbeftimmt. 
In gewiflen Fällen Tann es als eine Anwendung der mathematifchen Theorie 


— — di — — — 


*) Journal de mathematiques, tom. IV, pag. 317. 


6123 
e — — 


der Wahrſcheinlichkeiten betrachtet werben; allein wir haben daſſelbe hier nur 
anf fern zu betrachten, als es fih an die Rechnung mit endlichen Differenzen 
anfchließt. 

Wir wollen die Formel im 6. 43 und 582, naͤmlich: 


n n(n —1) a(n — 1)(a—2) 
= —4 3 — 70743 + My, 
n=yt; Pie er ur a2 Sau 123 „t-t+t#y 
wieber betrachten, worin y eine Kunction ber Veraͤnderlichen x iſt, welde für 
die Werthe x 0, x = Ar, x=2Ix,.,..x=uAx gegeben if. Wir wollen 
»I<=x „fx und „„=f(0) fegen, fo verwandelt fi diefe Formel in: 


_ x  x(x— x) 
ſx - (00) 4 400) —- 1.2.0 4Aꝛf (0) + x. cn 
Wenn der Werth y, nicht x=0, fondern x — xqꝙ entfpräde, jo müßte mar 
0 een Theile der vorhergehenden Gleihung x — x, für x und fx, für 
(0) Teßen. 

Wenn man in der Formel (17), deren Webnlichleit mit der Maclı» 
rin’fhen Reihe in die Augen fällt, x=0, x= 4x, x= 24x,...x ud 
ſetzt, fo fommt man wieder auf die Wertbe Yor Yır Var r- Ya, welche zu 
Bildung der Differenzen Ay, Styyr.... Ay, gedient haben; aber mus 
kann auch annehmen, dag die Gleichung (17) für alle bazwifchen liegende 
Berthe von x flattfindet, und alsdann erfüllt diefe Gleichung den Zweck eme 
Suterpolationsformel. Man kann fie auch auf die Form: 

k=A, FA, +A,X Ar: +. (18) 
bringen, wo Ay, A,ı Ayıı... A, ‚geaebene Eonftanten bezeichnen. Man uf 
vorausfegen, daß die Differenzen 4, 42, A?, ıc. abnehmen, fo daß man bei 
den Differenzen der n!n Ordnung fleben bleiben kann, wenn man die ber 
höhern Ordnungen vernadhläfligt, und alsdann enthält die Formel (17T) oder 
(18) nur eine envlihe Anzahl von Bliedern, fo daß man flatt der Functien 
fx eine ganze rationale Function von x hat. 








$. 601. Wenn die Differenzen von den höhern, als von ber n!r Orb 
nung Null wären, fo könnte man die Tafel ver Werthe von fx vor und hinter 
dem zum Anfangspunfte genommenen Gliede doch beliebig weit fortfegen, in⸗ 
dem man fi) zu diefem Zwecke entweder der Fermel (17) bebiente, oder in⸗ 
dem man bie Differenzen von den niedrigeren Ordnungen durch ſucceſſive 
Additionen bildete. Auch kann man die Tafel erweitern, wenn die Differenzen 
der nien Ordnung blos fehr Flein find, indem man fie als fireng — 0 be 
handelt; aber alsdann muß man jenfeits der urfprüngliden Grenzen der Tafel 
einige befannte Werthe von fx haben, welche gleihfam als fefte Anhaltepunkte 
dienen, und deren Uebereinfiimmung mit den berechneten Werthen eine hie 
reichende Garantie für die Genauigfeit der zwifchenliegenden Werthe gibt, 
wenigftens bis auf Größen von der Drbnung genau, welche man zu vernade 
läffigen berechtigt if. Die Grenzen, innerhalb welcher man die Tafel er- 
weitern darf, find diejenigen, zwifchen welchen man die Gleihung (17) «als 
Smterpolationsformel anwenden kann. 

Wenn die Tafeln für Werthe der Veränderlichen berechnet find, dw 
einander fo nahe liegen, daß man innerhalb einer gewiflen Ausdeh die 
Differenzen der erften Ordnung als conflant und die von den höhern 
nungen als Null betrachten kann, fo reducirt fi die Interpolation, wie ſchon 
oft gezeigt worden, auf die Berechnung von Proportionaltheilen. 
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F. 602. Wenn man die Formel (3) auf die Berechnung des Zahlen⸗ 
rthes des beftimmten Integrales J ” fxdx anwendet, jo Tann e8 gefchehen, 
Xo 


iß die Function fx nur dur eine Tafel gegeben ift, welde blos zu einer 
näberten Berechnung ver Werthe der Ableitungen fx, fx, fx, ꝛc. die Mittel 
ı die Hand gibt ($. 44). Wir wollen annehnıen, daß biefe Tafel die Werthe 
n fx für Werthe von x gibt, welche ſich nach gleichen Unterfchieden ändern, 
dem das Intervall der Grenzen x — x, wieder ein Vielfaches von Ix fl. 
3enn man eine Veränderliche z und eine Function: 


fe =f(x ) + f(x, — 2) 
18 Hülfsgrößen anwendet, fo daß: 
Fr (0) = fx — fix, 2/0) = Anſx — fx, (19) 
k, und annimmt, daß die Veränderliche ⸗ fuccefiive die Werthe O, Ax, 2Ax, 


fx, ze. annimmt; fo gibt die Formel (17) durd eine bloße Vertauſchung 
on f mit f und von x mit =: 
(2 — Ax) 


F=f) +. —, + 1.2.3 


Wenn man nun dieſe Formel nach dem Prinzipe ber Interpolation als 
ir beliebige Werthe von z ftattfindend betrachtet, fo kann man die beiden 
heile als ftetige Functionen von = bifferenziren, und wenn man dann == 0 
ht, fo erhält man: 


Isf (0) = IF - 4A: FC) +4 4(0) — I FC) +, 
IF) = AfL) — 3 JIFlOD)--1.,.....1%. 


Sept man für f(0), f"ClO),...AflO), A?FCO),... ihre durch bie 
leichungen (19) gegebenen Werthe wieder und fnbftituirt in die Formel (3), 
erpält man die vom taplace in der Mecanique celeste zuerſt gegebene 
nmel: 


SIFO) + 1. 





nx . 1 1 1 
. fxdı = Ax 2%, fx + 2 (x — zZ fx, — 13 (Afx — Afx,) 


1 19 
+37 (Dix — Nil) — 50 (I’ix — I’fx,) 


3 j 863 } 
— (1% — Il) —- —_ (def — Ist 
LET Keith > Dual 777-7 Aueh Anke: 

Es muß vorausgeſetzt werben, daß fich die Tafel der Werthe von fx über 
e obere Integrationsgrenze hinaus erftredit, damit fie die fich auf diefe oberen 
renzen beziehenden Differenzen Afx, N?fxz, A’fx, ꝛc. implicite beftimmt. 


6. 603. Das umgefehrte Problem der Interpolation befteht im der Bes 
mmung des Werthes von x, welder einem gegebenen Werthe fx der Func⸗ 
m f entſpricht. Wenn man die Gleihung (17) ale SInterpolationsformel 
wendet, fo läuft die Auflöfung vdiefer Aufgabe auf die Auflöfung einer al» 
braiſchen Gleichung des nt" Grades hinaus, indem FLO) die höchfte in 
e Formel vorkommende Differenz iſt. Statt aber bei diefer Auflöfung fich 
re allgemeinen Methoden von einer fo fchwerfälligen Anwendung zu bedienen, 
endet man fucceflive Annäherungen an, und feht zu bem Zwede: 
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e 
Ä Ax x — f(0) 
Fr 200 ' 
wo Fx eine Zunction von x bezeichnet, welche den Werth: 


+ (5-1) tr NE 


Sat. Für den erfien Räherungswerth von x nimmt man: 


— 1. &- (0) 
= 4 At(0) ' 

für den zweiten Naͤherungswerth: 
4x fx—f(0) 


ıT FE AO 
für den dritten: 
£ — Ax fzx— (0) 
ut ' 
fo fort. 
Das Problem der Interpolation umfaßt als befondern Fall das ber | 
f Haltung, welches darın befteht, zwifchen den durch eine Tafel gegeb 
Werten eine beftimmte Anzahl zwifchen Tiegender Werthe einzufchalten, 
man nimmt gewöhnlih an, daß die eingefchalteten Glieder um biefelben 
ne Pe einander verſchieden fein müflen, wie die Glieder der urfpr 
en . 


6. 604. Wenn die Tafel die Werthe der Function nit für Werth 
mmabhängigen Beränderlichen gäbe, welche nach gleihen Differenzen fortid 
ten, wie es im Vorhergehenden vorausgefeßt it; fo müßte man zu an 
Interpolationsformeln ferne Zuflucht nehmen, und es Ließen fich deren 
mittel der Rechnung mit endlichen Differenzen ableiten; allein es iſt 
facher, und für unfern Zwed hinreichend, geradezu mit Lagrange 


‚=X,y1, t+X,1, +X%,1, + so... +X,yJı 


zu feßen, wo Yor Yır Yar- - Js wieder die gegebenen Wertbe der Funı 
y bezeichnen, welde den Werthen x,, x,, X,7....X%, der Veraͤnderlich 
entfprechen, und wo X, eine Function von x iſt, welde fih für x—x 
die Einheit rebucirt und für x= x, auf Null, wenn ber Inder i’ jeben 
dern Werth als i hat. Offenbar wird biefer doppelten Bedingung gen 
wenn man 


1 E28) @-2).... m) 
(x —x,) (Xi —X,) .... (x —x,) 


feßt, was übrigens au auf unendlich viele andere Weifen gefchehen Für 
weil das Problem der Juterpolation nothwendig unbeflimmt iſi. 
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Drittes Kapitel, 


ſeorie der Gleichungen mit endlichen Differenzen zwifchen zwei dis⸗ 
coutiunirlichen VBeränderlichen. 





. Integration unter emdlicher Form der Differenzengleichungen mit zwei Bers 
änderlichen. 


F. 605. Die Theorie der Gleichungen mit endlichen Differenzen, welche 
Beziehung auf wichtige Anwendungen bei weiten nicht fo fruchtbar if, als 
der Differenzialgleihungen, verdient dennoch auch in einem Elementarwerfe 
‚a8 näher erörtert zu werben; denn die Vergleichung beider Theorien zeigt 
hnlichfeiten und Verſchiedenheiten, wodurch fich beide gegenfeitig beleuchten, 
welche die allgemeinen Geſetze der Analyfis beffer hervortreten Taflen. 

Wir wollen nur die Differenzengleichungen mit zwei Veränderlichen x, y 
r etwas näher betrachten, und zwar fucceffioe unter zwei verfchiedenen Ge⸗ 
tspunkten, nämlich zunähft als Ausdrud des Geſetzes der Reihe der Werthe. 
ty, welde einer Reihe beflimmter Werthe von x entiprechen, und dann als 
sdruck einer Eigenfchaft der Function y, welche, wie die unabhängige Der- 
verlihe x ftetig zunimmt. 

Man kann immer vorausfehen, daß das Intervall Ax der auf einander 
jenden Werthe der unabhängigen VBeränderlichen conflant und der Einheit 
ih iſt (F. 583). Wenn 4x feine conftante Zahl, fondern eine Function 
ı x allein, oder von x und y zugleich wäre; fo könnte man x und y als 
actionen der pofitiven oder negativen ganzen Zahl i betrachten, welche ven 
ng des Gliedes x; in der Reihe der Werthe von x und den bes correſpon⸗ 
mden Gliedes y. in der Reihe der Wertbe von y beflimmt. Die Ber- 
erlichen x,y: würden alsbann durch zwei Differenzengleichungen,, auf welche 
n das im $, 165 für die Differenzialgleichungen angegebene Eliminationg- 
fahren anwenden Fünnte als Functionen des Inder i beftimmt, fo daß man 
eine Endgleihung fäme, woraus eine der Veränderlihen x, y, und ihre 
ferenzen verfchwunden wären, und in diefer Endgleichung, welche im Alle 
seinen von einer höhern Ordnung, ald tie der einen oder der andern der 
ebenen Gleichungen fein würde, würde ſich die unabhängige Veränderliche, 
ach eonftanten und der Einheit gleichen Incrementen ändern. ‘ 

Uebrigens wird bei den meiften Aufgaben, auf welche ſich die Integration 
Differenzengleichungen anwenden läßt, in fo fern fie den Zwed hat, das 
jemeine Glied einer Reihe auszubrüden, das Geſetz der Erzeugung der 
he, welches durch die Tifferenzengleichung ausgedrückt wirb, unmittelbar 
ch den nder ausgedrückt, welcher alfo tie Stelle einer unabhängigen 
ae vertritt, ohne daß eine vorläufige Transformation erforber- 
iſt. 


$. 606. Eine Differenzengleichung der nien Ordnung, worin die un⸗ 
ängige Beränderlihe x conſtante und der Einheit gleiche Incremente hat, 
n allgemein ausgebrüdt werben durch: 
F(x, Y, Ay, ...|... AIN=O0, 
durch: 


F(x, y, Y1 V2/ ||... „")I=0, 


wenn die ſucceſſiven Differenzen als Functionen der auf einander folgenten 
Werthe von y audgebrüdt werden (6. 582). Man leitet alfo aus einer Dif- 
ferenzengleichung ver erften Ordnung y,, durch y ansaebrüdt, aus einer Dif- 
ferenzengleichung ter zweiten Ordnung y,, dur y, und y ausgebrüdt, ab, 
und allgemein gibt eine Differenzengleihung ter n'“. Drbnung den Zahlen 
werth eines Gliedes der Reihe, durch die Werthe der n vorhergehenden lieber 
ausgedrückt. Umgefehrt, das ‘integral der Differenzengleihung, oder der 
analytiihe Ausprud des allgemeinen Gliedes der erzeugten Reihe muß ebenio 
viele willfürlihe Conftanten enthalten, ale die Drbnungszahl der Gleichung 
Einheiten hat, wo die Beflimmung diefer n Eonftanten gleichbedeutend fein 
muß mit der Beflimmung ber n Glieder, welche man willfürlih annehmen 
muß, um die Reihe vermittelfi der gegebenen Differenzengleihung numenid 
eonftruiren zu fünnen. Diefe Bemerkungen find den fich in der T peorie ber 
Differenzialgleichungen darbietenden fo analog, daß die bloße Anbeutung der⸗ 
ſelben hier genügt, obgleich wir bald gewiſſe Folgerungen daraus ziehen wer- 
den, nachdem wır einige Fälle unterfucht haben, wo die Differemzengleichungen 
ein eigentliches Integral geftatten, fo daß man das allgemeine Glied der eat- 
fprechenden Reibe mit fo viel willtürlihen Eonflanten, als die Drbnungezafl 
der Differenzgleichung Einheiten hat, analytiſch ausdrücken kann. 


6. 607. Betrachten wir zunächſt die allgemeine Differenzengleichung vom 
erfien Grade und von ber erſten Ordnung: 


Idy--yıkx= fx 

und feßen, wie im $. 440, y==@t, fo erhalten wir: 

A-1149 4,19. AMt-+- Ot-kx==fz. 

Wegen der Unbeflimmtheit ber Yunctionen ©, t kann dieſe Gleichung in 

die beiden folgenden: 

o11140-At=fs, 9 +Ox=0 
zerlegt werden. Gebt man zur Erleichterung der \jutegration der zweien 
9=e:; fo erhält man (6. 589): 

2= Fe _ 1) =t0 (e®_ 1), 
folglich : 
Fr ix, Sz—log. (1 — fx), s= 3 log (1 — fx), 

und endlich: 


0=e'=Fk, 
wo Fx das Product aller Werthe bezeichnet, welche die Kunction 1 — ix ir 
nerhalb der Grenzen des ntegrales I annimmt. Iſt diefe Function F fo 
beftimmt, fo hat man: 
fx 


— —_ — — — 
+ M=ZFCHN, den 


Wenn die Function fx fih auf eine Conflante | — a reducirt, fo gilt 
dieſe Formel: 


ya‘ N fx 
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n wenn ſich bie Function fx auch anf eine Eonflante b vebucirt, fo er- 
man: 


ya: (a + et). 


(gemein, wenn bie Function f conftant wird, fo laͤßt ſich die Integration’ 
vesmal verrichten, wenn f eine rationale und ganze Function bezeichnet. 

Man fieht ſchon ein, daß man y nicht als eine fletige Function von x 
irde betrachten fünnen, wenn die Eonftante a negativ wäre (6. 2), wofern 
: wilffürfiche Eonftante nicht verſchwindet, woburd a” aus ber vorhergehen- 
n Gleichung verfchwinden würde. Aber wenn y das allgemeine Glied einer 
eihe und x einen Inder bezeichnet, welcher nur ganze Werthe haben Tann, 
fann die Eonftante a fehr wohl negativ fein, woraus blos folgt, daß bie 
f einander folgenden Werthe von a“ abwechfelnd pofitiv und negativ find. 


$. 608. Betrachten wir die lineare Gleichung mit endlichen Differenzen 
a einer beliebigen Ordnung, welche die allgemeine Form: 
AyP-.-I-1,y-Q.-I"y-+...+U0,=V 
I, wo P,Q,....U, V Functionen von x bezeichnen, oder was auf daſſelbe 
ausläuft, weil fih die Differenzen der verfhievenen Ordnungen als lineare 
netionen der fucceffiven Werthe der unabhängigen Veraͤnderlichen ausdrücken 


jen 
Yıta J- Pym—ı + Qy4o2 + ....4+U0,=4, (a) 
> wie bei den analogen Differenzialgleihungen wird bewiefen, daß ſich die 
eichung (a) auf folgende: 
Yxtn + Pyy4n—ı 4 Qy. 2 4 4000 + Uy, =0 (b) 
üdführen Täßt. 
Wenn man durch y, E), 1,2, ꝛc. Werthe von y, bezeichnet, welche der 
eichung (b) genügen, fo hat dieſe, wie die entfprechende Differenzialgleigung 
charakteriſtiſche Eigenschaft, daß fie auch dur ten Werth y = 3 +C,y,! 
ifleirt wird, wo bie @oefficienten C; willfürlihe Conftanten bezeichnen. 
enn man alfo n particnläre Auflöfungen oder Integrale der Gleichung (b) 
nt, fo hat man auch das allgemeine Integral derfefben mit den erforver- 
yen n Conſtanten. Die Ordnung der zu integrirenden Gleichung finkt um 
e endeit herab, wenn man ein particuläres Integral derfelben kennt, u. f. f. 
. 462 


Die n partienlären Integrale laſſen fich Teicht erhalten, wenn vie Coef⸗ 
enten P, @,... U Eonftanten find; denn wenn man y„— m”, folglich 
sw ſetzt, fo hat man zur Beſtimmung von m die algebraifche Gleichung: 

m? 4 Pm-!- Qm?_.....+U=0, (m) 
> wenn man bie Wurzeln derſelben mit an,, m,,....ın, bezeichnet, fo 
amt das allgemeine Integral der Gleichung (b) folgende Form an: 


v=Cm: Cm °+...4+ Cm: 


$. 609. Wir wollen das Vorhergehende auf eine merfwürbige Aufgabe 
: combinatorifchen Analyfis anwenden, welche fich folgendermaßen ausdrücken 
t, wenn man der Kürze wegen die Zahl m den Erponenten einer Eom- 
ation aus je m Elementen nennt: 

„Unter der Gefammtzahl der Eombinationen, welde man 
s x Elementen bilden fann, wenn man fie zu je 1, je 2, je 3... 
x verbindet, die Anzahl der Eombinationen zu beflimmen, 
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deren Erponenten, burh einen gewiſſen Modulns » dividirt, 
eine der Zahlen 0, 1, 2, 3,....n — 1 zum Refte geben.“ 

Wir wollen die gefuchten Zahlen, welche ebenfo viele discontinuirliche 
Functionen von x find, mit „N, yd, y@,....y) bezeichnen. 

Wenn x um eine Einheit zunimmt, fo ift Har, bag die Kombinationes 
der rien Claſſe, d. h. die, deren Erponent durch n divibirt, deu Reſt r gibt, 
durch Berbindung mit dem neuen Elemente Eombinationen der r —4- 1!” Claſſe 
werben, und daß ferner diefes Element, allein genommen, eine neue Com- 
bination mit dem Exrponenten 1 gibt. Dan hat alſo: 


AM re), VW -y79 1 IWW ↄ, .... 


.... HIN, (e,) 
und folglich: 
1:70 = Aye-d, 20 — 40, WIN... 
.... 42y- — AN, (c,) 


Beſtimmt man die ſueceſſiven Differenzen bis zu denen der nien Ordnung, ſo 
findet man endlich: 


Ay = Ayo), 20 ο, .... A 12), (.) 
und bie Elimination zwifchen ven Gleichungen (e,),' Ce.) ++ (cn) gibt: 

PO Zy9 +1 (d,) 

y 0) 0, Hd yN,.... Are) — ze, (d) 


Jede der Gleichungen (d) ift von der Form Ary, —y,, woraus folgt, wem 
man die Differenzen durch die fuccefliven Werthe ausdrückt ($. 582): 


n n(n—1 
Yata = 0 * Yata-ı 4 2 2  ynamectnmye 


Wenn n eine gerade Zahl ift, fo verfchwindet das Glied mit v,, die Ord⸗ 
nung der Gleichung finft um eine Einheit herab, und man hat: 


n na — 1 n 
Ihe 2 Yet + EZ ya nl. (d,) 








Wenn n eine ungerade Zahl iſt, fo hat man: 
n(n— 1) 
1.2 
Im erften Falle verwandelt fi) die Gleichung (m) in: 





JYxtn rei Yir2— 0... 20. (4,) 


(m — 1)" — 1 0, 
m 


und im zweiten in: 
(m — 15 —1=0, 
woraus folgt ($. 79): 


m-itcon. Tr v = sin, 2° 
n n 
LT IT n— in 
= 2e0. (con V —Teein. 2), 
n T) 1) 


und wenn man bie imaginären Erponeutialgrößen gehörig transformirt : 
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„=C-% 
Tr ınx 


+M, (2 cos, =) Cos. - 4 DM, (2 cos. =) cos. — +1ıc. (e) 
+N, (2 cos. 2) sin. — +N, ( cos. =) sin. er +. 


Wenn man nun für y. fucceffive jede der Sunctionen 50), y@, ya-D 
nimmt, fo ergeben ſich aus der Formel (e) die Werthe aller biefer Zunctionen 
von x, welhe ſ 2 nur durch die Beitimmung der willfürlichen Conftanten 
c,M,,N,M sc. unterfcheiden, und was die Gleichung (d,) anlangt, 
fo iſt Har, daß "die  Korme (e) auch das Integral derfelben gibt, wofern man 
zu dem zweiten Theile die conftante Zahl — 1 addirt. Ueberdies ift nach dem 
binomiſchen Lehrſatze bekanntlich: 

y- ..... ) *- 1. 

Wenn man z. B. n—4 ſetzt, und die willkürlichen Conſtanten gehörig 

beſtimmt, ſo findet man: 


—E + 2x 4 cos. ax 1, 


4 
50 — .2 4 (7?) sin. 2 IX, 
o=7. #—3(Y2) con Uns, 
y@) =7.2 2° — (v2) sin. 1 TX. 


610. Zuweilen kann man die Integrale der Differenzengleichungen 
durch . ermöhnfide beftimmte Integrale ausdrüden, und um ben Geift bes 
Berfahrens kennen zu lehren, wollen wir die Differenzengleichung: 


YdHıla+ x) + y(m+2x)=0 
betrachten, worin m eine pofitive Eonftante fein fol. Wir wollen 
y=/ 2wdo 
fegen, wo 2 eine Function von w bezeichnet, worin x nicht vorfommt, fo 
kommt es darauf an, diefe Function und die Grenzen bes Integrales fo zu 
beftimmen, daß die gegebene Differenzengleichung erfüllt wird. 
Diefe Gleichung gibt: 
(tr) SL2utdo + (m +2) SL wdo—(, 
oder: 
n/S2ı +w) wid +/2 (ww + w!)dw—N, (f) 
Aber wenn man theilweife integrirt, fo erhält man: 

S2(20 + w2)d ww = 2(2w + w2)w — Sw.l[2 (20 + w?)]. 
Holglih verwandelt fih die Gleichung (f), wenn man zwei Wurzeln ber 
Gleichung: 

29 + w2)=0 (w) 
zu den Grenzen des Integrale nimmt, in: 
Sim(1 +0) do — J[2(2w 0O, 


_ 0 
und man genügt berfelben unabhängig von x, wenn man die Function D 
durch die Differenzialgleichung: 
m(1 +») Zdw — d[2 (20 + w2)] =0 

beſtimmt, welche gibt: 

L2=EClw+wj , 
wo C eine willfürlihe Conſtante bezeichnet. Subſtituirt man bdiefen Werth 
von 2 in die Gleichung (w), fo verwandelt fie fih in: 

C (20 + wi? =, 


und da m nach der Vorausſetzung poſitiv iſt, fo geſchieht derſelben Benüge | 
uns folatı =0, w=—2 zu den Grenzen des Integrales nimmt, wer- 
aus folgt: 


— tutu w'dw. 
0 
Der Ausdruck wird eleganter, wenn man 
o=cos.a—1, 20 -w?=— sin.:!a, du=— sin. ada 
ſeßt, welches gibt: 
‚=Cc(—1 "(4 — cos. a)! (sin. !da, 
y ( Ss, (1 — cos. a)! (sin. @)*"!da 


Zur Beftimmung der willfürlihen Conftanten C vermittelt des anfäng 
Iihen Werthes y, hat man ferner die Gleichung: 


„=C IA " (sin. a)"-! da. 


$. 611. Um ein Beifpiel der Integration für den Fall zu geben, w 
die Differenz der einen Beränderlichen nicht als conflant betrachtet wird, wollen 
wir annehmen, es follte die Größe y, ald Function von x beflimmt werden, 
welche der Gleichung: 

Ja=y?—2 (8) 


genügt, oder das allgemeine Glied der Reihe der Werthe von y, welche mar 
vermittelt diefer Gleichung conftruirte, wenn die anfänglichen Werthe vos 
x, y reſp. x,, y, find. Es fei i der Inder der in den Reihen ver Werthe 
von x und von y einander entfprechenden beiden Glieder, fo hat man: 


x4ı = 22, (g.) yn =y? — 2. (g,) 
Die Gleichung (g,) if linear und ihr Integral if: 
xx. 


Wenn man den anfänglichen Werth y, auf die Form: 
n=c+- (h) 
bringt, fo gibt die Gleichung (g,): 
1 1 i 
Mzdt+zın=t —— 


und folglich: 


621 


x 2 
„=ce+ce *, 


Es iſt zu bemerken, daß die lebte Gleichung, welche das vollfländige 
‚Integral von (E) if, zwei willfürlihe und unabhängige Conflanten x,, c, 
Dder x, 7, enthält, weil in der That die Gleichung (5) erſt dann conftruirt 
werden fann, wenn man fie in das Syſtem der Gleichungen (g,), (5,), 
transformirt, und x,, y, willfürlih angenommen hat. 


I. Ueber die arithmetifche Conſtruction der Differenzengleichungen mit zwei Ber- 

änderfihden. — Folgerungen in Beziehung auf die Bielpeit der allgemeinen Integrale, 

auf die Eriftenz der fingulären Integrale, und in Beziehung auf den Uebergang von 
dem Endlichen zu dem unendlich Kleinen. 


612. Wir wollen wieder die Differenzengleichung: 

F(x,y, I,)=0 (CF) 
arithmetiſch zu conflruiren fuchen, und annehmen, daß man aus derfelben zwei 
Werthe von Sy ald Functionen von x, y ableiten kann. Nachdem man dem 
anfänglihen Werth y„, welcher einem beftimmten Werthe von x, z. B.x=0 
entipricht, willfürlih angenommen bat, erhält man, je nachdem man ven einen, 
oder den andern der beiden durch die Gleichung F gegebenen Werthe von Iy 
wählt, zwei verfchiedene Werthe von y,, wonon jedem aus demfelben Grunde 
zwei verfchiedene Werthe von y, entiprechen, fo daß man für die Partialreihe 
(Yor Yır Y,) vier verfchiedene Softeme von Wertben hat. Kür die Partial- 
reihe (Yor Yır Yar Y3), weldhe ein Glied mehr enthält, würde man acht ver- 
fchiedene Syſteme von Werthen erhalten, u. |. f. Allgemein, wenn bie Glei⸗ 
hung (F) für Ay, m verſchiedene Werthe gibt, fo kann die Partialreihe 
(Yor Yır Iar-++ Yn) nah diefer Sleihung auf eben fo viele verichiedene 
Werfen conftruirt werden, als Einheiten in m? enthalten find. Die ald Bei⸗ 
fpiel genommene Differenzengleihung ft zwar nur von der erften Ordnung; 
allein diefelben Bemerkungen find auch auf eine Differenzengleichung von einer 
beliebigen Drbnung anwendbar. 

Wenn fi) unter den auf diefe Weife aus der Gleichung (F) arithmetifch 
abgeleiteten verfchievenen Reihen mehrere befinden, deren allgemeines Glied 
dur eine algebraiiche oder transcendente Function des Inder und des an- 
fänglihen Werthes y,, oder einer die Stelle deſſelben vertreienden willfür- 
lichen Conſtante ausgevrüdt werden kann; fo hat bie gegebene Gleichung 
mehrere verfchiedene Integrale, welche aber alle vollftändig find, weil fie eine 
willkürliche Conftante enthalten. Zu dieſem Refnltate gelangt man im ber 
That auf eine indirecte Weife, wenn man, flatt von der Differenzengleihung 
zu dem vollſtändigen Integrale mit einer willkürlichen Conflante über zu gehen, 
yon einer Gleichung zwifchen x, y, und einer Eonftanten zu einer Differenzen- 
gleichung übergeht, woraus diefe Conſtante eliminirt iſt. 

Wir wollen 3. B. die fehr einfache Gleichung: 


v=ar—a? (1) 
nehmen, welche durch Differenziren für Ax = 1 
dy=a, (2) 
und durch die Elimination der Conftanten (a): 
Ay +xh4y — ı=0 (9) 


gibt, woraus folgt, daB die Gleichung (1) das vollftändige Integral der 
Gleichung (3) if. 
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Betrachten wir nun in der Gleichung (1) den Parameter a als eine ver 
änderliche Function von x und fegen den Theil der Beränderung des zweiten 
Theiles der Gleichung (1), welder von der Veränderung von a herrührt, für 
fid = 0, damit die Gleichungen (2) und (3) noch flattfinden; fo erhalten wir: 

Aa (AMAa 22 x +-1)=0, 
und diefe Gleichung zerfällt in die beiven andern: 
Ie=0, Jsa+-2a tx +i=0. (4) 

Die erfte gibt a = const., fo daß man wieder auf die Gleichung (1) 
fommt, und auf die zweite könnte man die allgemeine Formel im 5. 607 für 
die Integration der Iinearen Differenzengleichungen der erſten Dronung ar 
wenden; allein wenn man unmittelbar a —u-- mx + feht, wo a em 
neue Junction von x und m, n willfürlihe Eonftanten bezeichnen; fo erhält 


man: Aun 4 20 +2m +1)s +? +m+1=0, 
oder einfacher, wenn mn m= —1,n=—1 feßt: 
Ada+Uu=0. | 6) 

Das vollſtaͤndige Integral der Gleihung (5), welche man auf bie Form 

ur 4 u, = 0 bringen fann, iſt: 
= b(— 1), folglih: a =b(-1 2-7 

wo (b) eine willfürlihe Conftante bezeichnet. Diefer Werth von a miß u 
die Gleihung (1) fubflituirt werben, und wenn man zur Erleichterung dieſer 
Subſtitution diefe Gleichung auf die Form 


x\2 x? 


y=la---) — — 
bringt, fo erhält man: 


1 2 x? 
= I!b(f-- 1% —- | — —. 
! [ 1 ) 7 (9 
Man erhält alfo eine Gleichung mit x, y, welche die Eigenfchaft hat, def 
fie der Gleichung (3) genügt, und weldhe, ſowohl als die Gleichung (1) em 
vollftändiges Integral derſelben if, weil fie die willfürlihe Conſtante (b) 
enthält. 


$. 613. Der Geometer Charles, welcher zuerft die Bielheit ver Jr 
tegrale der Differenzengleichungen angegeben hat, unterſcheidet diefe Integrale 
in Directe und indirecte. Nach feiner Sprache wäre alfo die Gleidung 
(1) das directe, und die Öleihung (6) das indirecte Integral der Glei⸗ 
Hung (3), allein diefe Ausdrücke müflen verworfen werden, weil fie zu m⸗ 
richtigen Vorftelungen Beranlaffung geben. Wenn es wahr iſt, daß, wens 
man auf die oben angegebene Belle verfährt, d. h. das integral (1) u 
mittelbar annimmt, um daraus die Differenzengleihung (3), und dann das 
zweite Integral (6) abzuleiten, diefe nur auf eine indirecte Weife erhalten iſt, 
fo ift e8 auch wahr, daß, wenn man zuerft die Differenzengleichung annimmt, 
die beiden berfelben genügenden Integrale, welche beide durch eine willfürlide 
Conflante ergänzt werben, ebenfalls directe find, obgleich das eine zufällig 
eine einfachere algebraifhe Form haben kann. Denn nichts hindert, die 
Gleichung (6) ebenfo zu behandeln, wie man die Gleichung (1) behandelt hat, 
indem man den Parameter b als eine Function von x betrachtet, und die 


——— — ——— 


Summe der von der Veraͤnderung dieſes Parameters herrührenden Glieder für 
ſich = 0 ſetzt. Die Gleichung mit b iſt nach allen vorgenommenen Berein« 


lachungen: 
AB +4 —1=0, 
und wenn man barauf die Formel im 6. 607 anwendet, fo erhält man: 
b=4r(-1+e(—1), 
wo ec eine willfürlihe Conſtante bezeichnet, Wird dieſer Werth von b in bie 
Bleihung (6) fubftituirt, fo erhält man: 


= et] Laßete) 2, 


ind wenn man endlich die Conflante vertaufht, indem man co — 1a feßt, 
vd kommt man wieder auf die Gleichung (1), welche folglich auf viefelbe 
Beife aus dem Integrale (6) entfpringt, wie bie Gleichung (6) aus dem 
Integrale (1). 

Man kann auch durch ein anderes Verfahren die Integralen (1) und (6) 
a gleicher Zeit erhalten; denn wenn man die Gleichung (3) differenzirt, fo 
hält man die Differenzengleichung der zweiten Ordnung: 

Py(Ay+2dy+-x+-1)=0, 
velche in die beiden andern: 
Ay=0, 2:y1-2I, -x+1=0 
erfält. Die erfte gibt Ay= a, ımb wenn man biefen Werth von Ay in 
se Gleichung (3) fubftituirt, fo erhält man das Integral (1) wieder. Wenn 
nan die zweite Gleichung, wie die zweite der Gleichungen (4) ein erſtes Mal 
ntegrirt, fo erhält man: 
x 1 

IJy=b(—1) 2 
md wenn diefer andere Werth von Ay feinerfeits in die Gleichung (3) fub- 
titnirt wird, fo erhält man das Integral (6) wieder. 

Man bemerkt leicht die Aehnlichkeit, welche zwiſchen biefen Rechnungen 
mb denen ftattfindet, welche bie fingulären Integrale der Differenzialgleichun- 
jen geben, deren allgemeines Integral man fennt; allein diefe Aehnlichkeit iſt 
rei weitem nicht vollfländig, weil bier jedes der beiden erhaltenen Integrale 
ine willfürlihde Conftante enthält, und weil, wenn in einer gewiflen Be— 
iehung eine Aehnlichkeit mit den fingulären Integralen ftattfinden follte, vie 
teeiprocität der zwilchen den beiden Integralen der Differenzengleichung flatt- 
udenden Berhältniffe es nothwendig machen würden, daß man jedes dieſer 
miegrale als ein finguläres Integral in Beziehung auf das andere betrachten 
wüßte. 


$. 614. Poiſſon Hat diefe Art der gegenfeitigen Ableitung ans einem 
wern Gefichtöpunfte betrachtet, welcher gefannt zu werben verbient. 

Wir wollen uns die Gleichung (1), als in Beziehung auf die Eonftante 
aufgelöft und auf die Form: 

—0)a —)=0 (7 
bracht, vorflellen, wo u, v im Allgemeinen Functionen von x, y find. Es 
ien a,,v, die Werthe von u, v, wenn fih x, y reſp. in x Ix, y- Ay 
wandeln, fo hat man auch: 

(“— u,)(a—v,)=0, (8) 
Eournot, Theorie der Bunctionen 2. 40 
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und die Elimination von a läuft auf die Elimination derſelben Eonfanten u J 
fhen der urfprüngliden Gleihung (1) und ihrer Differenzengleichung (?) 
hinaus, Das Refultat diefer Elimination ift offenbar die Differenzengleihung: 
(u, — u) (u, — vr), —u)(r, — v)=0, (9 
welche folglich mit der Gleichung (3) iventifch fein muß. Nun zerfällt aber 
die auf diefe Form gebrachte Endgleihung in die vier andern: 
u, — * 0, v —ı=(, u, —v=(, v — 20. 
Die beiden erſten geben unmittelbar die übereinſtimmenden Integrale ua, 
va, wenn man vermittelſt der urſprunglichen Gleichung (1) die Wurjel⸗ 
rößen fortfchafft, und die beiden andern Gleichungen führen genau auf das 
Integral, weldhes Charles ım Gegenfag zu dem urfprünglichen \yntegrale, 
von welchem man ausgegangen iſt, das indirecte Integral nennt. | 
In dem betrachteten Beiſpiele hat man: 


a=j(- + Yx4d), mix Vz), 
welches gibt: 
,—r=1(-1+4VYa+ P® FIG FIN) +YR +AN)=0 
„—a=!(-1-Y@+2 +45 4 mM)—-Yxe+4)=0 
Zur Erleichterung der Integration wollen wir bie Beränderliche ver- 
tanfchen, indem wir Yao+ryzı fegen; fo verwandeln fich dieſe Gler 
chungen in: 
— 1-2, -:=0, 1+2,+2=0, 
ober vielmehr: 
Js-. 22 —-1=0, Az +2%s--1=0, 
und die Integration gibt: 
2, + b (1%, am — + bl), 
wo b, b“ willfürliche Conftanten bezeichnen. Hieraus ergibt fi: 
I! 2 uıy) _& 
‚=; +ren] -5: 
_If_ill vu nml _& 
‚=;|-z5+0 ( iy] u 


und diefe Gleichungen find mit dem Integrale (6) iventifch, wenn man, wi 
es erlaubt if, = — 2b, b“ — 2% feßt. 

Wenn man die Hülfsveränderlihe z beibehält, fo nimmt die Gleihung 
(9), welche eine Transformation der Gleichung (3) ift, folgende Form au: 
—1+2,—-9)(-142,+42)-1-, —)(—1—-2,49)=0, (10 
und es wird derſelben offenbar Genüge geleiftet, entweder durch einen Werth 
von = als Function von x, welcher einen der Factoren für ale Zahlenwerthe 
von x zu Null macht, oder durch einen Werth von z, weldher- fucceffive bald 
den einen und bald den andern diefer Factoren auf Null reducirt. Dieſer 
ledte Fall findet flatt, wenn man für x das Integral der Gleichung: 

— 1 --(— 1)%z, —3=0. (11) 
nimmt, wo X eine beliebige Function von x bezeichnet, welche für alle ganzen 
Werthe von x eine ganze Zahl if; denn die Function (— 1)* nimmt ver 
Werth +1 oder — 1 an, je nachdem X eine gerade oder ungerade Zabl 
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R, und der erfte Theil der Gleihung (11) fällt mit dem erſten ober mit 
win dritten Kactor der Gleihung (10) zufammen. 
Um die Gleichung (11) zu integriren, braucht man nur den erfien Theil 
erfelben durch: 
(1)°° 
| multipficiren; denn alsdann nimmt fie die Form: 


— (NR + YO 
I, woraus folgt: 
(— 1) 2 — const.4- 3 + [(— 17, 
Diefes Refultat wird vereinfacht, wenn man bemerkt, daß das Integral 


X, wie die Function X für alle ganzen Werthe von x ebenfalls ganze 
Jerihe annehmen muß. Das Duabrat der Function: 
2X 
(—1) 
: folglich beftändig — 1, und wenn man daher die beiden Theile der vor⸗ 
gehenden Gleihung zum Quadrate erhebt, indem man X für die willfür- 
de Function IX fett, fo erhält man: 
z? — x? 4 4y= [const. + 3 (— 1)%]?. (12) 

Aus diefer Formel ergibt fih das Integral (1) oder das Integral (6) 
jeder, je nachdem man X — 1 oder X = x nimmt; aber man fann daraus 
ich unendlich viele andere Integrale ableiten, wenn man ber Function X 
‚dere Formen gibt. 

Wenn man durch X! eine Function von x bezeichnet, weldhe, wie X, 
r alle ganzen Werthe von x eine ganze Zahl ift, fo muß das Integral der 


leichung: 

—1+(—- 1%, — (— 1) z=0 
enfall8 der Gleihung (=) genügen; aber wenn man biefe Integration ver- 
btet, fo findet man, daß die beiden willfürlichen Functioneu X und X! in 
m Integrale in eine einzige zufammenfallen, und man kommt wieder auf bie 
leihung (12). 

Diefe Bemerfungen über die ımbeflimmte Vielheit der Integrale gewiſſer 
ifferenzengleichungen rühren ebenfalls von Poiſſon her und machen ben 
egenftand einer Abhandlung aus, durch welche diefer eminente Geometer 
ne fo glorreihe und für die Wiffenfhaften fo erfolgreiche Laufbahn begonnen 
t. Man fieht übrigens leicht ein, daß diefe nnbeftimmte Vielheit der In⸗ 
jrale davon herrühren muß, daß man arithmetiſch unendlich viele verfchievene 
eihen eonfiruiren Tann  gese alle ein gemeinfchaftliches erſtes Glied haben, 
id alle derſelben Differinzengleichung Genüge leiften, wenn diefe in Be- 
hung auf die Differenz der höchſten Ordnung aufgelöftte Gleichung mehrere 
Iurzeln hat. Aber es fam darauf an, zu beweifen, daß es unter allen tiefen 
eiben unendlich viele gibt, deren allgemeines Glied man analytifch ausprüden 
un, was durch die vorhergehende Unterfuchung außer allen Zweifel geſetzt wird. 


$. 615. Es iſt wohl zu bemerken, daß ber Uebergang von einem Factor 
einem andern nicht blos für die Integrale, welche man in ber vorher- 
henden Analyfe durch die Einführung des Factors (— 1)* erhält, fonvern 
ch für die von Charles fogenannten directen und indirecten Integrale ftatt- 
den kann. Geſetzt z. B., man hätte fürx — O, y=1, und folglih == 2, 
geben die vier Factoren des erften Theiles der Gleichung (10), einzeln 
O geſetzt und nach dieſer anfänglichen Bedingung integrit: 
4 


0* 


x +2, folglich v=x-+1, 

1,3, — Mal LA — ara 
st, EB +Hm ent, 
— 1 9 — 1 \z __. 112 _ 4x2 
= 545-1), =) 12 —4 , 
ı_—ı-2, y-—xı+1, 


Die erſte Gleichung gibt für = einen negativen Werth, wenn x negative 
Werthe annimmt, welche numerifh größer als 2 find, wogegen bie vierte 
Gleichung für alle größern pofitiven Werthe von x, als 2 negative Werthe 
von z gibt, und ber aus ber zweiten ober dritten Gleichung abgeleitete Werth 
von = iſt pofitio oder negativ, je nachdem man für x eine gerade ober m 
ein Zahl nimmt, Die Gleihung y=x--1 genügt alfo der Differenzen 
gleichung : 


Iı=4(— Vz + 4y) (13) 
für alle Werthe von x > — 2, und dagegen der Differenzengleichung: 
Ay=}(—x—Vx1+4y) (14) 
für ale Werthe von << — 2. Was die Gleichungen: 
= BD + m nt 


= Bel 


anfang ‚ fo leiſten fie abwechfelnd ver Gleichung (13) und der Gleichung (14) 
enüge. 


$. 616. Die verfchievenen Integrale, welche eine endliche Differenen 
leihung haben kann, flehen in ähnlichen Beziehungen zu einander, wie die 
Ängulären und allgemeinen Integrale der Differenzialgleihungen; allein dieſe 
Analogie ift, wie fchon bemerkt, nur eine partielle und unvollfländige. Benz 
man es als eine charakteriftifche Eigenfchaft der fingulären Integrale betrachtet, 
daß fie durch Feine willfürlihe Conſtante vollfländig gemacht werden können, 
fo verfhwindet die in Rede flehende Analogie; aber andererſeits kann man, 
wie Poifſon ebenfalls gezeigt hat, für gewiſſe Differenzengleichungen fin- 
guläre Integrale angeben, weiche nicht auf die durch die vorhergehenden Me- 
thoden beftimmten Integrale zurückkommen, und welche den fingulären Jute- 
gralen der Differenzialgleihungen in fo fern analog find, daß fie nicht durch 
eine willfürlihe Conſtante zu vollftändigen Integralkn gemacht werben fönnen. 
Denn die Rechnung im $. 477 ift auf die Differenzengleihungen, wie auf 
die Differenzialgleichungen anwendbar, und hieraus folgt ebenfalls, daß jeder 
Werth von y als Function von x, welcher die Eigenichaft hat, einer gegebenen 
Differenzengleihung Genüge zu leiften und zugleich den Differenzialcoefficienten 


Zn unendlich zu machen, nur ein fingufäres Integral ber gegebenen Glei⸗ 
Yung in dem eben erflärten Sinne fein kann. Es fei die Differenzengleichung: 

‚+ 5 4-3 (64) 45 S 0 (15) 
gegeben, deren vollſtaͤndiges Integral: 
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_ 3 5 
J 41:16 a (16) 
‚wo a eine willfürlihe Conſtante bezeichnet; fo ergibt ſich daraus der 
erth: 
ddy 3 1 


% 71 gap —i' 
(cher unendlich wird, wenn man: 
(64% 4y2 —1=0 
N. Eliminirt man Iy zwilchen diefer Gleichung und der’ gegebenen, fo er- 
man: 
„64 1 


y—_ 81 57 
d dieſer letzten Gleichung wird genügt, weun man: 


.,8/1\ _,8 1\: 
‚=+5(5) meı=+t5:(-5) 


bt; aber das erfte Werthepaar genügt der gegebenen Gleichung nicht, wäh- 
nd bie beiden lebten Werthe von y, welche dieſer Gleichung genügen, zweit 
ıguläre Integrale der Gleichung (15) geben. 

Die Gleichung (16), weldhe die Werthe der willfürlihen Eonflanten a 
r jedes Syfiem der anfänglihen Werthe von x und y beftimmt, bat im 
Ogemeinen drei ungleiche Wurzeln; aber fie befommt zwei gleihe Wurzeln, 
mn die x und y beigelegten Werthe dem fingulären Integrale Genüge leiften. 

Der Werth y— 0 erfüllt die gegebene Gleichung, iſt aber Fein Ängufäres 
kegral — en, weil man —8 erhaͤlt, wenn man in der Gleichung 
6), a=0 ſetzt. 


6. 617. Eine Gleichung, worin ein conflanter Parameter nur auf der 
Ren Potenz vorfommt; aber worin die Beränberlihe y zum Duabrate over 

öhern Potenzen erhoben ift, führt durch die Elimination dieſes Parameters 

eziehung Ay zu einer Differenzengleichung von einem höhern Grade, 
fe wollen 3. B. die Gleichung: 


492 — ı=0 (iD 
men, fo ergibt ſich daraus durch Elimination von a bie Differengengleichung : 
Ay +24, —L =0, (18) 


re in Beziehung auf Ay aufgelöft: 


4=,(-1+/7 =). 
0 X 

Offenbar die arithmetiſche Conſtrnetion dieſer Differenzengleichung 
vaſſelbe Syſtem anfänglicher Werthe mendlich viele verſchiedene Reihen, 
d dennoch kann man, indem man die Conſtante a in der Gleichung (17) 
riiren laͤßt, anf inbirecte Weile Feine andern Integrale ans der Gleichung 
3) ableiten. Aber wenn man biefelbe Gleichung (17) in Beziehung auf y 
Pt, fo nimmt fie nicht blos vie Werthe: 


—* * 
I -ı J—= — * 
a a 
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an, welche fich allein daraus ableiten laffen, wenn man y blos als eine fletige 
Function von x betrachtet, fondern auch unendlich viele andere in ber allge- 


meinen Kormel: 
x 
— — 6 — x 


enthaltene Werte, wo X. eine Yunction von x iſt, welche blos ber Dedin- 
g zu genügen bat, daß fie für alle ganzen Werthe von x ebenfalls game 
ertbe gibt. Die unbeftimmte Bielheit der in dieſer Formel enthaltenen 
Functionen entipricht der unbeflimmten Vielheit von Reihen, welche man ver: 
mittelft der Differenzengleichung arithmetiſch conftruiren kann. 


6. 618. Wir haben bisher der Einfachheit wegen Ax = 1 angenommen, 
und wir wollen nun den immer conflanten Zahlenwerth dieſer Differenz u» 
beflimmt laſſen. Die als Beifpiel betrachtete Gleichung: 


y male (1) 
führt durch Elimination der Conflanten a auf die Differenzengleichung: 
Ay, _ Ay _ 
Statt der zweiten der Gleichungen (4) hat man die Gleichung: 
IAda+2a+rx+Is=0, 


und das integral berfelben iſt: 
x 


.=b(—1 a x % 


| 


2 4 
woraus fi folgendes andere vollſtändige Integral der Gleichung (1) ergibt: 


‚= |[bc— 0*_2}_2. 20) 


Wenn man nun annimmt, daß Ax und folglich Ay umenblich Heine 
Größen werben, fo geht die Gleichung (19) in die Differenzialgleidhung: 


dy? y___ 
* +x = 0 (21) 
über, und das integral (1), worin die Differenz Ax nit vorkommt, if 
wieder das vollftändige Integral diefer Differenzialgleihung wegen der vanı 
vorkommenden willfürlichen Conſtanten. Aber da das Integral (20) ei 
Function: ⁊ 

X 


b(— 15* 


von der im 6. 2 angegebenen Art enthält, welche discontinnirlich bleibt, felbk 
wenn ſich der Erpönent fletig ändert, fo fann man nicht bewirken, daß ber 
aus der Sleihung (20) gezogene Wert$ von y eine fletige Function wird 
und folglih hat diefes Integral in Beziehung auf die Gleichung (21) feinen 
Sinn, wofern man nicht die discontinuirliche Function dadurch fortichafft, daß 
man die willfüclihe Conftante b=O ſetzt. In viefem Halle verfchwinde 
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— — — 


das Glied * ebenfalls an der Grenze, und die Gleichung (20) gibt den 
Werth: 


J — 7 
4 
welcher der Gleichung (21) genügt und ein ſinguläres Integral derſelben iſt, 
weil man es nicht aus der Gleichung (1) durch eine ſchickliche Beſtimmung 
der willkürlichen Conſtanten a ableiten kann. 
Daſſelbe erhellet vielleicht noch deutlicher, wenn man: 


x 
1X „m. x 
b — b( — 
cos. für bC- 1) 


jet, was erlaubt ift, fo lange x eine discontinuirliche Veränderliche bezeich- 
net, welche nach conftanten Incrementen 4x wächſt. Den Werth vieles 
letzten Ausorudes angeben, wenn -Ix verfchwindet, hieße die Grenze angeben, 
gegen welche derfelbe convergirt, wenn Ax gegen Null convergirt. Diefe 
Grenze ift aber nach der Natur der Function unbeftimmt, und läßt fi nicht 


angeben. Man weiß bios, daß der Factor cos. I, immer zwifchen den Gren- 


jen + 1 und — 1 liegt, und daß folglich die unbeftimmte Größe b cos. — 


jevesmal verſchwindet, wenn man die Conftante b= 0 feßt. 


$. 619. Diefe analytiichen Facta flimmen vollfommen mit dem überein, 
was wir über die Natur der continuirlihen und discontinuirlihen Functionen, 
und von dem Vebergange von dem Envlihen zu dem unendlich Kleinen durch 
die Betrachtung der Grenzen wiflen, ohne daß man darauf, wie Lagrange 
getban hat *), den allgemeinen Schluß ziehen darf: „daß man bei dem Ueber⸗ 
gange von dem Entiihen zu dem unendlich Kleinen alle bie Glieder ganz 
binweglaffen muß, welche das unenvlich Kleine enthalten können, obgleich diefe 
Glieder felbft nicht unendlich Fein fein fonnten, und daß der Uebergang von 
dem Endlichen zu dem unendlich Kleinen, wenn er au als ein mechaniſches 
Rechnungshälfsmittel zuläffig ıft, nicht dazu dienen kann, bie Natur der 
Differenzialgleichungen fennen zu lehren; “ fondern wir dürfen aus dem Vor⸗ 
hergehenden blos ſchließen, daß von den unendlich vielen vollfländigen \nte- 
alen gewiffer Differenzengleihungen alle, mit Ausnahme einer einzigen, 
unctionen von Ax enthalten, weldhe für -/x = 0 discontinuirlich werben. 
Denn wenn biefes nicht der Fall wäre, fo könnte man daraus, indem man 
ja der Grenze überginge, mehrere vollftändige Jutegrale einer entiprechenden 
Differenzialgleichung ableiten, was ungereimt if. Wenn dieſe Differenzial- 
jleichung eine finguläre Auflöfung geftattet, fo Tann dieſe bald aus einem 
ingulären Integrale der Differenzengleihung und bald aus einem ihrer volle 
Randigen Integrale abgeleitet werden, wenn man bie darin vorfommenve will- 
ürliche Eonftante gleih Null fest, um die Funetion von -Ix fortzufchaffen, 
yeren Borhandenfein ven Vebergang von dem Endlichen zu dem unendlich 
tleinen verhindert. 
Die als Beiſpiel gewählte Gleichung: 


®) Lecnns sur le calcul des fonctions. p. 303 et 30.4 de l'édit. de 1806. 





Ay Ax 3 47 Ax a 
Sir Ta el F 
welche an der Grenze: 
— 3 64° dy: _ 


+ 4 dx 16 (log. 4)3_ dr? 
gibt, und man kann in der That darthun, daß bie Gleichung (16) das di 
gemeine Integral der Gleihung (23) if. Nimmt man der Gleichung (16) 
m Beziehung auf (a) die Ableitung, fo hat man zur Beflimmung des | 
von a als Function von x, welcher den fingulären Auflöfungen der Gleichug 
(23) entſpricht: 





=..,, | 
woraus ſich ergibt: | 
41 4 1\: 
= t+-.— — — 0 — — 
*54——3 2) ' | 
und folglich: | 
si __,8 11: 
tag tgl). 


Aber das erſte Werthepaar genügt der Gleichung (23) nicht, und bad 
andere Tann Feine fletige Function ausdrücken. Die Gleichung (23) geftatiet 
alſo Feine finguläre Auflöfung, obgleich die entiprechende Differengengleihug 
(22) folde Aufldfungen zuläßt, 


Yiertes Kapitel. 


Don den eudlichen Differenzengleichungen zwifchen ftetigen Deräuder: 

lichen. — Von den gemifchten Differenzengleichungen und von dem end 

lichen Differeuzengleichungen mit zwei unabbäugigen Veränderlichen. 
| 





L Bon den emblichen Differenzgengleichungen zwifchen fletigen Veränderlichen. 


$. 620. Wenn man eine Differenzengleihung als eine Bebingungt 
gleichung betrachtet, welcher eine ſtetige Function der unabhangigen Veraͤnder⸗ 
lichen genügen muß, fo kann die Function in ihrem ganzen Berlaufe nur bamı 
beflimmt werben, wenn man die Form der Function in bem Jutervalle x 


631 

® — — — — 
ier auf einander folgender Werthe der unabhängigen Veranderlichen will⸗ 
Gh annimmt, oder durd Bedingungen beftimmt, welche von ber gegebenen 
"sung unabhängig find, wenn diefe von der erfien Ordnung iſt, oder 
x aan die Form der Kunction innerhalb des Sntervalleg ix Ax, be- 
imm., »enn die Differenzengleichung von der zweiten Ordnung ift, u. ſ. f. 

Wenn 3. B. vie Differenzengleichung: " 

f(x, y,4y)=0 (1) 

egeben ift, wo der Einfachheit wegen angenommen wird, daß x nach con- 
anten, der Einheit gleihen Incrementen wädhft, fo fann man die Curve, 
eren Ordinate y ift, für alle Werthe von x nur in fo fern conflruiren, ale 
an diefe Curve zwifchen zwei Absciffen x,,x, + 1, wovon die eine will- 
rlich iſt, nach Belieben conftruirt, und die Differenzengleihung beſtimmt 
edann den Zug der Eurve in ihrem ganzen übrigen Verlaufe, weil ſich daraus 
e Werthe von y ergeben, welche den Absciffen: 

.,x—3, x—2, x—1,ı+1,x-+2,x+3,... 
tfprechen, indem x einen beliebigen gwifchen x, und x, 4-1 liegenden Werth 
r Abscifje bezeichnet. Das Integral der Gleichung (1) muß alfo, um den⸗ 
Iben Grad von Allgemeinheit zu haben, als die Gleichung, woraus ed ab⸗ 
leitet iſt, eine willfürliche Junction einer befondern Art enthalten. 

Wenn die Differenzengleihung von ber zweiten Orbnung ober von ber 


orm: 
f(x, y, Iy, A29y) 20 (2) 

„ſo muß man, um die Curve, deren Ordinate y iſt, zu conftruiren, bie» 
(be zuerſt nicht blos zwifchen den Absciffien x,, x, + 1, fondern auch zwi- 
yen den Absciffen x, 4 1, x, + 2 willfürlich zeichnen, d. h. zwifchen den 
beciffen x,, x, 4 1 die beiven Eurven zeichnen, deren Orbinaten y und Ay 
id. Umgekehrt, das zweite Integral der Gleichung (2) muß, um die mög⸗ 
bft sone Allgemeinheit zu haben, zwei willfürliche Yunctionen enthal- 
15 u, “ “ 


$. 621. Wenn x eine nach conflanten Incrementen ſich ändernde unab- 
ngige Beränderlihe ift, fo find zur Einführung diefer willfürlichen Functionen 
ine anderen Rechnungsverfahren erforderlich, als die bei der integration der 
ifferenzengleichungen befolgten, wenn durch diefe Operation das allgemeine 
lied einer Reihe beftimmt werben ſollte. In der That hindert nichts, die 
wch die integration eingeführten willfürlichen Conflanten als periodiſche 
ınctionen, wie: 


sin anz con, 27x 
9 ® Ax ' Ax ' 





betrachten, welche jedesmal viefelben Werthe wieder annehmen, wenn x 
a Ax zunimmt und übrigens willfürlich find, ſodaß 49 vermöge dieſer Bor« 
sfeßung für alle Bertbe von x gleih Null ıfl, gerade fo, wie wenn 9 
nen eonflanten Parameter bezeichnete. So lange die Beränberlihe y nur 
e fucceffiven Glieder einer Reihe ausdrückt, deren Inder x ift, iſt viefe 
ıterfcheidung von weiter feiner Wichtigkeit, weil die Function  ebenfo wohl, 
8 eine eigentliche willfürliche Conftante für die ganze Reihe der Werthe von 
immer benfelben Zahlenwerth behalten würde; aber wenn dagegen x und y 
tige Beränderliche find, fo ändert fih bie Function y mit x, und es kommt 
zdann blos noch darauf an, fie fo zu beftimmen, daß bie Eurve, deren 
rbinate y ift, mit einer zwifchen ven Absciffen x,, x + x willkürlich be- 
riebenen Eurve zufammenfällt. 
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Es ſei Felx,y,a)=0 das Integral einer Differenzengleihung ber 
Drbnung mit der willfürlichen Conftanten a, fo verwandelt ſich daſſelbe i 
F&,y,p)=0, 
wenn man für die willfürliche Conſtante a die willfürlihe Function 
Wir nehmen an, daß das Integral FO Feine Junction wie (— 1) 
halt, — mit der vorausgeſetzten Stetigkeit der Veränderlichen x, y unver 
ich iſt. 

s Es bezeihne fx die Ordinate ber willfürlich zwifchen den Abeciſen 
Xor Xy + fx befchriebenen Eurve, fo hat man für die zwifchen dieſen Grenjen 
liegende Werthe von x: " 

F(x,/s,9)=0, fogid ꝙ Ox, 

wo O eine beſtimmte und bekannte Function bezeichnet. Man braucht alſo die 
zwiſchen den Grenzen x,, x, +4 fx gegebene Function Dx nur in eine co 
vergirende trigonometrifche Reibe u entwideln, und dieſe Reihe für 9 in dad 
Integral (3) zu fubflituiren (Buch 5, Kap. 12). 

un man das zweite Integral einer Differenzengleihung ber zweier 
Ordnung mit zwei willfürlichen Conftanten a, b hätte, fo Fönnte man darand 
zwei Gleichungen von der Form: 

F&,y4,J)=0, F(xs,y4,b)=0 
ableiten, oder wenn man für a, b zwei willfürliche periobifche Functionen 
Yı Yı Teßt: 
FxyA,p)=0, FR&&yZ/yY0)=0. 

Zwiſchen ven Grenzen x, x, + 4x fi r=fx, dIy= fx, fo kommt: 
folglich: FC(E, fx, f. x, p)=0, F. (, ſx, F, x, p,.) 3 0, 


= br, 91 =b,x, . 
umd es fommt blos noch darauf an, die gegebenen Functionen Ox, ®,x in 
trigonometrifche Reihen zu entwideln, um diefelben alsdann ftatt a, b in das zweite 
Integral zu fubftituiren. Diefelbe Rechnung ift auf Integrale von einer ber 
liebigen Ordnung anwenbbar; aber es ift eine Mobification berjelben erfor« 
— „ wenn die Veraͤnderliche x ſich nicht mehr nach conſtanten Differenzen 
ert. 


$. 622. Wir wollen z. B. die ſchon weiter oben ($. 611) betrachtete 
Differenzengleichung : 
Yya=y—2 
nehmen, deren integration, wenn x und y als ftetige Veränverliche betrachtet 
werden, auf die Beſtimmung der Function I nach der Bedingung: 
2x) = (dx)? — 2 (4) 
Binausläuft. PL 


Wir haben gefunden, dag man berfelben Genäge leiftet, wenn man: 

— Le — 6) 
feßt; allein Hier verlieren die Conftanten x,, c die Bedeutung, welde fe 
hatten, als x, y die correfpondirenden lieder zweier verfchiedenen Reihen 
bezeichneten, und wenn die Gleihung (5) als eine Auflöfung der Gtleihung 
(4) betradtet wird; fo kann man, ohne die Ausvehnung diefer Auflöfung zu 

1 


beſchraͤnken, c für c*°, oder was baffelbe ift, x, —1 fegen. Man hat alle: 


U U’ 









yıı=da+c“, (6) 
Nun wollen wir bemerken, daß fich diefe Gleichung aus der Elimination 
wifchen ven beiven Gleichungen: 
xml, yzealto:! 
in i eine Beränberliche bezeichnet, welche nach conflanten und ber 


n Snerementen zunimmt, Dan Tann alfo für die Conftante e 
unction von i, wie gl(sin. Zi, cos. ni) ſetzen, welche ihren 














2 ih re wenn i um bie Einheit zunimmt, d. h. man kann ſtatt 
er Gleichn etzen: 
M_ı._ . 2 log.x 27 log. N 
r Wıx — [F (sin. log. 2 ' co8. log. 2 
. 2nlog.x 2 log. x I” 
+ [9 er log. 2 log. 2 ) l m 


wo afle Formen ver Function U, welche in der vorhergehenden Formel ent- 
halten find, der Bleichung (4) genügen. ' 

Es iſt Teicht einzufehen, daß man die Function %) in der ganzen Aus- 
dehnung ihred Verlaufes vermittelft ver Gleichung (4) conſtruiren Fönnte, 
wenn man die Curve, deren Ordinate durch diefe Function ausgedrüdt wird, 
zwiſchen den Absciffen x,, 2x, willfürlich befehriebe, wo x, irgend eine von 
Null verfchiedene Absciffe bezeichnet. Es fei fx dieſer zwilchen den vorher⸗ 
gehenden Grenzen gegebene Werth von aux, fo hat man: 


()= pi a folglig: p= Pi. (9) 


Folglich iſt Y eine Function von i, welde immer viefelben Werthe wieber 
annimmt, wenn i um bie Einheit zunimmt, und zwifchen den Grenzen: 


. _ Jjogx . __ log. 2x, 
en re 


mit einer gegebenen Function von i zufammenfält. Man kann alfo p in 
eine trigonometrifche Reihe von i entwideln, für i feinen Werth als Function 
von x wieder fehen, und diefen Werth von q in die Gleihung (7) ſub⸗ 
flituiren, fo daß die Function Lux vermittelt viefes Werthes ben entiprechen- 
den Ausdruck befommt. * 

Die beiden Glieder des letzten Theiles der Gleichung (7) reduciren ſich 
für x — O anf die Einheit, weil die Größen von der Form sin. (+ ©), 
cos. (+ ©), obgleich fie unbeftimmt find, zwifchen endlichen Grenzen Iiegen 
($. 618). Außerdem ergibt fih aus der Gleichung (4) direct WO) = 2%, 
was für eine befonvere Korm die Function Y auch haben mag, wofern fie nur 
beftändig pofitio bleibt, ohne welche Bedingung die Formel (7), deren letter 
Theil nothwendig pofitio iſt, nicht flattfinden könnte. 

Differenzirt man die Gleihung (4) in Beziehung auf x, fo erhält man 
(2x)=YUx-W'x, folglich WO) — O, was für eine befondere Form bie 
unction 2b auch haben mag. 

Die Formel (7) kann fi nicht auf negative Werthe von x erflreden, 
weil in der That die Function Yx vermittelft der Gleichung (Y) nur für 
pofitive Werthe von x = 2 conftruirt werben Tann, nachdem man die Form 
der Function fx zwilchen den Absciffen x,, 2x,, wo x, eine pofitive Abscifle 
bezeichnet, angenommen hat. 
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Wir wollen hier noch eine wefentliche Bemerkung Hinz ufäg en, welche 
Schriftfteller, die dieſen Theil der Analyfis behandelt Haben, 85 in B 
Wegen zu haben ſcheinen, naͤmlich, daß die Formel (7), ungeachtet 

Igemeinheit, der Gleihung (4) nicht auf die möglichft allgemeinfl 
Genüge Ieiftet, eben weil die Anwendung biejer Formel vorausſetzt 
Function % beſtaͤndig poſitiv bleibt, und daß folglich die zwiſchen 
X., 2x, gegebene Function fx, ſelbſt zwiſchen dieſen Grenzen, 
if. Nun würde aber nichts hindern, die Function vermö 
(4) außerhalb dieſer Grenzen zu conſtruiren, ſelbſt wenn Ki 
zwifchen den Grenzen x,, 2x, beftändig negativ wäre, ob 
zum Negativen überginge, 


$. 623. Man hat die Beflimmung der willfürlichen Furetiouen in ben 
Integralen der partiellen Differenzialgleichungen auf die Integration ber Dif: 
ferenzengleihungen zwiſchen ftetigen Veränverlichen —— und obgleich 
es ſcheint, daß man dadurch auf keine wirklich nützlichen Anwendungen geführt 
wird; ſo wird es des Zuſammenhanges der Theorien wegen doch nicht 
an Einige hierüber zu fagen, und ein einziges Beifpiel if zu dieſem Zwecke 
inreichend 

Es fei die Gleichung: 


s=9(xtaey) +Y(x—ay) 
gegeben, welche von ber Integration ber paxtiellen Differenzialgleihung ver 
zweiten Orbnung: 












dz__ — a2 diz 
dx? dy: 
eh ‚, und wo man bie darin vorkommenden willfürlihen Functionen q, % 
o beſtiünmen will, daß 
—f für yaem, md z=f für y=uox 
it, was varanf binausläuft, die Durchfchnittscurven der krummen Fläche, deren 


veränderlihe Coordinaten x, y, x find, mit zwei durch bie Are der = gelegten 
Ebenen zu beftimmen, 


Es if: 
fx = p[x(1 + am)] + Yl[x(1 — am)] 
= Yl(i + eo] + Ylzli — an], 
und wenn man fucceffive: 
x(1—am)=r, x(l—an)=r 


feßt, fo verwandeln ſich diefe Gleichungen in die folgenden: 


(tr 


Tea ET Er ER 


Berbindet man viefe Gleichungen durch Subtraction, fo wird bie Function U 
eliminirt, und man hat: 


re) 


oder einfacher: 

















ꝙ (ha) — ꝙu Fu, (9) 


635 


N man 
3 iten  _ (1+am)(i—an) — h 


| 1a (1 — am) (1-+ran) — 

I. und wenn man dur Fu eine Function bezeichnet, deren Zuſammen⸗ 
vang gegeben iſt. Rum iſt aber einlenchtend, daß bie Gleichung (9), wie 
e Gleichung (4) im vorhergehenden $ ſich auf eine Differenzengleihung zu⸗ 
ickführen, und auf eine ähnliche Weife behandeln läßt. Wenn man alfo u 
ıd u als Kunctionen des Index i betrachtet, welcher nach conflanten und 
rw Einheit gleichen Differenzen zunimmt, fo hat man: 


u — hu,, Gip — GG — Fui, folglich: u — u,h', 9 — 3. F(u,h'). 


achdem die durch das Zeichen 3 angebeutete Integration verrichtet ift, ſetzt 
an für i feinen Werth als Function von n, fo erhält man Yu als Function 
m m ausgedrückt, wo diefe Function flatt der willfürlichen Conftanten eine 
illkürliche Function enthalten muß, welche ihren Werth nicht verändert, wenn 
in bu verwandelt wird, oder eine Junction von der Form: 


. 2 log. u 27 log. u 
L} ' coS. ) U} 
log. h log. h 


n gu fest man für u feinen durch v ausgebrüdten Werth, und irgend eine 
r Gleichungen (8) beſtimmt alsdann die Form der Function V. 

Aber es ift wohl zu bemerfen, daß die Data der Aufgabe die Form ber 
unction gpu nur zwifchen Absciffen, wie a,, hu,, kennen lehren und folglich 
ht auf die Beftimmung der in dem Integrale der Gleihung (9) vorkom⸗ 
enden willfürlichen Sunction w führen, abgefehen davon, daß dieſes Integral, 
‚gleich es ein vollftändiges iſt, nicht biefefbe Ausdehnung haben kann, als 
e Gleichung (9), wie bereits im vorhergehenden $ bei dem Integrale der 
Heichung (4) bemerkt worden. Man muß alfo dieſes Verfahren zur Be« 
immung der in den Integralen der partiellen Differenzialgleichungen vorkom⸗ 
enden willfürlihen Functionen als eine bloße analytiiche Transformation 
trachten, wodurch die Auflöfung der Aufgabe im Grunde nicht weiter ges 
dert wird, mit welchem Verfahren fih die Geometer befchäftigt haben, noch 
ve die phyſikaliſchen Anwendungen diefelbe Aufgabe aus einem andern Ge- 
chtspunkte betrachten Tiefen. 


$. 624. Bon den Aufgaben der reinen Geometrie, deren Auflöfung fich 
x Integration der Differenzengleihungen zwifchen ftetigen Veränverlichen 
aſchließen läßt, wollen wir vie folgende, unter dem Namen des Problemes 
x zeciprofen Trajectorien befannte hier anführen, welche darin befteht: 
ne Sure MM’ (Fig. 104) von folder Beichaffenheit zu befchreiben, daß, 
enn man die ihr in Beziehung auf die Are ver y ſymmetriſche Curve NN’ 
nflruirte, und diefer eine zu der Are der y parallele fortrüdende Bewegung 
theilte, letztere Die erfte Curve immer unter einem conftanten Winfel « = sat. 
srchfchneidet, wo as, at die Tangenten der beiven Eurven in dem Punkte 
nd, wo fie die Are der y durchfchneiden. 

Es feien p, q zwei auf ber Are der x in gleichen Entfernungen vom 
nfangspunfte genommene Punkte, wir wollen die Orbinaten pm, gan’ und 
je Trajectorie »»v! ziehen, welche durch den Punkt n! gebt, jo if der Winfel 
n’q = Nog, weil die Trajectorie NN, parallel zu der Are der y fortrüdend, 
ı die Lage vu‘ gekommen if. Der Winfel Nnq iſt wegen der Symmetrie 
er Qurven MM‘, NN! in Beziehung auf diefelbe Are dem Winkel Mmp gleich, 
nd folglich ift der Winkel an'v = an’g 4 go’v = ang + Mmp, Aber es ift 
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auch nach der Vorausſetzung an» — a, und wenn man die Orbinate 
Eurve MM! mit fx, fowie die Absciffen Oq, Op refp. mit x und — 
zeichnet, fo bat man: 





taug.an’g= a tang. Amp — 





f(—x)' a 


und folglih muß die Function f!x nach den Bedingungen ber Aufgabeie 
Relation: 





1 1 
arc. tang. * + arc.tang. 57 7 ,‚ 110 
genügen, 
Wir wollen: 
1 1 
5 ę - arc. tang. „= fx (11) 


feßen, ſo verwandelt ſich die Gleichung (10) in fx +-f(— x) =0 md wid 
aus, dag die Function f, welche übrigens willfürlih angenommen werde 
fann, eine impaare Function iſt. 

Aus der Gleichung (11) ergibt fi: 

5— 1 __ 1 — fang. 3 @ + tang. fx 
tang. (!a-- fx) 7 tang. 4 @- tang. fx 

aber wenn /x eine beliebige impaare Function bezeichnet, fo bezeichnet tang. fi 
auch eine beliebige impaare Kunction; man kann alfo 
_1—tang.ta»fx 


fx = — 
taus. + fx 


fx — JA 1—tang.ya»fx dx 
tang. 1a — fx 
feßen, wo durch die Integration eine willfürliche Eonftante eingeführt wir. 


Wenn man diefe Auflöfung durch Differenzenintegrale erhalten wollte, ſo 
müßte man 


4 


und folglich: 


arc. tang. — — 1%ı arc. tang. = Jr, to — xi 


fegen, folglich iſt: 


— 
f((— x) 


zz =a(—1), =4a+b(—1), 
und wenn man i eliminirt: 


n=satlı=sate. 


Die Buchſtaben a, b, c bezeichnen in dem Falle der discontinuirlichen Ber: 
änderlihen willfürlihe Conflanten, welche in dem entgegengefetten ale 
Sunctionen von i werden, welche blos der Bedingung zu genügen haben, va 
fie ihren Werth nicht verändern, wenn i um eine Einheit zunimmt, oder wen 
x fih in — x verwandelt. Sm der Gleichung: 


arc.tang. — = n @--cx (12) 


brüdt alfo c eine beliebige paare Function, und cx irgend eine impaare 
Bunction von x aus, vermöge welcher die dur die Gleichungen (11) un 


637 


2) ansgebrüdten Refultate zufammenfallen. Diefer Schluß Hat vie erfor 
rliche Strenge, weil man ſich vorftellen fann, daß der llebergang von ber 
iscontinuität zu der Continuität nur nach der Elimination der:discontinuir« 
ben Function (— 1) ftattfindet, allein wir haben eben gefeben, daß es 
afacher iſt, nicht darauf zurückzugehen. 


IL Bon ven Gleichungen mit gemiſchten Differenzen. 


6. 625. Unter Gleichungen mit gemifchten Differenzen verfteht 
an diejenigen, worin zugleich die Differenzialevefficienten und die endlichen 
ifferenzen einer Function, fowie auch die, worin die Differenzialcvefficienten 
ner Differenz oder die Differenzen eines Differenzialcoefficienten vorkommen. 
Heihungen dieſer Art fommen nicht blos bei Gelegenheit geometrifcher Auf« 
ıben, welche, wie die im vorbergehenden $, nur ein Gegenftand der Wiß- 
:gierde find, fondern auch in ven analytifchen Unterfuchungen vor, welde ſich 
ı die vollfländige Integration der partiellen Differenzialgleihungen, und an 
e Beflimmung der willfürlihen Aunctionen nad gegebenen phyſiſchen Be⸗ 
ngungen anfchließen. 

Wir wollen z. B. annehmen, daß eine Function fx der Gleichung: 

ſix — fx 2) — kiffs - f(x 4 2)]=0, (13) 
orin 1, k Conftanten bezeichnen, Genüge leiften muß, fo nimmt dieſe Glei- 
ung, wenn man xy, 21= Ax fegt, folgende Form an: 

44 
+ +2D)=0, 
id ift nach der eben gegebenen Definition eine Gleihung mit gemifchten 
Iifferenzen. 
Man genügt derfelben, wenn man | 
y=fx=Acos.Ax+Bain.\x 
tzt, wo A, B,A Eonftanten bezeichnen; denn aus biefer Annahme folgt: 
fx+f(x+ 21) = 2[A cos. A(x-+-1)--Besin. A(x + 1)] cas. Al 
fx— f(x + 24) = 2[A sin. A(x +1) —Bcos. A(x--1)] sin. Al 
ex — f(x + 21) = 2[A cos. A(x +1) +-Bsin. A(x+1)]A sin. Al, 
id folglich ift vermöge der Gleichung (13): 

2[A cos. A(x +1) + Bsin. A(x—+-1)] [A sin. Al — k? cos. Al] = 0. 
3enn man alfo durch A;, B; unbeflimmte Eonflanten, und durch A; eine ber 
endlich vielen Wurzeln der transcenventen Gleichung: 

Asin. Al — k? cos. A110 (14) 
eichnet, fo kann man wegen ber Iinearen Form ber Gleichung (13) 
x=2. A; cos, Aıx 4 > B, sin. Ax 
den, wo ſich die Summationszeichen auf alle Werthe des Indexr i erſtrecken. 

Die vorhergehende Formel gibt: 

ZA cos.Ax=1lxk + f(—x)]= fx (15) 

3.Bsio.Ax=1[lx—f(—x)]=Fx, (16) 
db vurch dieſe Gleichungen kann man vie Evefficienten A1, Bi beflimmen, 
mn die Function fx zwilchen den Grenzen — 1, 4-1, over die Functionen 
:, Fx, wovon bie erfte nothwendig eine paare, und bie zweite eine unpaare 
‚, zwilchen den Grenzen O, I gegeben find. 
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Denn wenn man buch i’ einen yparticulären, aber übrigens belichigen 
Werth des Inder i bezeichnet, fo ergibt fi aus der Gleichung (15): 
1 IL sin. (4; —Jy)l sin. (A; —-4y)l 
% co8, M fs‘ — 2 A; 2m —. _ A) + FIN. (; + Ay) ) 
_ A; sin. Iil · cos. — As sin. Aul + cos. };l 
—_ (I )- 
Bermöge der Gleihung (14) verſchwindet der Evefficient von A; für alle 
von it verſchiedenen Werthe von i. Wenn i— i ift, fo erfcheint dieſer Enef 
fieient unter der Form 2 und hat den Werth: 
2,1 -- sin. 211 
aA, ' 










woraus fich ergibt: 
| 
41 os. Miẽ + d 
YA cos. Ai + födE 


Al 4 sin. 211 
Die Gleihung (16) gibt: 
EBo eos. Ix Fix, 


] 


Die Integrale aller Iinearen gemifchten Differenzengleichungen laſſen #4 
ausdrüden durch Summen von Erponentialgrößen, Sinuffen oder Coſinuſſen 
welche die unendlich vielen Wurzeln einer trangcenventen Gleichung zu Pam: 
metern haben und mit conflanten willfürlichen Coefficienten multiplicirt find. 

Wenn fi) die Tineare oder nicht Lineare gemifchte Differenzengleichung 
integriren läßt, zunächft in Beziehung auf die endlichen Tifferenzen, und dan 
in Beziehung ur die Differenziale, oder umgefehrt; fo fagt man, daß fit 
eine fucceffive Differengengleihung fer, und man kann fich vorflellen, 
dag fie entweder unmittelbar aus einer Differenziation einer Differenz, ode 
aus einer Differenzenbildung nach einer Differenziation entftanden iſt. Wan 
kann alſo die Öleihung (10) als eine Gleichung mit fuccefliven Differenzen 
betrachten; denn es ift zuerft die Function fix durch eine Operation beftimmt, 
welche mit der Integration einer Differenzengleichung gleichbedeutend iſt, um 
dann wurbe die Function fx durch eine eigentliche Integration aus der Func⸗ 
tion f'x abgeleitet. 


4* 


‘ 


und folglich ift: 


IM. Ueber vie envlichen Differenzengleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 


$. 626. Wir Fönnen diefen Gegenftand nit verlaflen, ohne von dei. 
Anwendung der Rechnung mit endlichen Differenzen auf Functionen mit zwei 
unabhängigen Veränderlichen auch einige Worte zu fagen. 

Es fei z eine Function der beiden Veränderlihen x, y, welche nad com. 
flanten Differenzen Ax, Ay wachen, und es feien A,a, I,z, Az reſp. DE 
partiellen Differenzen in Beziehung auf die Veränderlichen x,y und die Totale 
differenz; fo bat man: 
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. 4. I, A,As, 24 Arz=2-+ I:4+ A A,. æ), 
fih das Reſultat: 
Az= Aa + A, 1,9, 
t, welches man durch die ſymboliſche Gleichung: 
| Az ++ AI) — 1]: 
Woräden kann. Ebenſo fände man: 
. 4223 I[C MCI A) — 1]: 


... .-—”—C"<eCoO ro He HH HH eo © 


ISız[li + IJA+f)— 1: 
id wenn u eine Function von einer beliebigen Anzahl von Beränberlichen 
Yı 2.0... bezeichnete, fo hätte man auch: 
AGS ICI A CIA CIAD... — 1. 

Da die Differenzen Ax, Ay als conſtant vorausgeſetzt find, fo kann 
m fie der Einheit gleich ſetzen (6. 583) und annehmen, daß vie Beränder- 
ben x, y die Reihe ver natürlichen Zahlen durchlaufen, und in diefem Falle 
jeichnet die Function z,, das allgemeine Glied einer Tafel mit voppeltem 
ngange ($. 116), wo x und y die Indices oder Drbnungszahlen der beiden 
ngänge der Tafel, oder der Horizontal= und Verticalzeihe find, welchen das 
ch mit dem Werthe z,, zugleich angehört. 

Bon welder Befchaffenheit die conftanten oder veränderlichen Werthe der 
ifferenzen Ax, Ay aud fein mögen, fo laſſen fi} die verfchievenen Werthe 
e Sunction = doch nur damn beflimmen und in eine Tafel bringen, wenn 
m die Reihen von Werthen beftimmt, welche vie Veränderlihen x, y refp. 
rchlaufen. Es feien i, ı' die Indices dieſer beiden Reiben, fo ift x eine 
timmte Function des Inder i und y eine beftimmte Function des Index i'. 
'n Tann alfo = als eine Function ber Indices i, i/ betrachten, welche dis⸗ 
ntinuirliche Veränberlihe find und namentlich die Kigenfchaft haben, nach 
sflanten, der Einheit gleichen Differenzen zu wachen. Bei allen den von 
e Form der Function z,, unabhängigen Schlüffen fann man alfo umgelehrt 
x=1, Ay=1 feten, ohne ihre Allgemeinheit zu beeinträchtigen. 





$. 627. Blos um die Natur ber durch die Differenzengleichungen, worin 
Srere unabhängige VBeränberlihe vorkommen, ausgedruͤckten Relationen an- 
yenten, wollen wir bie fehr einfache Gleichung: 


E — 82, yH1 + —X (e) 


rachten, und annehmen, daß die Function =, f,x gegeben ſei; fo ergibt 
j aus der gegebenen Gleichung: 


Zxr1,1 — 32,1 4 21,03 oder 4, 2,,1— foXı 


b folglich: 


2 1 —=2f,x—=f,x. 


yenfo würbe man 2,2, 2,87. ... und endlih z,, beflimmen, indem y eine 
liebigen pofitiven, und x einen pofitiven oder negativen Werth hat. 

Die anfängliche Function f,x bleibt willkürlich, und außerdem werben 
ech bie fuccefiiven Integrationen in die Zunctionen fx, F, x, ⁊c. willkürliche 
uftanten eingeführt, deren ins Unendliche fortlaufende Reihe implicite be= 
amt wird, wenn die Function zo, für alle pofitiven Werthe von y gegeben 

Aber wenn die Function o,—=F,y für alle negativen und pofitiven 

Eournot, Theorie der Functionen ac. 41 
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MWerthe gegeben wird, fo bleibt die Function 2,0 /,x nur für bie 1 
Werthe von x willfürlih uud iſt Dagegen für alle pofitiven be 
Beränderlichen implicite beftimmt. Denn aus ber Gleichung (a) folgt: 
2, =Fy+tFos—1), ,=F,yt2F 0 - HF 
und ebenfo würde man 23,7, Zuyre ++ Zu, beflimmen, wenn x einen belichgm 
pofitiven und y einen pofitiven oder negativen Werth hat. 

Man Tann die Ausdehnung des Ausbrudes von z,,, welcher fig auf 
Werthe von y und auf die pofitiven Werthe von x erfiredt, als mit ber di 
Ausdruckes derſelben Function, welcher fih auf alle Wertfe von x u uf 
die pofitiven Werthe von y erflredt, vergleichbar betrachten; jedoch enihäl 
ber erfte nothiwendig nur eine willfürliche Zunction F,y, welche zwiſchen be 
Grenzen — oo und — co gegeben fein muß, während der zweite zwei wi 
finlihe Functionen enthält, nämlih fx, welde geilen den Grenzen — ©, 
+ oo gegeben fein muß, und F,y, welche blos zwiſchen ven Orema 
0, 0 gegeben zu fein braucht. Diefes analytifche Factum rührt daher, daf 
die Veränderlichen x, y in der Gleihung (a) nicht ſymmetriſch vorkommen, 
und es hat mit der Reduction der willfürlichen Yunctionen in den In 
der gewöhnlichen partiellen Differenzialgleihunaen,, worin bie höchften Ahle 
tungen der Function nicht in Beziehung auf jede der unabhängigen Beräzben : 
Iihen von derfelben Ordnung find, Aehnlichkeit; aber es bietet den merkwie 
digen Umftand dar, welcher bis jet noch nicht bemerkt zu fein fcheint, Wf 
fih die Anzahl der unabhängigen willkürlichen Zumctionen mit dem Zeichen ver 
Zablenwertbe ber unabhängigen Beränderlichen ändert. 

Für die negativen Werthe von y läßt fich die Tafel der Größen =, 
confiruiren, ohne daß man weiter etwas zu kennen braucht, als bie 
fx zwifchen den Grenzen + co; denn die Gleichung (a) gibt: 

2, —1 =f,x+ 1) — [X 2,,—2 —f,(x + 2) — f(x + )+fır Kı 

Dagegen muß zur Conftruction der Tafel für die negativen Werthe wu 
x die Function F,y zwifchen ven Grenzen + co ımb außerdem bie Fund 
fx zwifhen den Grenzen O, — co gegeben fein; benn aus ber gegebene 
Gleichung ergibt fi) die Differenzengleichung: 

2,711 +2.1,,=F,(s +1), 
woraus man z_,,, nur durch eine Integration in Beziehung auf y, wobed 
eine willkürliche Eonftante eingeführt wird, erhalten Tann. Durch ben Lehe 
gens von z_ı,y ZU 2_2,, würde eine neue willfürlihe Conſtante eingefüht, 
u. ſ. f. 
Geſetzt, man wollte die Tafel der Werthe der Function z,,, blos für be 
pofitiven Werthe von x, y conftruiren, und man hätte für alle pofitiven Berk 
von x,2,0—f,x—1. Ferner wollen wir annehmen, es wäre für alle we 
fitiven Werth des Inder „oo —=1 m 0,=F,y=0; fo ergibt ſich u 
diefen Vorausſetzungen: 


zsız2-l=x 































BE EEE heul.) 
“ 1.2 
_y, x(x — 1) _x(x—1)(x—2) 
2 1.2 — 1.2.3 


_ «-0@ 2... «ot 
u 1.2.3... 


2,,y 
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$. vie durch die Gleichung (a) beftimmte Yunction =,, ift vermdge ber 
gen über bie anfängliäen Functionen ber Eoefficient a” br in 
ver Entwidelung der Potenz (a + b)*. 

Wenn x, y fletige VBeränderliche bezeichneten, fo Fönnte die krumme Fläche, 
beren verticale Ordinate z,, ift, für alle pofitiven Werthe von x. conflruirt 
werden, wenn der Werth der Function für alle Werte von y, und für bie 

den O und 4-1 liegenden Werthe von x gegeben wäre, ober der zwifchen 

Ebene der yz und einer in ver Entfernung x — 1 zu berfelben gelegten 
peralieic Ebene liegende Streifen der frummen Flähe. Denn e8 ſei F(x, y) 

zwilchen biefen Grenzen gegebene Function, fo bat man: 
241, = F(x,y)+Flx,y— 1) 
“ 24, = Fis,y) + 2Fıny—1)+Fls,y— 2), 


u. f. f. 
$. 628. Betrachten wir noch die Gleichung: 
, Srl,y + 8,—1,, — 2, yt1 4 Zylı (9) 
welcher man die Form: 
2, Iya,-ı (B) 

sehen Tann, und welde der Gleichung der ſchwingenden Saiten: 
==: ) 
dx? dy? 


amalog if; fo findet hier das Merfwürbige flatt, daß das allgemeine Integral 
ber partiellen Differenzialgleichung (b), nämlich: s ß 
2 ZpXHY) + YR—T)ı (z) 
we P, % willfürliche Functionen bezeichnen, auch den endlichen Differenzen- 
gleigungen (8) und (B) ©enüge Ieiftet, wie fich leicht darthun läßt. 
.. Die Tafel der Werthe der Function =,, läßt fi vermöge der Gleichung 
B) für alle Werthe ver Veränverlichen x, y conftxuiren, wenn für alle Werthe 
von x bie beiden Functionen zu = X, 51 = fx wilfürli gegeben find; 
denn alsdann hat man: 
zu2=f,(x+1)+fı( x —-1)— fix 
smfla+ Btfs+fna@—-d—Ha+N—Na—1), x. 
2, =fh(a +1) +fı x -ND—fıx 
2,3 =f,(x+2)+fx th -9- fat) —1), 
Bermittelft derfelben Data Fönnte man die Functionen ꝙ und & in dem 
Integrale (=) beftimmen, denn man hätte: 


ygx+Yyızfr, yrYyr— 2/1), 


woraus folgt: 
vx — Yyxr— Y)=fr fi x—1), 


eine endliche Differenzengleihung zwifchen zwei Veränderlihen, welde die 
Function %, und folglich die Function 9 gibt, 
Wenn zwifchen den Functionen f,, f, die Relation: . 


fx=1if,x+1)+4f, x —1) 
Rattfindet, fo ergibt fih ꝙ — %, und das Integral nimmt alddann die Form an: 
2, if xt tif —y). 
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Wir wollen annehmen, daß die Function z,, nur zwifchen ben Grenz 
x=0, x=1 gegeben jei; aber daß die Functionen zo,, z,, für alle Werife 
von y verfihwinden, fo hat man vermöge biefer Bedingungen: 

fr=-f(-N ! ober fıx=—fı(— x) 

FA+=-FA—y)N\ KA+D=FK@—). 

Die erſte diefer Gleichungen zeigt, daß bie in ihrer ganzen Auspehuun 
genommene Function f, eine impaare if und die zweite zeigt, daß biefe Fam 
tion periobifch if, fo daß fie nur zwifchen den Grenzen O, I einer Verisde 
gegeben zu fein braucht, damit fie in der ganzen Ausdehnung ihres Berlasfet 
als gege en betrachtet werben Tann. 

enn x, y eontinuirliche Veraͤnderliche bezeichnen, ſo iſt bie —— 
(2) nur noch ein particulaͤres Integral der Gleichung (4), welcher man 
gemeiner durch die Formel: 

2, =Ylx+ yolz,y)) + VI — yrw,(x,y)] (2) 
genügt, wo w, w, willfürliche Sunctionen von x,y find, welche aber ihre 
* nicht ändern dürfen, wenn dieſe Veraͤnderlichen um eine Einheit je 
nehmen. 

Statt Ax—=1, Ay=1 zu feßen, kam man Ix—h, Ay—h fehm 
8* ann beliebige Eonftaute bezeichnet, und das allgemeine Integral ber 

eichung: 


hy , + 2,20 (8.) 
welche man wegen Ax Ay=h auf die Form: 
Art ny _ Is, 
Ax: — Ay: (B,) 


bringen fann, wird wieder durch bie Gleichung (=) oder durch (Z) ausge 
drüdt, je nachdem man die Beränderlihen x, y als discontinuirlich, oder ald 
eontinuirlich betrachtet. In diefem Kalle dürfen die Functionen w, w, de 
Werth nicht ändern, wenn x over y um h zunimmt, oder w und w, fisd 
Functionen der Größen: 

anx , Any 21 


, 20x 
sin. ——, C08. ——, Sin. co. =. (H) 
Wenn man die Conflante h gegen Null convergiren Täßt, fo verwandelt 
fih die Gleichung (B,) an der Grenze in die Gleichung (b), und ba bie 
Functionen CH) für h=0 eine Unterbredung der Stetigfeit erfahren, fo 
drüct die von diefen discontinuirlichen Functionen befreite Gleichung (=), welde 
überbie von (Ch) unabhängig ift, in der Vorausfegung ber Stetigfeit ber 
Beränderlichen und für h = 0 das allgemeinfte Integral der Gleichung (B,) 
aus, d. h. fie gibt das allgemeinfte Integral der Gleichung (b), wie vieles 
unmittelbar aus ber Theorie der partiellen Differenzialgleihungen folgt. 
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Integration transcendenter Functionen . . . 
en durch Neipen. — Ueber die merkwürvigen Säle, weich⸗ 
ei dem Uebergange von den unbeſtimmten zu den beffimmten 
—æ darbietten. ... 
Principien der Theorie der elliptiſchen Functionen 
Geometriſche Anwendungen der Berechnung der einfachen beſtinmten 
Integrale.... 
Vielfache beſtimmte Sntegrie. — Geometrie und pbyfllatiſche An⸗ 
wendungen derſelben —. 
Theorie der Variation der Integrale. — Principien der Methode, 
welche insbefondere die Bariationsrechnung genannt wird. - - » 
Anwendungen der Berechnung ver Bariationen einfacher Integrale. — 
Ausdehnung der Methode ver Variationen auf doppelte Integrale . 
Bon den Bevingungen ver Sntegrabilität der Differenzialfumetionen 
a mehreren unabhängigen derlihen Größen, und von ihrer 
ntegration . . 00. 
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11. Kap. Bon den als Functionen veränverliher Parameter betrachteten ber 
ffimmten Sntegralen. — Euler’fhe Funcionn . . - 


12. Kap. Entwidelung ver Functionen in trigonometriſche Reipen. — Ehren 
von Fourier. 2 2 0 2 00 


Schstes Bud. 


Integration der Differenzialgleichungen mit einer einzigen unabhängigen 
änderlichen Größe. 


1. Ray. Bon der Integration der D ferengialgleigungen mit Iwei Beränber- 
lihen und von ver erfien Oronung . . 


2. Kap. Ueber die Integration der Differenzial leichun— en der pöbern Ord 
nungen, und insbeſondere über die ntegrati on ber lincaren Dit 
ferenzialgleihfungen -. » » » . . 


3. Kap. Ueber vie Integration der Diferegifgfegungen vun Reihen und 
durch befimmte Integrale . . .- - . 


4. Rap. zpeorie der fingulären Integrale ver Difezengalgeigungen mit ine 
eränderliden - - 2 2 0. . 


3. Kap. Geometriſche Anwendungen der Theorie der Integration der Dite 
renzialgleichungen mit zwei veränderlichen Größen . . 


6. Rap. Ueber die Integration ber gleichzeitigen Differenzialgleigungen .. 


7. Kap. Ueber die Eonfiruction ver Differenzialgfeigungen mit einer t einzigen 
unabhängigen veränderlichen Größe. 


Siebentes Bud. 


Integration der Differenzialgleihungen mit mehreren unabhängigen 
änderlichen Größen. 


1. Rap. Ueber die ‚nntegration der Gleichungen mit totalen Differenzialen. — '' 


Geometriſche Anwendungen. . - - EEE 


2. Kap. Ueber die Integration ver partiellen Difesengitgeigunge der erſten 
Ordnung unter endlicher Form .. 

3. Kap. Ueber die Integration der partiellen Differenzialglei ungen höherer 
Ordnungen mit drei Veränderlichen unter endlicher Form. — Be⸗ 
Be tungen über die fingulären und particulären Integrale der bat- 
fielen Differenzialgleihungen - - - > 2 > 0 ee... 

4. Rap. Bon ver Integra ration der partiellen Differenzialgleichungen durch 
Reihen, und insbeſondere der linearen Differenztalgleichungen mit 
zwei unabhängigen Beränverlichen und mit conflanten Eoefficienten 

5. Ray. Ueber die Integration der linearen partiellen Differenzialgleichungen 
durch beſtimmte Integrale . . . oe... 

6. Kap. Ueber die Eonfiruction der partiellen Differenziafgleigungen .. 


Achtes Sud. 
Rechnung mit endlichen Differenzen. 


1. Kap. Rechnung mit endlichen Differenzen und Integralen oder Summen 
endlicher Differenzen für die entwielten Sunctionen mit einer ein- 
sigen veränderlidhen Größe . . . 
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447 


457 
471 
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495 
910 


920 


ver: 


579 
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646 
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2. Kap. Euler’s Formel zur Beflinmung der Summen durch öhnliche 
Integrale und det Integrale — die Summen. — Anwendung 

auf die Stirlingfhe Formel. — Ueber pie Interpolation . . 

3. Kap. Theorie der Gleihungen mit endlichen Differenzen zwifchen zwei dis⸗ 
eontinuicligen Beränverlihen - © 2 2 0 2 0 0 0 0 0. . 

4. Rap. Son den endlichen Differenzengleihungen zwifchen fletigen Veränder⸗ 
lichen. — Bon ven gemifhten Differenzengleihungen und von den 

ac Differenzengleihungen mit zwei unabhängigen Beränver- 
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